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1 Wstep

Zjawiska fizyczne zachodzace w osrodku cigglym sa czesto opisywane przez czastkowe row-
nania rozniczkowe, ktore tylko w szczegdlnych przypadkach udaje sie rozwigzaé¢ analitycznie.
Do modelowania zjawisk oraz do opisu dziatania wielu urzadzen musimy uzywa¢ metod nume-
rycznych [1, 2, 3]. Do rozwiazywania réwnan czastkowych wprowadzono wiele réznych podejéé
numerycznych. Najprostszym z nich jest metoda roznic skoniczonych, w ktorej dyskretyzuje sie
ciaglty osrodek, zastepuje sie pochodne przez ilorazy réznicowe i pracuje sie na siatce punktow,
zwanych niekiedy weztami. Gléwna zaleta tej metody jest jej prostota. Jednak jej ztozonos¢
obliczeniowa silnie ro$nie z rozmiarem przestrzeni. Ponadto, metoda réznic skonczonych nie-
zbyt dobrze radzi sobie z problemami, w ktorych konieczny jest doktadniejszy opis rozwigzan
we fragmencie pudta obliczeniowego. Lokalne zageszczanie siatki roznicowej wigze sie ze stoso-
waniem asymetrycznych ilorazéow réznicowych, ktorych dokladnosé jest mniejsza niz ilorazéw
centralnych. Z tego powodu, metoda réznic skonczonych jest mato przydatna do opisu proble-
mow ztozonych i w zastosowaniach przemystowych jest rzadko uzywana. Najbardziej popularng
metoda dla praktycznych zastosowan jest metoda elementéw skoniczonych [1, 2]. W metodzie tej
caly osrodek dzielimy na fragmenty zwane elementami. W kazdym z nich wprowadzamy pewna
liczbe weztéw. Maja one inng interpretacje niz w metodzie réznic skonczonych. 7 kazdym z we-
ztow zwigzana jest jedna lub wiecej wielomianowych funkcji ksztattu. Najczedciej wprowadza
sie jedna funkcje ksztattu na wezel. W tym przypadku funkcje ksztattu sg wielomianami inter-
polacyjnymi Lagrange’a. W metodzie szukamy rozwigzan w weztach, a rozwigzanie rownania
rozniczkowego poza weztami jest superpozycja funkeji ksztaltu dla danego elementu.

Metoda elementéw skonczonych jest metoda wariacyjng, w ktorej uzywa sie ztozonej, lo-
kalnie wielomianowej funkcji prébnej. Z funkcja prébng mozna zwigzaé pewien funkcjonal.
Na przyktad w problemach elektrostatyki funkcjonatem tym jest catka z lagranzjanu uktadu
tadunek-pole. Dla problemoéow stanéow wtasnych w mechanice kwantowej odpowiednim funkcjo-
natem jest wartos¢ oczekiwana energii. Rozwigzanie przyblizone jest tym blizsze doktadnemu
im mniejsza jest wartos¢ funkcjonatu. Dzieki temu, wartos¢ funkcjonalu mozna potraktowac
jako wskazowke dla optymalizacji funkcji prébnej. Dla metody elementéw skonczonych pozwa-
la to na optymalizacje rozmiarow pudta obliczeniowego, rozmieszczenia i ksztattu elementow.
Swoboda w wyborze elementow jest uwazana za najwieksza sile metody.

Celem niniejszej pracy byto sprawdzenie dzialania metody elementéw skonczonych dla jed-
nego z najbardziej popularnych probleméw w mechanice kwantowej — réwnania oscylatora har-
monicznego. Kwantowy oscylator harmoniczny jest szczegélnie wazny w mechanice kwantowej,
poniewaz jest jednym z niewielu problemow, ktére mozna rozwiazaé¢ analitycznie, co pozwoli na
dyskusje doktadnosci metody. Problem oscylatora harmonicznego jest wazny np. dla nanostruk-
tur poétprzewodnikowych. Sa to uktady wiazace pewna liczbe elektronéw lub dziur. Zrédlem
potencjatu uwiezienia jest czesto pole elektryczne. Potencjal pola elektrycznego dla ciggtego
rozktadu tadunkéw jest gtadki i w otoczeniu minimum czesto opisa¢ go mozna przy pomocy
paraboli. Potencjal paraboliczny wystepuje wtasnie w problemie oscylatora harmonicznego.

W drugim rozdziale pracy zbadany jest problem jednowymiarowego oscylatora harmonicz-
nego. Do studium zastosowano najprostsze — odcinkami liniowe — funkcje ksztattu. Funkcje te
sg stosunkowo mato elastyczne, i jak pokazemy szczegdlnie wazna dla nich jest optymalizacja
potozenia weztéw. W trzecim rozdziale pracy badany jest problem oscylatora dwuwymiarowe-
go w wersji zarowno izotropowej jak i anizotropowej. Lekka anizotropia wprowadzona zostata
w celu dyskusji optymalizacji potozenia weztow dla standéw wzbudzonych, dla zniesienia wie-
lokrotnej degeneracji pozioméw energetycznych oscylatora izotropowego. Przebadane zostaty
przypadki elementéw czworokatnych i w szczegdlnosci kwadratowych. Zastosowano rowniez
elementy trojkatne. Sprawdzono w praktyce kilka metod zageszczania siatki i wygtadzania roz-
ktadu elementow.



2 Kwantowy oscylator harmoniczny - 1D

2.1 Opis teoretyczny

2.1.1 Operator energii

W formalizmie Hamiltona wyrazenie na energie dane jest funkcjg potozenia i pedu, zwang funk-
cja Hamiltona. Hamiltonian ten dla jednowymiarowej czastki w zewnetrznym polu przyjmuje
postac:
P

H(z,p)=—+V(x 1

(r.9) = 5+ V() (1

Z uwagi na zaleznos¢ hamiltonianu od potozenia i pedu, operator energii konstruujemy wsta-
wiajac do powyzszej zaleznosci zamiast klasycznych argumentéw odpowiednie operatory:

~ —h* d?

- 2m da2

+V(x) (2)

Jest to tak zwany operator Hamiltona.
Kwantowy oscylator harmoniczny to odpowiednik klasycznego uktadu ztozonego z czastki w po-
lu sit sprezystych. Potencjatl oscylatora harmonicznego jest proporcjonalny do kwadratu odlegto-
Sci czastki od polozenia réwnowagi (przy czym za potozenie réwnowagi przyjmyjemy poczatek
uktadu):
k

Vie) = oa? (3)
W powyzszym wzorze k jest wspotezynnikiem sprezystosci, zastepujemy go inng stala przyj-
mujac:

k= mw? (4)

przez co hamiltonian uktadu ma postac:
- d* mw?
_ 5
2m dx? * 2 ' (5)

W celu otrzymania bezwymiarowej postaci hamiltonianu musimy pozby¢ sie statych wyste-
pujacych w wyrazeniu. Dokonamy tego dobierajac odpowiednio jednostki odleglosci i energii.
Za jednostke dtugosci przyjmiemy a [4]. Wstawiajac do hamiltonianu otrzymamy:

~ 2ma? da? g 7 (6)
Jednostke dhugosci dobieramy tak, aby ujednolicié¢ state w obu sktadnikach hamiltonianu. Chce-

my aby: , ,
R mw’ 5 o

omaz 2 7 (™)
Stad otrzymujemy:
h
— 8
a=\ (8)
co po wstawieniu do hamiltonianu daje:
. d? hw
H=|-—— 2 — 9
( dx? i ) 2 )
Jezeli za jednostke energii przyjmiemy
€ = hw (10)



uzyskamy tzw. bezwymiarowa posta¢ hamiltonianu:

H= 3 <—d$2+x2> (11)

2.1.2 Analityczne rozwigzania problemu wtasnego

Rownanie wtasne: )
d 2
<—d$2+a7 —E) U(z)=0 (12)
rozwigzujemy stosujac podstawienie:
U(z) =e" p(z) (13)

dzieki ktéremu dla funkcji ¢(x) uzyskujemy réwnanie:

2
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z ktorego wynika, iz funkcja p(x) musi spetniaé zaleznosé:
o' =2+ (E—1)p=0 (14)

Roéwnanie to dla F—1 = 2n, gdzie n € (0, 1,2, ...), posiada rozwigzania w postaci wielomianéw
stopnia n, noszacych nazwe wielomianéw Hermite’a:
H,(z) = (—1)ner2die—x2 (15)
e dz™
Dla wartosci E nie spehiajacych podanego warunku rownanie wtasne hamiltonianu nie posia-
da rozwigzan skonczonych w catej przestrzeni. UzyskaliSmy wiec dyskretny uktad poziomow
energetycznych:

1
wraz z odpowiadajacymi im funkcjami wlasnymi:
1 22
U, (r) = ———=¢"2 H,(2) (17)

\/ /mnl2n



2.2 Metoda elementé6w skonczonych z liniowymi funkcjami ksztattu
dla oscylatora jednowymiarowego

2.2.1 Opis

Poszukujemy rozwiazania niezaleznego od czasu rownania Schroedinger’a:

(H-E)¥=0 (18)

~

w podprzestrzeni ) C R, gdzie E € o(H) przyjmuje dyskretne wartosci wtasne kwantowego
hamiltonianu H.

Niech funkcje ¢;(i = 1,..., N) stanowia baze przestrzeni ). Poszukiwana funkcje falowa mozna
przedstawi¢ w postaci:
U(z) =) > oy (z) (19)

gdzie ¢ - liczby rzeczywiste; m - ilos¢ elementéw, na ktére podzielona zostala przestrzen (2;
n - ilo$¢ weztow w jednym elemencie

W jednowymiarowej przestrzeni € fizycznie problem opisany jest na siatce punktéw [x;, ..., xy].
Siatke ta dzielimy na N — 1 elementow odniesiania, zwanych elementami skonczonymi, w kto-
rych przeprowadza¢ bedziemy obliczenia. Pojedynczy element skonczony K, = (z,_1, %)
w przestrzeni referencyjnej jest odcinkiem o wspétrzednych (—1,1). Mapowanie z przestrzeni

u, u,
X1 Xm

element
Rysunek 1: Jednowymiarowy element w przestrzeni referencyjnej
referencyjenej do fizycznej okreslone jest zaleznoscig

Tm—1+ Tm Ty — Typ—1
2 + 2 ¢

gdzie £ nalezy do przedziatu (—1,1).

Kazdy wezet posiada unikalny numer globalny oraz numer lokalny wewnatrz elementu, do kto-
rego nalezy.

v, U, U U,

‘ ‘ ‘ ‘ -

1=y 2
Uy =1,

Rysunek 2: Globalna numeracja weztéw na siatce [U], lokalna numeracja wewnatrz elementu [u]

Po zmianie numeracji na globalna réwnanie (19) przyjmuje postaé:

() = Y cdila) (21)

)



Wewnatrz elementow skonczonych obieramy funkcje jednoznacznie okreslajace rozktad analizo-
wanej wielkodci fizycznej w zaleznosci od wartosci tych wielkosci fizycznych w weztach. Sa to tak
zwane funkcje weztowe lub funkcje ksztattu. Liczba funkcji ksztaltu w pojedynczym elemencie
skonczonym jest réwna liczbie jego weztéw, ponadto funkcje te zawsze sg tak zbudowane, aby
w weztach ktorych dotycza ich warto$ci wynosity jeden, a pozostalych weztach przyjmowa-
ty wartos¢ zero. W tym rozdziale zastosujemy najprostsze - liniowe funkcje ksztattu. W tym
przypadku w kazdym elemencie mamy tylko dwa wezty, kazdy zwiazany z poczatkiem i kon-
cem elementu. Dla jednowymiarowego elementu o dwoéch weztach definiujemy liniowe funkcje
weztowe majace postac:

¢1(§) =
¢2(5) =

3 (22)
3 (23)

Dodatkowo funkcje ¢;(x) stanowia baze przestrzeni 2, w ktérej poszukujemy rozwigzania.

) 9,

1 K, 1

Rysunek 3: Funkcje ksztattu dla elementu skonczonego

Rozwiazujac rownanie wlasne kwantowego oscylatora harmonicznego znajdziemy wartosci szu-
kanych wspotczynnikow c;.
Do réwnania:

1d*,
s T | () = Bl

wstawiamy (21) otrzymujac:

Sy ([ B @) o - X [T w29

7: m

x¢; [ da (24)

Jest to tzw. uogodlnione macierzowe réwnanie wtasne:
He = ESc (26)

gdzie H jest macierzg hamiltonianu okreslong wzorem:

~ A +1 d i d i
i1y = (60 118,) = [ autitopan = [ ae DD oo ) )
natomiast S jest macierza przekrywania okreslong przez:
= (60.05) = [ 00,42 = [ degy(@)0,(a) (28)

Calki oraz pochodne ‘przenosimy’ do przestrzeni referencyjnej korzystajac z mapowania (20)
oraz uwzgledniajac skale transformacji (jakobian) m-tego elementu réwna

dx

10



Dla przestrzeni jednowymiarowej jakobian nie zalezy od £ i dla uzytych liniowych funkcji ksztat-
tu jego warto$¢ wynosi

o,
I = — 30
: (30)
gdzie h,, - dtugos¢ m-tego elementu
Ostatecznie otrzymujemy:

Hp =101 (¢' (©)05(E) = + 2(£)%6i(§) () Im) d€ (31)
= 1, dE6i(€)¢;(6) (32)

Catki w powyzszych wzorach liczymy numerycznie uzywajac szesciopunktowej jednowymiarowe;j
kwadratury Gauss’a [5]:

[ dgo©) = S wigw) (33)

gdzie w; - wagi kwadratury, x; - wezty kwadratury, a ¢g(§) - funkcja podcatkowa.
Globalne macierze sztywnosci oraz przekrywania znajdujemy sumujac, odpowiednie wartosci
lokalnych macierzy dla kazdego z m elementéw przechodzac po kazdym z weztow i,75:

H(lg(i,m),lg(j,m)) = > H(lg(i,m),lg(j,m))
m ’L,]

S(lg(i,m),lg(5,m)) = > S(lg(i,m),lg(j, m))
m 4,5

gdzie petla po m przebiega przez wszystkie elementy, a po ¢, po parach wszystkich weztow
w elemencie m. W powyzszym wzorze lg(l, k) to funkcja przyporzadkowujaca globalny numer
wezta dla lokalnego wezta [ w elemencie k.

Dla tak przygotowanych macierzy rozwigzujemy uogolnione macierzowe réwnanie wtasne znaj-
dujac wartosci wspotczynnikow c¢;. Po rozwigzaniu réwnania wlasnego, mozemy wyznaczy¢
przebieg przyblizonego rozwigzania w przestrzeni odniesienia elementu m, ze wzoru

=>-eoue) (34)

Wyniki w przestrzeni rzeczywistej uzyskamy wykorzystujac mapowanie (20).

11



2.2.2 Wyniki

Rozwigzujemy réwnanie wtasne jednowymiarowego oscylatora harmonicznego na siatce 21 réw-
noodlegtych punktow w przedziale od -6.2 do 6.2.
Wykres funkcji falowej dla pierwszej wartosci wtasnej przedstawia sie nastepujaco:

T T
rozwiazanie numeryczne
rozwiazanie analityczne

0.1 I I I . . . .
-6 -4 -2 0 2 4 6

Rysunek 4: Wykres funkcji falowej dla pierwszej wartosci wlasnej

Wyznaczone wartosci pieciu pierwszych wartosci wtasnych oraz btad w stosunku do rozwigza-
nia analitycznego znajdujg si¢ w tabeli ponizej:

nr wartosci wlasnej | rozwigzanie analityczne | rozwigzanie numeryczne | btad
1 0.5 0.512 0.012
2 1.5 1.558 0.058
3 2.5 2.647 0.147
4 3.5 3.774 0.274
) 4.5 4.936 0.436

Widzimy, ze im wyzsza wartos¢ wtasna tym wieksza jest warto$¢ odchylenia od rozwigzania
doktadnego.

12



Wykres réznicy pomiedzy rozwiazaniem analitycznym a numerycznym przedstawiony jest
ponizej:

Ddchglenie
wezly  +

0.015
0.01

0.005 F

blad
=

=-0.005

-0.01

-0.015 +

-0.02

-6 -4 -2 0 2 4 B
®

Rysunek 5: Wykres odchylenia rozwiazania numerycznego od doktadnego dla funkcji wlasnej

stanu podstawowego.

Z wykresu wynika, ze najwigkszy btad jest w sSrodku przedziatu obliczen, gdzie funkcja jest naj-
bardziej zmienna. Natomiast na brzegach, gdzie funkcja jest praktycznie stata btad jest bliski
zeru.

W celu poprawienia doktadno$ci rozwiazania bez zwigkszania liczby weztow, musimy zasto-
sowa¢ siatke nieréwnomierng. Wiecej weztéow zgromadzonych bedzie w przedziale, w ktérym
funkcja przyjmuje duze wartosci, natomiast na brzegach wezty beda roztozone rzadziej. Funk-
cja opisujaca rozktad weztéw w zaleznosci od parametru a dla pierwszego wektora wtasnego

jest wyrazona wzorem:
k—n/2—1\"
oma(E=m2=) 5

gdzie d - rozmiar przedziatu obliczeniowego, k - numer wezta, n - liczba wszystkich weztow.

13



Sprobujemy znalezé taka optymalna wartos¢ parametru «a, dla ktorego odchylenia od roz-

wigzania analitycznego beda najmniejsze dla pierwszych pieciu wartosci wlasnych.

0.0065 0.04
0.0064
0.039
0.0063
0.0062 0.036
0.0061
. .
& & o087
3 K
0.006
0.0059 0.036
0.0058
0,035
0.0057
0.0056 0.034
1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 4 2.1 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 4 2.1
paranetr alfa paranetr alfa
(a)n=1 (byn=2
0.089 0.198
0.088 0.196
0.087 0.194
0.086 0.192
0.085 0.19
. .
5 0.084 = 0.188
3 3
0.083 0.186
0.082 0.184
0.081 0.182
0.08 0.18
0.079 0.178
1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1
parametr alfa parametr alfa
(c)n=3 (d)yn=4
0.325
0.32
0.315
0.31
5
;
¥
3
0.305
0.3
0.295
0.29
1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1

Rysunek 6: Blad rozwigzania numerycznego w funkcji parametru « dla pierwszych pieciu war-

tosci wlasnych

7 powyzszych zaleznosci wynika, iz najdoktadniejsze rozwiazanie otrzymamy dla parametru

parametr alfa

(e)n=5

a~1.65
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Rozktad weztow oraz rozwiazanie dla pierwszej funkceji falowej po optymalizacji siatki:

0.3 T T T

T T T T
rozwiazanie numeryczne dla alfa=1.65 ——
ey

L/ N

-6 -4 -2 0 2 4

m

=

Rysunek 7: Rozwiazanie numeryczne dla optymalnego parametru «. Pionowe kreski pokazuja

potozenie weztéw dla zoptymalizowanej siatki.

Zastosowanie nieréwnomiernej siatki punktéw pozwolito na poprawienie doktadnosci obliczen
bez zwiekszania liczby elementow, a co za tym idzie bez zwiekszania ztozonosci obliczen.

0.0z T T T

odchgienie (alfa=1.0

odctulenie (alfa=1.65
wezly (alfa=1.65

0.015

]
wezly (alfa=1.0) +

)

]

4

0.01

0.005 -

blad
=

-0.005

-0.01 R

-0.015 1

_0_02 1 1 1 1 1 L L

Rysunek 8: Poréwnanie odchylen wyniku numerycznego od doktadnej funkcji wtasnej dla réw-

nomiernej (o = 1.0) i zoptymalizowanej (o = 1.65) siatki
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Ponizsza tabela przedstawia poréwnanie odchylen od rozwiazania doktadnego pierwszych
pieciu wartosci wlasnych dla siatek o rownoodlegtych i dopasowanych weztach.

siatka réwnomierna | siatka dopasowana
nr warto$ci wtasnej | wartosc¢ btad wartosé btad
1 0.512 0.012 0.505 0.005
2 1.558 0.058 1.535 0.035
3 2.647 0.147 2.579 0.079
4 3.774 0.274 3.680 0.180
5 4.936 0.436 4.794 0.294
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3 Kwantowy oscylator harmoniczny - 2D

3.1 Opis teoretyczny

Hamiltonian ukladu

Dla uktadu dwuwymiarowego operator Hamiltona jest sumg jednowymiarowych operatorow
zmiennych x oraz y:

H=H,+H, (36)
gdzie:
Al . R (37

= 38
Y 2ma? Oy? + 2 (38)

Po podstawieniu powyzszych zaleznosci i odpowiednich przeksztatceniach otrzymujemy bezwy-
miarowg posta¢ hamiltonianu dla dwuwymiarowego oscylatora harmonicznego:

1 2\ 1.,
H——2<8$2+8y2>+2<x+y) (39)

Réwnanie wlasne i energia uktadu

Analogicznie jak przy funkcji Hamiltona, tak i przy znajdowaniu réwnania wtasnego oraz pozio-
mow energetycznych dwuwymiarowego oscylatora harmonicznego, stosujemy separacje zmien-
nych. Funkcje wtasne majg postac:

(2, y) = Vi(z);(y) (40)
gdzie
1 a2
vi(r) = W@ H;(x) (41)
bily) = e T Hy(y) (12)

natomiast energia uktadu wyraza sie przez:

E,=E'+E/=i+j+1 (43)

3.2 Metoda elementéw skonczonych - elementy czworokatne
Opis
Rozwiazemy niezalezne od czasu réwnanie Schroedinger’a:

(H-E)v=0 (44)

w podprzestrzeni {2 C R?, gdzie E € O‘([:I ) przyjmuje dyskretne wartosci wlasne kwantowego
Hamiltonianu H.
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Obieramy przyblizenie funkcji falowej:
Uiz, y) =3 > oy (z,y) (45)

gdzie m - ilo$¢ elementow, na ktore podzielona zostata przestrzen, a n - ilos¢ weztéw w jednym
elemencie

Po zmianie numeracji na globalng powyzsze réwnanie przyjmuje postac:

U(x,y) =D cioi(e,y) (46)

)

Funkcje ¢;(x,y) stanowia baze przestrzeni (2, a wartosci ¢; sg liczbami rzeczywistymi.
Po przeksztatceniach otrzymujemy uogoélnione réwnanie wlasne:

He = ESc (47)
gdzie H - macierz Hamiltonianu, S - macierz przekrywania

Obszar €2 dzielimy na m kwadratowych elementéw, tzw. elementéw skonczonych - tak jak to
przedstawiono na rysunku 9. Kazdy element oraz wezet posiada swéj unikalny, globalny numer.

@ 9
m=1 |7 2 3 4
8 9 10
¢ @—@ @
3 i 7 8
I 12 3 14
‘ - QO 15
10
16 ? 17 18 H 1-;[2
( 9 92"
13 .
; ’ |4: 15,0 16 .
= O )

Rysunek 9: Podzial obszaru {2 na kwadratowe elementy skoniczone

Pojedynczy element w przestrzeni referencyjnej jest kwadratem o bokach (1, £1).

(“;1[4}&.2[4}):('1, 1)
(é1[1}5§3[1}1=(151)

£ OEG (6,28,)=(1.-1)
(€,9,8,8)=(-1,-1) Lo

Rysunek 10: Pojedynczy element w przestrzeni referencyjnej

Mapowanie kwadratowego elementu odniesienia (£, &) do czworokatnego elementu fizycznego

m dane jest przez wzor:

x (™

( ) = Z( Em)>¢i(51,§2) (48)
Yy i=1 \Yi

gdzie (xgm),yi(m)) sg wspoOlrzednymi i-tego wierzchotka elementu m w przestrzeni fizycznej,
natomiast funkcja ¢; jest jedna z czterech biliniowych funkcji ksztattu.
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Funkcje ksztattu dla kwadratowego elementu skonczonego to:

6i(6,.&) = 71+ &)1 +&) (19)
bal6, &) = 701+ E)(1 - &) (50)
b3(61, &) = 1(1- )1 - &) 1)
6161 8) = {1~ &)1 +8&) (52)

Funkcje te sg iloczynami liniowych funkcji Lagrange’a w kierunkach &; i &.

W elemencie m rozwigzania poszukujemy w bazie dziewieciu funkcji bikwadratowych. Do ele-
mentu referencyjnego dodajemy pie¢ nowych weztéw i dla wszystkich weztow okreslamy funkcje
ksztattu:

Rysunek 11: Potozenie weztéw elementu referencyjnego

Bikwadratowe funkcje ksztattu dla obranych weztéw maja postac:

g1(&1,&2) = P3(£1)P3(&2)
9261, &2) = P3(&1)P1(&2)
93(&1, &) = P1(61)P1(&2)
94(&1,&2) = @1(£1)P3(&2)
95(61, §2) = P3(&1)P2(&2)
96(&1, &2) = P2(&1)P1(&2)
g7(&1,&2) = @1(£1)P2(&2)
98(&1, o) = P2(&1)P3(&2)
99(&1, &) = P2(&1)P2(&2)

P,(¢) = g(é -1) (53)
Da(6) = ~(€ - D(E+ 1) (54)
2y(6) = S(E+1) (5)
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Wykresy wybranych funkcji bazowych dla kwadratowego elementu referencyjnego przedsta-

wiaja sie nastepujaco:

(a) 91(&1,&2) ) g7 51,52 (c) go(&1,&2)
Rysunek 12: Przykladowe funkcje bazowe

Majac zdefiniowane funkcje ksztaltu wiemy, ze rozwigzanie réwnania rézniczkowego wewnatrz
jednego elementu dane jest przez:

u(&1,&2) ZC 9i(&1,62)- (56)

Lokalng macierz Hamiltona dla elementu m znajdziemy obliczajac:
m 82 82 1 2 2 m m

gdzie T to lokalna macierz energii kinetycznej, a V7' to macierz potencjatu.

Macierz energii kinetycznej okreslona jest przez:

T =3 / Voi(z,y) - Vo;(x, y)drdy (58)

co w przestrzeni referencyjnej przedstawia sie nastepujaco:

1 1

7 = /_1 d&y /_1 A&, J ™ (61, 6)V g:(61, &) - Vi (&1, &) (59)

gdzie J™ (€1, &) jest jakobianem transformacji z przestrzeni referencyjnej do fizycznej, réwnym:
Or dy 0Oy Ox

M€ &) = oo — oo (60)

06 06 061 0&,

a iloczyn skalarny gradientow w przestrzeni referencyjnej wyliczymy z zaleznodci:

0g; O&, 0g; 0% 0g; O&, 0g; 08
Vai(z,y) - Vgj(z,y) <Z O 81‘) (Z I &’/U) (Z I, 0y> (Z D ay> 1)
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Zgodnie z mapowaniem elementu odniesienia do elementu fizycznego ze wzoru (48) pochodne
wspotrzednych fizycznych po referencyjnych okreslone sg wzorami:

g; = 411 (a1 + 2y — 2§ — i+ & (:v§ — 2™ 2§ — (™)) (62)
gg; = i (m&m) _ xém) (m) + ;p b1 g ( m I(m) mim))) (63)
5?1 = 3 (7 7 =7 ol (7 — o ) - ™)) (64)
ggyg N 411 (™ = o8 =™+ o™ 6 (0 - Y — ™)) (65)

Pochodne odwrotne % oraz 8—5; potrzebne do wyznaczenia iloczynu skalarnego gradientow

w przestrzeni referencyjnej obliczamy z zaleznosci:

[23Y 351 or Oz \ ! 1 Oy Oz

Ox 061 0&2 _ 082 062 66
96 5’ ) ( By ) = ) ( By ow ) (66)
( 8; . 6&1 6{2 J(m) (517 52 - 852”1 8;1

Lokalna macierz potencjatu elementu m w przestrzeni referencyjnej dana jest przez:

V=3 / dé, / dts )™ g:(61,6)95(61, &) (261, &) + y(6, &)%) (67)

Macierz przekrywania, bedaca odpowiednikiem wektora obciazen, okreslona jest wzorem:

1 1
Sij = /_1 dé, /_1 A&, J™ gi(&1, &) g;(61, &) (68)

Obliczajac wartosci lokalnych macierzy wszystkie catki liczymy numerycznie uzywajac ztozenia
szesciopunktowych jednowymiarowych kwadratur Gauss’a w kazdym z kierunkow:

/ dg, / deag(60,6) = 55" wawsg(ws ;) (69)

i=1j=1

gdzie wy - wagi kwadratury, z, - wezty kwadratury
Globalne macierze sztywnosci oraz przekrywania znajdujemy sumujac wedtug wzoru odpowied-
nie wartosci lokalnych macierzy dla kazdego z m elementéw przechodzac po kazdym z weztéw 4, 5:

H(lg(i,m),lg(5,m)) = > > Hj (70)

m 17]

S(lg(i,m),lg(j,m)) = ZZSZ? (71)

gdzie funkcja lg(l, k) przyporzadkowuje globalny numer wezta dla lokalnego wezta | w elemen-
cie k.

Do macierzy globalnych wprowadzamy warunki brzegowe. Chcemy, aby funkcje wlasne zni-
kaly na brzegu - osiggniemy to przez wyzerowanie k-tego wiersza oraz kolumny, gdzie k£ to
globalny numer wezta brzegowego, a nastepnie ustawienie wartosci Hg, = 1 oraz S, = —1.
Spowoduje to, ze dostaniemy zdegenerowana wartos¢ wtasna réwna —1 tylu krotnie ile jest
weztow brzegowych.
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Tak przygotowane macierze wstawiamy do uktadu rownan i znajdujemy wartosci wspotezynni-
kow ¢;. Nastepnie ze wzoru

9
u(éy,&2) = Z ci'9i(&1,&2)- (72)

znajdujemy rozwigzanie w kazdym z wezlow siatki.
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3.2.1 Pierwsze wyniki

Rozwigzujemy réwnanie wtasne dwuwymiarowego oscylatora harmonicznego na obszarze po-
dzielonym na 25 elementow. Wykresy funkcji falowych dla kilku pierwszych stanéw wtasnych
przedstawiaja sie nastepujaco:

4 3 E K 1 3 4 3 2 A 1 3

(a) ng =0,n, =0 (b) ny =0,ny =1

4 3

(c) ny =0,ny =2 (d) ny =1,n, =2
Rysunek 13: Wykresy funkcji falowych kilku stanéw wtasnych

3

W ponizszej tabeli przedstawiono kilka pierwszych warto$ci wlasnych oraz btad rozwigzania
numerycznego.

liczby falowe rozwigzanie

i j analityczne | numeryczne | blad
0 0 1.0 1.0032 0.0032
1 0 2.0 2.0800 0.0800
0 1 2.0 2.1075 0.1075
2 0 3.0 3.0432 0.0432
0 2 3.0 3.0911 0.0911
1 1 3.0 3.1843 0.1843

Widzimy, ze odchylenie rozwigzania numerycznego od analitycznego jest stosunkowo duze oraz
znaczaco wzrasta dla wyzszych warto$ci wlasnych. Jednym z parametréw modelu, ktéry mo-
zemy zmieni¢ w celu poprawienia doktadnosci rozwigzania, jest rozmiar pudta obliczeniowego.
7 wykresu funkcji falowej widzimy, ze na brzegach jest praktycznie stala, a zmienia swoje warto-
sci w Srodkowej czesdci obszaru obliczen. Odpowiednio dobierajac pudto obliczeniowe uzyskamy
doktadniejsze wartosci dla elementéw majacych najwickszy ‘wktad’ w rozwiazanie.
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3.2.2 Optymalizacja pudtla obliczeniowego

kwadratowych elementow.

Zbadamy wartosci energii dla stanéw wtasnych oscylatora w funkcji dtugosci boku pudta oblicze-
niowego. Rachunki przeprowadzimy dla obszaru podzielonego na 36, 100 oraz 196 identycznych,

AN

w
a
@

6 7 ] 9 18 11 12
dRugosE boku pudta obliczeniowego

(a) siatka 6 x 6

13

3 4 5 3 7 8 9 18 11 13
diugosc boku pudfa obliczeniowego

) siatka 10 x 10

(b

2

1k

3 4 5

6 7 8 9 10 11 12
dRugosE boku pudta obliczeniowego

(c) siatka 14 x 14
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Rysunek 14: Wartosci energii w funkcji rozmiaru pudta obliczeniowego dla réznych siatek

7 powyzszych wykreséw wynika, ze rozmiar pudta obliczeniowego, ma znaczacy wplyw na
rozwiazanie obliczane na siatce o malej liczbie elementow. Jak widzimy na wykresie 14a najdo-
ktadniejsze rozwigzanie dla siatki 6 x 6, otrzymamy ustawiajac rozmiar obszaru obliczeniowego
na warto$¢ d = 6.5. Natomiast dla siatek o znacznej liczbie elementéw, dtugosé boku pudta ob-
liczeniowego ma mniejszy wptyw na blad rozwigzania. Jednak, zeby otrzymac¢ mate odchylenie
od wartosci analitycznych, rozmiar obszaru musi osiagna¢ pewna minimalna wartosé¢ tak, aby
rozwiazanie si¢ w nim ‘zmiescito’ - w powyzszym przypadku jest to dtugosé boku réwna d ~ 8.



Poréwnujac odchylenie funkcji falowej pierwszego stanu wtasnego wyliczonej numerycznie
od wartosci analitycznej rowniez widzimy, ze zastosowanie odpowiedniej wielko$ci pudta po-
zwolito na osiggnigcie o blisko potowe mniejszego btedu obliczen.

0.07
006
005
004
003

002

001

0.00

001
-0.02
-0.03
004
005
006
-0.07

(a) d=9.0 (b) d = 6.5

Rysunek 15: Btad rozwigzania numerycznego dla pudet o ré6znym rozmiarze

Kolejnym parametrem umozliwiajacym poprawienie doktadnosci wyliczen jest liczba elemen-
tow skonczonych uzytych w modelu. Sprawdzmy jak zmieniajg sie wartosci btedow obliczen,
dla energii poszczegdlnych standéw wtasnych, w zaleznosci od ilosci elementow w siatce.

odchylenie

R

i i i i i i i
a 58 188 158 2008 258 368 358 4808
liczba elenentdw

Rysunek 16: Bledy rozwiazania dla energii poszczegdlnych stanéw w funkcji liczby elementow

Z wykresu widzimy, iz zwigkszanie liczby elementow siatki, a przez to ilosci weztéw, wpltywa na
znaczne zmniejszenie odchylenia rozwigzania numerycznego od wartosci analitycznych.
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Degeneracja wartosci wltasnych

O zdegenerowanych wartosciach wlasnych méwimy w przypadku, gdy jednej wartosci wlasnej
odpowiada kilka réznych funkcji wtasnych. Krotnoécia degeneracji nazywamy liczbe niezalez-
nych funkcji odpowiadajacych jednej wartosci wtasnej. W tabeli 77 widzimy, ze dla trzecia
warto$¢ wlasna jest zdegenerowana trzykrotnie. Degeneracja wartosci wtasnych w przypadku
kwantowego oscylatora w 2-wymiarowej przestrzeni wynika z symetrii modelu. W celu zniesie-
nia degeneracji musimy 'zaburzy¢’ symetrie wprowadzajac inng wartos¢ potencjatu w kierunku
x niz w kierunku y. Zgodnie ze wzorem (36) wiemy, ze hamilonian 2-wymiarowego oscylatora
harmonicznego jest suma hamiltonianéw w kazdym z kierunkow

_h2 82 —h2 82

+%($)+W87y2+%(y) (73)

. 2 mw? . . . . . .
gdzie V() = =5=a? oraz V,(y) = —*y? okreslaja potencjaty w kierunkach odpowiednio z i y.
Ustawienie w, # w, pozwoli na otrzymanie réznych wartosci potencjatow.

Popatrzmy jak przedstawia¢ sie beda wartosci energii dla poszczegdlnych stanéow wtasnych,
jezeli zastosujemy rdézne wartosci potencjatéw. Zgodnie ze wzorem (10) za jednostke energii

przyjmujemy warto$¢ € = hw przez co energia uktadu wyraza si¢ przez

1 1
B Bt B (1 D)t (4 1) .

Przyjmujac w, = 1.1w, wartoSci energii poszczegdlnych stanéw wlasnych bedg okreslone zalez-
noscia
1 1
Epon, = (nm + 2) 1.1e + (ny + 2) € (75)
dzigki czemu zniesiona zostanie degeneracja wszystkich stanow wzbudzonych, poniewaz kazdem

stanowi wtasnemy odpowiadaé bedzie inna wartos¢ energii, przyktadowo 19 # Eo;.

Znajdujemy wartosci energii kilku pierwszych stanéw wilasnych dla siatki 10 x 10 i zniesio-
nej degeneracji.

liczby falowe rozwigzanie

Ny Ny analityczne | numeryczne | blad

0 1 2.05 2.05619 0.00619
1 0 2.15 2.15740 0.00740
0 2 3.05 3.06946 0.01946
1 1 3.15 3.16174 0.01174
2 0 3.25 3.27590 0.02590
0 3 4.05 4.08615 0.03615
1 2 4.15 4.17502 0.02502
2 1 4.25 4.28024 0.03024
3 0 4.35 4.39059 0.04059

W powyzszej tabeli widzimy, ze wszystkim stanom wtasnym odpowiadaja rézne wartosci ener-
gii.
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3.2.3 Zageszczanie siatki dla elementéw czworokatnych

Zwigkszanie liczby weztow w siatce pozwala na znaczne poprawienie doktadnosci wynikéw ob-
liczen, jednak skutkuje to wydtuzeniem czasu kalkulacji i zwiekszeniem zapotrzebowania na
zasoby pamieciowe. Z uwagi na fakt, ze cata siatka jest réwnomiernie pokryta punktami czesto
liczymy bardzo doktadnie obszary, w ktérych funkcja jest mato zmienna i nie wymaga obliczen
z duzg doktadnoscia, np. na brzegach pudta obliczeniowego. Dlatego lepszym rozwigzaniem jest
znalezienie obszaréw, w ktorych funkcja wykazuje duzg zmiennosé i pokrycie ich bardziej gesta
siatka - majaca wicksza liczbe elemenéw, niz obszary, w ktorych rozwiazanie zmienia si¢ tylko
nieznacznie.

W celu zoptymalizowania siatki, w miejscach gdzie funkcja jest najbardziej zmienna, musi-
my znalez¢ "wktad” kazdego elemetu w modelu do ogblnego rozwigzania. Wiemy, ze wartosc¢
wlasna jest rowna wartosci oczekiwanej dla unormowanego wektora wlasnego, wiec:

(WuHY,) <

> e (76)

E = —
: <\Il#|\ll#> =1

gdzie m jest liczba elementéw siatki, a ef jest poszukiwana wartoscia przyczynka do energii
stanu p pochodzaca od elementu m.
Rozpisujac €, mamy:

€'u _ 22:1 Z?:l O(lg(m7 k)? M)O(lg(m7 l)v M)H(ku l7 m)
" (Wul P,

(77)

gdzie:

lg(m, i) - funkcja przyporzadkowujaca globalny numer dla lokalnego wezta i w elemencie m,
C(i, ) - obliczona warto$¢ wspotezynnika globalnego numeru wezta i dla stanu g,

H - lokalny hamiltonian dla elementu m,

a norma (¥,|¥,) rozpisana po elementach wyraza si¢ przez:

(U,|0,) iZZC (lg(i, k), n)C(lg(i 1), u)ES(k,1,1) (78)

1=1k=11=1

Zgodnie ze wzorem (77) obliczamy warto$¢ przyczynka do catkowitej energii dla kazdego ele-
mentu w siatce. Nastepnie element majacy najwickszy wktad w rozwigzanie dzielimy na 5
mniejszych elementéw. Sposéb podziatu przedstawiony jest na ponizszych rysunkach:

Rysunek 17: Kolejne etapy podzialu pojedynczego elementu na mniejsze czesci
Siatke zageszczamy do momentu uzyskania zgdanej liczby elementéw lub weztow.
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Poréwnamy rezultat otrzymany przy zageszczaniu siatki z rowigzaniem obliczonym na siatce
roOwnomiernie roztozonych elementéw. Znajdujemy odchylenie od rozwigzania analitycznego dla
pierwszej warotsci wlasnej na siatce 121 kwadratowych elementow.

0.0004
0.0003
0.0002
0.0001
-0.0000
-0.0001
-0.0002
-0.0003

-0.0004

“+ 2 2 El 1 3

4 -3 -2 -1 1 3

(a) funkcja wlasna (b) blad rozwiazania

Rysunek 18: Rozwiazanie dla 1. wartosci wtasnej na siatce 11x11 elementéw

Nastepnie znajdujemy rozwigzanie dla pierwszej wartosci wtasnej metoda zageszczania siatki
zaczynajac o siatki 3x3 elementéw. Siatke zageszczamy do momentu uzyskania 121 elementow.

Rysunek 19: Zageszczona siatka 121 elementow

Widzimy, ze siatka zostata najbardziej zageszczona w okolicach centrum pudia. Na brze-

gach pudta obliczeniowego elementy nie zostaly podzielone, gdyz maja najmniejszy wpltyw na
rozwigzanie.
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Sprawdzmy jak przedstawia si¢ rozwigzanie dla powyzszej siatki.
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Rysunek 20: Rozwiazanie dla 1. warto$ci wtasnej na zageszczonej siatce 121 elementow

Po zageszczeniu siatki wartos¢ energii dla pierwszej wartosci wtasnej réwna jest E=1.006,
co w porownaniu do energii E=1.001 obliczonej dla siatki réwnomiernej, jest nieco gorszym
wynikiem.

Poréwnujac wartosci btedow obliczen dla zageszczonej oraz réwnomiernej siatki 121 elementow
widzimy, ze poprzez zwiekszenie liczby elementéow w Srodkowym obszarze pudta obliczeniowego,
uzyskaliSmy mniejszy btad rozwigzania na tym obszarze. Natomiast na brzegach pudta, gdzie
pozostaly elementy o stosunkowo duzej powierzchni, btad rozwiazania jest znaczaco wigkszy w
poréwnaniu do wynikow dla siatki kwadratowych réwnomiernie roztozonych elementéw.

3.2.4 Wygladzanie siatki metoda Laplace’a

Optymalizujac siatke elementy dzielone sa na coraz mniejsze czesci, co po kilku podziatach tego
samego elementu, moze skutkowaé¢ nieoptymalnymi elmentami o wydtuzonym ksztatcie prowa-
dzacymi do pogorszenia doktadnosci obliczen. Sposobem na poprawienie jakosci optymalizowa-
nej siatki jest jej wygtadzanie. Pozwala ono na uzyskanie elementéw o bardziej optymalnych
ksztattach. Do wygtadzania siatki uzyjemy wygtadzania Laplace’a.
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Wygtadzanie Laplace’a jest prostym algorytmem lokalnego wygtadzania siatki. Algorytm
wyznacza nowe potozenie optymalizowanego wezta wzgledem wspotrzednych sgsiadujacych z
nim weztow.

Funkcja kosztu dla wygtadzania Laplace’a jest suma kwadratow dtugosci krawedzi majacych
wspolny wezet i przedstawia sie nastepujaco:

k k

Fay) =3 (loil,) =3 (@ —2)* + (v - w)?) (79)

i=1 =1

gdzie k - liczba sasiednich weztow.
Zmalezienie minimum tej funkcji sprowadza sie do znalezienia srodka geometrycznego weztow
sasiadujacych z optymalizowanym:
of _of _
oxr Oy

wiec nowe wspétrzedne optymalizowanego wezta (z/,y') obliczamy ze wzoréw:

0 (80)

1

k
;xiv Yy k

Yi (81)

| =

—
i=1
Optymalizacje weztéw przeprowadzamy dla kazdego wezta siatki poza weztami brzegowymi.

Caty algorytm wygtadzania Laplace’a uruchamiamy kilka razy w celu maksymalnego zoptyma-
lizowania ksztattu elementow.

el

Rysunek 21: Optymalizacja potozenia wezta dla siatki kwadratowych elementow

Rysunek 21 ilustruje przyktadowe dziatanie algorytmu wygtadzania Laplace’a dla wezta o
wspoéhrzednych (z,y). Widzimy, ze zoptymalizowanie polozenia rozpatrywanego wezta, poprzez
przesuniecie go do punktu o wpoétrzednych (2, y"), pozwolito na uzyskanie siatki o elementach,
ktorych ksztalty sa zblizone do kwadratow, a przez to bardziej optymalne z punktu widzenia
obliczen metoda elementéw skoniczonych.
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Sprawdzmy, czy wygltadzanie siatki pozwoli na poprawienie doktadnosci obliczen. Poréwna-
my wartosci energii dla kilku pierwszych wartosci wtasnych obliczonych na optymalizowanych
siatkach, a takze zastosujemy wygladzanie Laplace’a w celu uzyskania poprawy ksztattu ele-
mentow oraz zabadamy jego wplyw na doktadnos¢ rozwigzania.

1.88

siatka réunomierna ——
siatka 2aggszczana (3u3)
siatka zageszczana z wygladzanien(3x3)

energia

58 108 158 2608 258 300 350 408
liczba elementdw

(a) start z siatki 3 x 3

siatka rdunomierna ——
1.0816 siatka zageszczana {(16x10) ——
siatka zageszczana z wygfadzanien(18x10) ——

1.0614

1,8812

1.681

energia

1,8008

1.8606

1.06804

1.0802

168 158 2608 258 308 358 408
liczba elementdu

(b) start z siatki 10 x 10

1.86035

siatka réunonierna
siatka zageszczana {(19u19) ——
siatka zageszczana z wygfadzanien(15x15) ——

1.6803

1.88029

energia

1.6802

1,88015

1.8001

248 268 288 300 320 348 368 380 408
liczba elementdu

(c) start z siatki 15 x 15
Rysunek 22: Wykres energii dla pierwszej wartodci wlasnej w funkeji liczby elementéw siatki

Na wykresie 22 przedstawiono wartosci energii dla pierwszego stanu wtasnego w zaleznosci od
liczby elementéw siatki. Obliczenia przeprowadzono startujac z siatek o roznej liczbie identycz-
nych kwadratowych elementéw oraz rozmiarze pudta d = 9.0. Siatki zageszczano do momentu
uzyskania co najmniej 400 elementow.

Z, wykresu widzimy, ze najgorsze rezultaty otrzymalismy startujac z siatek o malej poczat-
kowej liczbie elementéw. Zaczynajac obliczenia od wiekszej liczby kwadratowych elementow
uzyskaliSmy znaczna poprawe doktadnosci rozwiazania. Zastosowanie wygtadzania Laplace’a
do optymalizacji ksztaltu elementéw w zageszczanych siatkach zmniejszyto btad obliczen, ale
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tylko w przypadku, gdy obliczenia byty rozpoczynane od siatek o duzej liczbie elementéw. Star-
tujac z siatki sktadajacej sie z 15 x 15 elementéw i stosujac zageszczanie uzyskaliSmy poprawe
doktadnosci obliczen w stosunku do siatki réwnomiernej. Ponadto wygtadzajac ta siatke do-
datkowo zmniejszyliSmy btad obliczen. Jednak przewaga dokltadnosci siatek zageszczanych jest
widoczna tylko dla siatek sktadajacych sie z mniej niz 350 elementéw. Powyzej tej wartosci
stosujac siatke réwnomierng uzyskujemy doktadniejsze rozwigzanie.

Popatrzmy jak przedstawiaja sie rozwiazania dla energii stanéw wzbudzonych. Obliczenia prze-
prowadzimy rozpoczynajac od siatek ztozonych z 15 x 15 kwadratowych elementéw oraz roz-
miarze pudta d = 9.0.
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Rysunek 23: Wykresy energii stanéw wlasnych w funkcji liczby elementow siatki

Widzimy, ze podobnie jak w przypadku pierwszej wartosci wlasnej, tak i dla wyzszych stanéw
wlasnych, zastosowanie wygltadzania Laplace’a pozwolito na uzyskanie nieco mniejszego btedu
obliczen dla zageszczanej siatki, poza stanem (n, = 1,n, = 1) gdzie zageszczanie siatki nie
przyniosto poprawy dokladnosci rozwigzania.

Podsumowujac dochodzimy do wniosku ze, rozpoczynanie obliczen od siatki o znacznej liczbie
elementow oraz wygtadzanie zageszczanej siatki daje najlepsze rezultaty, jednak wyniki nie sa
znaczaco lepsze niz dla siatek réwnomiernych. Generalnie mozemy stwierdzi¢, ze rozwigzania
otrzymane dla adaptacyjnych siatek oscyluja w granicach btedow otrzymywanych dla niezagesz-
czanych réwnomiernych siatek posiadajacych symetrycznie roztozone kwadratowe elementy.
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3.3 Metoda elementéw skonczonych - elementy tréjkatne

Tak jak poprzednio zastosujemy metode elementéw skonczonych do znalezienia rozwiazania
niezaleznego od czasu rowania Schroedinger’a

(H-E)¥=0 (82)

w podprzestrzeni Q C R?, gdzie E € o(H).
Przyblizonym rozwiazaniem réwnania (82) bedzie funkcja falowa okreslona wzorem

)

gdzie funkcje ¢;(z,y) stanowia baze przestrzeni ), a wartosci ¢; sa liczbami rzeczywistymi,
ktore znajdziemy rozwigzujac rownanie macierzowe

He = ESc (84)

w ktorym H to macierz Hamiltonianu, a S okresla macierz przekrywania.
W tym przypadku obszar €2 podzielimy na m tréjkatnych elementéw skonczonych, w ktorych
zdefiniujemy funkcje bazowe.

Pojedynczy element w przestrzeni referencyjnej bedzie trojkatem prostokatnym o wierzechot-
kach w punktach (1,—1), (=1,—1) oraz (—1,1).

V3,(-1,1)

VLCLD) v2(1:1)

Rysunek 24: Element odniesienia w przestrzeni referencyjnej

Mapowanie elementu odniesienia (£1,&;) do trojkatnego elementu fizycznego dane jest przez
wzor:

x 3 xgm)

(y) = ; < ng)>¢i(§1,€2) (85)
gdzie (xgm),yi(m)) sg wspolrzednymi i-tego wierzchotka elementu m w przestrzeni fizycznej,
natomiast funkcje ¢; to liniowe funkcje ksztattu okreslone wzorami

_51 + &

01(6,&) =~ (86)
bl &) = 28 (57)
bo(6r, &) = 5 (55)

Powyzsze funkcje ksztattu stanowia jednoczesnie baze przestrzeni, w ktérej podzukujemy roz-
wigzania.
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Wykresy funkeji bazowych dla tréjkatnego elementu referencyjnego przedstawiaja si¢ na-

stepujaco:

1
8
o8-
02
o
4
8
-,
Kl 08 08 04 02 O

a) ¢1(&1,&2) b) ¢2(&1,62) c) ¢3(&1,€2)

Rysunek 25: FunkCJe bazowe elementu trOJk@tnego

Poniewaz mapowanie elementu odniesienia do fizycznego jest $cisle liniowe, a nie biliniowe jak
w przypadku czworokatéw, mamy pewno$c, ze przy przechodzeniu z przestrzeni referencyjne;
do fizycznej zostanie zachowana réwnolegto$é Scian elementow.

3

1
Rysunek 26: Transformacja elementu z przestrzeni referencyjnej do fizycznej

Majac okreslone funkcje bazowe rozwigzania mozemy zdefiniowa¢ wzoér na obliczenie lokalne;j
macierzy sztywnosci dla elementu m, ktéry zgodnie ze wzorem (57) przedstawia sie nastepujaco:

1

1
Hij = =5 o Voi(,y) - Vo, (x,y)dedy + 3 /Qm di(z,y);(z,y)(@” + y*)dxdy  (89)

natomiast lokalna macierz przekrywania okreslona jest zaleznoscia

Sz = [ oiw,y)es(e, y)dudy. (90)
Q'm
Przenoszac powyzsze rownania do przestrzeni referencyjnej otrzymujemy odpowiednio
1
iy = [ de [7de ™ 6, &) Va6 ) Va6 )+
(91)
1
5 [1 dé [1 Ao T g;(&1,&2)9;(61, &) ($(51,§2)2 + y(flafz)z)
oraz . ¢
Sij = /_1 d& /_1 d&>J "™ gi(61,£)9;(61, &) (92)

Wartosé¢ wyrazenia Vg;(&1,&2) - Vg (&1, &) znajdziemy zgodnie ze wzorem (61).
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Natomiast jakobian J(™ okreslony jest wzorem

or 0 oy O 1
Jm — 051852 - 851852 = (=21 +22)(—y1 +y3) — (=1 +y)(—z1 +23)]  (93)

skad wynika, ze
A
Jm = 94
A (94)
gdzie A,y jest polem tréjkata w przestrzeni referencyjnej i ma stata wartoscig réwnag A,.r = 2,
a A jest polem trojkata w przestrzeni fizycznej i jest réwna

Iz
]_ T2 Y2 (95)
I x3 y3

A:

N | —

Jak widzimy wartos¢ jakobianu zalezy jedynie od pola powierzchni trojkata w przestrzeni fi-
zycznej, a nie od potozenia, jak to miato miejsce w przypadku elementéow czworokatnych.

Poniewaz we wzorach (91) oraz (92) gérna granica catkowania po zmiennej &, jest zmienna,
do scatkowania postuzymy sie ekonomiczng kwadratura Gauss’a dla trojkata odniesienia [1].
Jest to szedciopunktowa kwadratura pozwalajaca na scatkowanie wielomianéw 4. stopnia, kto-
rej punkty i wagi okreslone sa nastepujaco:

wspotrzedna &; wspotrzedna & waga
-0.108103018168070 | -0.108103018168070 | 0.446763179356022
-0.108103018168070 | -0.783793963663860 | 0.446763179356022
-0.783793963663860 | -0.108103018168070 | 0.446763179356022
-0.816847572980458 | -0.816847572980458 | 0.219903487310644
-0.816847572980458 | 0.633695145960918 | 0.219903487310644
0.633695145960918 | -0.816847572980458 | 0.219903487310644

Tabela 1: Wartosci wspotrzednych i wag ekonomicznej kwadratury Gauss’a

Graficzne przedstawienie rozktadu punktow ekonomicznej kawdratury Gauss’a w trojkacie od-
niesienia przedstawia ponizszy wykres.
1.0 T T T

0.5¢ -
0.0F -

-0.5F -

[ = * x

1.0 1 1 1
-1.0 -05 00 05 1.0
Rysunek 27: Rozktad punktéw kwadratury

35



Calki we wzorach (91) oraz (92) liczymy numerycznie wedtug zaleznosci:
1 &1 b ok
[ [ deaglene) = X wigleh &) (96)
- - k

gdzie wy - wagi kwadratury, .65 - wezly kwadratury, g(&F, £5) - funkcja podcatkowa.

Majac okreslone metode catkowania numerycznego oraz wzory na lokalne macierze, dalsze ob-
liczenia przeprowadzamy analogicznie do przypadku z elementami czworokatnymi, czyli znaj-
dujemy lokalne macierze dla kazdego elementu, ktore nastepnie sktadamy w macierze globalne,
kolejnym krokiem jest wprowadzenie warunkow brzegowych, a na koncu znalezienie szukanych
wspOlezynnikéw ¢; oraz okreslenie rozwiazania w kazdym punkcie siatki zgodnie ze wzorem (83).
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3.3.1 Pierwsze wyniki

Znajdzmy rozwigzanie rownania wlasnego oscylatora na siatce podzielonej na 50 trojkatow.

a)ng =0,n, =0 b)n,=1,n, =1
Yy Yy

Rysunek 28: Funkcje falowe obliczone na siatce trojkatnych elementow

Powyzsze funkcje falowe zostaly znalezione na siatce, sktadajacej si¢ z 50 rownomiernie rozto-
zonych prostokatnych trojkatow, przedstawionej na rysunku 29.

Rysunek 29: Siatka zlozona z trojkatnych elementow

3.3.2 Zageszczanie siatki

Zastosujemy automatyczne zageszczanie siatki trojkatnych elemnetéw i sprawdzimy czy pozwo-
li to na uzyskanie mniejszego btedu rozwigzania.

Siatke zageszczamy analogicznie jak w przypadku elementéw czworokatnych. Dla kazdego ele-
mentu zgodnie ze wzorem (77) znajdujemy warto$¢ 'wkladu’ w rozwiazanie, a nastepnie element
o najwyzszym przyczynku do catkowitej energii dzielimy na mniejsze czesci. W przypadku troj-
katéw, podzial pojedynczego elementu nastapi poprzez znalezienie srodka ciezkosci i utworzeniu
trzech mniejszych trojkatow o wspolnym wierzchotku w znalezionym $rodku ciezkodci.

(a) (b) ()

Rysunek 30: Kolejne etapy podziatu tréjkatnego elementu na mniejsze czesci

Jak widzimy na rysunku 30 kolejne podziaty na mniejsze czesci moga skutkowaé w powstawa-
niu trojkatow o wydhuzonym ksztalcie, a przez to nieoptymalnych z punktu widzenia metody
elementow skonczonych. Zastosujemy réwniez algorytm wygtadzania Laplace’a w celu optyma-
lizacji siatki.
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Popatrzmy jak przedstawiaja si¢ wartosci energii poszczegdlnych stanéow wtasnych w funkeji
liczby weztow siatki.
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Rysunek 31: Wartosci energii stanéw wtasnych w funkcji liczby elementéw siatki

Na powyzszych wykresach widzimy, ze zageszczanie siatki, poprzez dzielenie pojedynczego ele-
mentu na 3 mniejsze trojkaty, nie przyniosto poprawy doktadnosci rozwiazania. Wyniki uzy-
skiwane przy stosowaniu zageszczania siatki sg znacznie gorsze od tych, otrzymywanych w
przypadku, gdy uzywamy siatki z réwnomiernie roztozonymi elementami. Wprowadzenie wy-
gltadzania Laplace’a pozwolito na uzyskanie znacznie dokladniejszego rozwigzania, w pordw-
naniu do siatki niewygltadzanej, dla stanéw wlasnych o liczbach falowych (n, = 1,n, = 0) i
(ny = 1,n, = 1), oraz nieznacznie lepszego dla stanéw (n, = 0,n, = 0) i (n, = 0,n, = 1).
Jednak wygtadzanie siatki poprawito wyniki tylko w pojedynczych przypadkach i na ich podsta-
wie nie mozemy stwierdzi¢, ze wygtadzadnie Laplace’a pozwala na uzyskanie mniejszego btedu
obliczen.
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Zageszczanie przez podzial rekurencyjny

Pokazalismy, ze zageszczanie siatki poprzez podzial elementu na trzy mniejsze trojkaty nie
przynosi poprawy rezultatu, a najlepsze wyniki uzyskujemy dla siatek o réwnomierznie rozto-
zonych elementach. Sprébujemy zastosowaé zageszczanie siatki, ktore nie powoduje tworzenia
sie elementow trojkatnych o bardzo wydtuzonych ksztaltach. Zwiekszenie liczby elementow w
danym obszarze siatki uzyskamy poprzez podziat trojkata na dwa mniejsze trojkaty, tak jak to
pokazano na rysunku 32.

>

Rysunek 32: Podziat pojedynczego tréjkata

Zauwazmy, ze po takim podziale jeden z wezléw, bedacy wierzchotkiem dwdoch mniejszych
trojkatow, bedzie lezal ma przeciwprostokatnej sagsiedniego trojkata przystajacego, a do takiej
sytuacji nie mozemy doprowadzi¢, gdyz zaburzytoby to catkowicie wynik koncowy. Dlatego, aby
mozna byto w taki sposob przeprowadzi¢ podzial musimy rowniez, w taki sam sposob, podzie-
li¢ trojkat sasiadujacy. Podzial obu trojkatow uzyskamy poprzez potaczenie ich niewspoélnych
wierzchotkéw, tak jak to przedstawiono na rysunku 33.

Rysunek 33: Podzial dwoch sasiadujacych tréjkatow

Jednak opisany podziat trojkata przystajacego jest mozliwy tylko wtedy, gdy ma on taki sam
ksztat jak trojkat pierwotnie wybrany. W celu zapewnienia poprawnego podziatu elementéw do
zageszezania siatki musimy zastosowaé rekurencyjny algorytm dzielenia trojkatow.

Zatoézmy, ze chcemy podzieli¢ trojkat m, wtedy kolejne kroki algorytmu przedstawiajg sie na-
stepujaco:

e znajdz element n 'przystajacy’ do przeciwprostokatnej trojkata m

e jezeli element n ma wieksze pole powierzchni od trojkata m to wykonaj algorytm dzielenia
dla elementu n

e jezeli element m nie ma trojkata 'przystajacego’ - oznacza to, ze jest to element brzegowy
i mozna podzieli¢ trojkat m

e jezeli element n oraz m maja takie samo pole powierzchni to mozna podzieli¢ oba tréjkaty

Powyzszy algorytm podziatu pozwala na uzyskanie siatki sktadajacej sie z trojkatow prostokat-
nych o réznych wielkosciach. Wada tego rozwigzania moze by¢ fakt, ze trudno jest okresli¢ ile
dodatkowych elementéw trzeba bedzie podzieli¢ w jednym kroku, aby moéc wykona¢ operacje
dzielenia wybranego elementu.
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Kryterium wyboru elementu do podziatu jest identyczne jak w przypadku elementéw czwo-
rokatnych. Znajdujemy rozwiazanie na rzadkiej siatce, nastepnie zgodnie ze wzorem (77) ob-
liczamy warto$¢ przyczynka do energii kazdego elementu. Znajdujemy element o najwyzszej
warto$ci wktadu w rozwigzanie i uruchamiamy dla niego algorytm podziatu opisany powy-
zej. Po przeprowadzeniu podziatu siatki ponownie rozwigzujemy réwnanie wlasne dla wigkszej
liczby elementow. Caly proces powtarzamy do momentu uzyskania zadanej liczby weztow siatki.

Popatrzmy na dwa przypadki zageszczania siatki. Na rysunkach dzielony tréjkat zaznaczo-
ny jest szarym kolorem, a kolejne kroki dzielenia elementéw oznaczone sa czerwong linig.

(a) (b)
Rysunek 34: Pierwszy przypadek zageszczania siatki

(a) (b) ()
Rysunek 35: Drugi przypadek zageszczania siatki

Widzimy, ze w pierwszym przypadku do podziatu wybranego elementu wystarczyt podziat tyl-
ko jednego dodatkowego elementu. Natomiast w drugim wariancie, zeby podzieli¢ wskazany
element, algorytm musial podzieli¢ rowniez kilka sasigdnich elementow.
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Sprawdzmy, czy zageszczanie siatki przy pomocy opisanego algorytmu, zmniejszy btad roz-
wigzania dla energii kilku pierwszych stanéow wlasnych. Obliczenia przeprowadzimy zaczynajac
od siatki sktadajacej sie z 18 réwnomiernie roztozonych tréjkatnych elementéw.
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Siatka zageszczana (trojkatyl —— Siatka zageszczana (trojkatyl ——
siatka rounonierna (trdjkaty) —— siatka rounonierna (trdjkaty) ——
siatka réwnonierna (kuadraty) —— siatka réwnonierna (kwadraty) ——
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Na powyzszych wykresach widzimy, ze po zastosowaniu zageszczania rekurencyjnego, dziela-
cego elementy na mniejsze trojkaty prostokatne, dla wszystkich wynikow, uzyskaliSmy znaczng
poprawe doktadnosci obliczen energii poszczegolnych stanow, w poréwnaniu do tréjkatnej siatki
rOwnomiernej majacej taka sama liczbe weztow. Dla niektorych stanéw doktadnosé rozwiaza-
nia poprawita sie¢ o ponad potowe. Dla poréwnania przedstawione sa réwniez wartosci energii
poszczegolnych standéw wiasnych oscylatora znalezionych na siatce ztozonej z kwadratowych ele-
mentow skonczonych. Z uwagi na fakt, ze w elemencie tréjkatnym mamy trzy wezly, natomiast
w czworokatnym mamy dziewie¢ weztow, porownanie doktadnosci obliczen poszczegdlnych sia-
tek przeprowadzono w funkcji catkowitej liczby weztéw siatki. Widzimy, ze wyniki otrzymane
dla zageszczanej rekurencyjnie siatki trojkatnej sa jednak gorsze od tych dla réwnomiernej siat-
ki czworokatne;j.

Popatrzmy jak przedstawiaja sie funkcje falowe stanéw wlasnych oraz zageszczone rekuren-
cyjnie siatki, na ktorych zostaly zanalezione te rozwigzania.

(a) funkcja falowa (b) siatka
Rysunek 36: Wyniki dla stanu n, = 0,n, =0

(a) funkcja falowa (b) siatka
Rysunek 37: Wyniki dla stanu n, = 1,n, =0
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(a) funkcja falowa (b) siatka
Rysunek 38: Wyniki dla stanu n, = 0,n, = 2

(a) funkcja falowa (b) siatka
Rysunek 39: Wyniki dla stanu n, = 1,n, =1

(a) funkcja falowa (b) siatka
Rysunek 40: Wyniki dla stanu n, = 1,n, = 3
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(a) funkcja falowa (b) siatka
Rysunek 41: Wyniki dla stanu n, = 2,n, = 3

Widzimy, ze dla wszystkich stanéw wtasnych oscylatora siatki zostaly poprawnie zageszczo-
ne w miejscach, ktore maja najwiekszy wptyw na rozwigzanie. Natomiast na brzegach pudta
obliczeniowego na obszarach, w ktorych funkcje sg praktycznie stalte, pozostaty elementy o du-
zym polu powierzchni i o niewielkim zageszczeniu. Zauwazmy, ze dla stanu podstawowego siatka
jest najgestsza na okregu wokot centrum oscylatora.

4 Podsumowanie 1 wnioski

Podsumowanie

Na poczatku pracy, dla wprowadzenia metody elementow skoriczonych dla niezaleznego od
czasu réwnania Schroedingera, rozwazono jednowymiarowy kwantowy oscylator harmoniczny.
W pierwszej aplikacji metody wykorzystano liniowe funkcje ksztattu dla jednowymiarowych
elementow skonczonych oraz zbadano doktadno$é¢ dla siatki rownoodlegtych weztow. Prze-
prowadzono réwniez optymalizacje rozmiaru elementéw. W kolejnym kroku opisano metode
elementow skonczonych dla réwnania wlasnego dwuwymiarowego oscylatora harmonicznego.
W pierwszym rachunku przyjeto elementy kwadratowe oraz dziewie¢ bikwadratowych funkcji
ksztattu na element. Nastepnie przeprowadzono optymalizacje rozwigzan odpowiednio przez wa-
riacyjny dobor rozmiaru pudta obliczeniowego. Dla dyskusji zoptymalizowanych potozen weztow
dla stanéw wzbudzonych wprowadzono zaburzenie obrotowej symetrii potencjatu dla zniesie-
nia degeneracji stanéw wzbudzonych oscylatora ze wzgledu na moment pedu. Opisano metody
zageszezania siatki sktadajacej sie z elementéw czworokatnych oraz wygladzania siatki meto-
da Laplace’a. Poréwnano doktadnosé¢ wynikéw uzyskanych przy zageszczaniu i wygltadzania
siatki z wynikami uzyskiwanymi dla siatek rownomiernych. Nastepnie okreslono sposéb rozwia-
zania problemu wtasnego oscylatora przy pomocy metody elementow trojkatnych z liniowymi
funkcjami ksztaltu. Przedstawiono dwie metody zageszczania siatek trojkatnych. Poréwnano
doktadnosé¢ rozwigzan dla réznych strategii zageszczania tréjkatnej siatki z wynikami otrzy-
manymi dla siatek ztozonych z elementow czworokatnych przy réznym rzedzie uzytych funkeji
ksztattu. Ostatecznie pokazano kilka wykreséw funkeji falowych oraz zoptymalizowanych siatek
trojkatnych.
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‘Whnioski

Pokazano, ze wyniki uzyskiwane przy uzyciu algorytmu automatycznego zageszczania siatki
elementow czworokatnych maja podobna doktadnosé, co rezultaty dla siatki ztozonej z rowno-
miernie roztozonych kwadratow. Wyniki uzyskiwane w obu przypadkach byty obarczone po-
dobnym btedem obliczen. Jednak dla probleméw potencjaléw bardziej ztozonych niz oscyla-
tor harmoniczny, bardziej obiecujacym wydaje sie by¢ algorytm automatycznego zageszczania
siatki. Nieco prostszg w implementacji okazata sie metoda elementéw skonczonych z tréjkatny-
mi elementami, poniewaz w pojedynczym elemencie zastosowano trzy wezly i liniowe funkcje
ksztattu. W przypadku uzycia funkeji liniowych dla trojkatnych elementéw, optymalizacja siatki
jest znacznie wazniejsza niz dla bardziej elastycznych funkcji bikwadratowych stosowanych dla
elementow czworokatnych. Celem trzeciego rozdziatu bylo wyznaczenie optymalnego rozktadu
elementow dla stanu podstawowego i stanéw wzbudzonych. Wiemy, ze potencjal harmoniczny
jest gtadki, natomiast o lokalnej wartosci energii decyduje energia kinetyczna proporcjonalna
do kwadratu gradientu funkcji falowej. Uzyskane wyniki faktycznie wskazuja, ze optymalny
rozklad weztow mapuje obszary najsilniejszej zmiennosci funkcji falowej.
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