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Michaª Nowak 1 WST�P

1 Wst¦p

1.1 Cel i motywacja pracy
W dobie rodz¡cej si¦ informatyki kwantowej jednym z ukªadów, które mog¡ sta¢ si¦
podstawowym budulcem komputera kwantowego jest kwantowa bramka logiczna ope-
ruj¡ca na spinach elektronów. Aby zrealizowa¢ ukªad wykonuj¡cy kwantowe opera-
cje logiczne za pomoc¡ spinów dwóch elektronów w pierwszej kolejno±ci wymagana
jest mo»liwo±¢ sterowania sprz¦»eniem pary elektronów. Zagadnienie to w podej±ciu
wykorzystuj¡cym samozorganizowane kropki kwantowe wraz z wynikami symulacji jest
tematem niniejszej pracy.

Elektrony uwi¦zione w dwóch póªprzewodnikowych kropkach kwantowych [2] tworz¡
orbitale, które w zale»no±ci od geometrii ukªadu, grubo±ci bariery pomi¦dzy kropkami,
oraz przyªo»onych zewn¦trznych pól mog¡ obejmowa¢ obydwie kropki lub by¢ zlokali-
zowane w jednej z nich. Te pierwsze s¡ odpowiednikiem orbitali elektronowych powsta-
j¡cych w kowalencyjnym wi¡zaniu molekularnym, a te drugie odpowiadaj¡ orbitalom
w wi¡zaniu jonowym.

Rysunek 1: Schematyczny model kwantowej bramki logicznej operuj¡cej na spinach
elektronów opisanej w pracy [1].

Teoria operacji na sprz¦»onych spinach [1, 3] bazuje na Hamiltonianie Heissenberga
Hs(t) = J(t)S1 · S2. Gdzie J(t) jest energi¡ wymiany, któr¡ de�niujemy jako ró»nic¦
pomi¦dzy energi¡ najni»szego trypletu, a energi¡ najni»szego singletu (J = Et − Es),
a S1 oraz S2 s¡ operatorami spinów obydwu elektronów. Hamiltonian Heisenberga
jest niskoenergetycznym przybli»eniem, przyjmuj¡cym, »e wy»sze stany wzbudzone
maj¡ energi¦ du»o wi¦ksz¡ ni» najni»szy stan singletowy i trypletowy. O odlegªo±ciach
mi¦dzy poziomami decyduje przede wszystkim rozmiar kropek. Dla kropek samozor-
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Michaª Nowak 1 WST�P

ganizowanych jest on najmniejszy. Przybli»enie Heisenberga jest dla nich najlepiej
usprawiedliwione.

Dwa elektrony oddziaªuj¡ce zgodnie z Hamiltonianem Heisenberga wymieniaj¡ swoje
spiny w czasie τ takim, »e ∫ τ

0 dtJ(t) = h̄π. W przypadku ogólnym, to jest poza zakre-
sem stosowalno±ci przybli»enia Heisenberga, proces wymiany spinów staje si¦ zªo»ony
[15], a czas wykonania operacji staje si¦ trudny do przewidzenia.

Przy zaniedbaniu oddziaªywania spin-orbita funkcj¦ falow¡ dwóch elektronów mo-
»emy zapisa¢ w postaci rozdzielonej na cz¦±¢ orbitaln¡ χ i spinow¡ S

Ψ(r1, r2, σ1, σ2) = χ(r1, r2)S(σ1, σ2). (1)

Poniewa» elektrony s¡ fermionami ich funkcja falowa jest antysymetryczna wzgl¦dem
zamiany cz¡stek

Ψ(r1, r2, σ1, σ2) = −Ψ(r2, r1, σ2, σ1). (2)

Antysymetryczno±¢ mo»e by¢ realizowana albo przez cz¦±¢ spinow¡, albo przez cz¦±¢
orbitaln¡. W przypadku kiedy jest realizowana przez cz¦±¢ spinow¡, orbitalna cz¦±¢
funkcji falowej ukªadu jest symetryczna. Stan ten nazywamy stanem singletowym

χS(r1, r2) = χS(r2, r1). (3)

W przypadku kiedy orbitalna cz¦±¢ jest antysymetryczna stan nazywamy trypletowym

χT (r1, r2) = −χT (r2, r1). (4)

Pod nieobecno±¢ zewn¦trznego pola magnetycznego energia najni»szego singletu
jest ni»sza lub równa energii najni»szego trypletu [4, 5, 6, 7, 8]. Równo±¢ � a wi¦c
zerowa energia wymiany � nast¦puje gdy elektrony zajmuj¡ rozdzielone przestrzennie
lokacje.

Aby wyja±ni¢ zwi¡zek znikaj¡cej energii wymiany z rozdzieleniem elektronów ro-
zwa»my ukªad dwóch studni potencjaªu w przypadku du»ej odlegªo±ci pomi¦dzy nimi.
Przestrzenna funkcja falowa dwóch elektronów w takim ukªadzie mo»e zosta¢ zapisana
jako

Ψ =
1√
2
(φl(r1)φr(r2)± φl(r2)φr(r1)), (5)

gdzie φl oraz φr s¡ funkcjami zwi¡zanymi z ka»d¡ z kropek (Rys. 2) a + (−) odpowiada
singletowi (trypletowi). Warto±¢ oczekiwana Hamiltonianu dla funkcji falowej (5)
wynosi

〈Ψ|H|Ψ〉 = 2E1 + 〈φl(r1)φr(r2)| 1

r12

|φl(r1)φr(r2)〉±〈φl(r1)φr(r2)| 1

r12

|φl(r2)φr(r1)〉, (6)

9



Michaª Nowak 1 WST�P

Rysunek 2: Schematyczny rysunek dwóch studni potencjaªu oraz funkcji falowych
zwi¡zanych z ka»d¡ z kropek. Szar¡ prost¡ zaznaczono poziom zerowy. Pokazane
funkcje falowe s¡ ortogonalne.

gdzie czªon 〈φl(r1)φr(r2)| 1
r12
|φl(r2)φr(r1)〉 odpowiada za energi¦ wymiany. Je±li jedno-

elektronowe funkcje falowe elektronów nie przekrywaj¡ si¦ iloczyn φl(r2)φr(r1) jest
równy zeru, a z nim zeruje si¦ energia wymiany. Z tego powodu energia wymiany mo»e
by¢ u»ywana jako miara sprz¦»enia mi¦dzy kropkami. Energia wymiany jest wynikiem
konkurencji pomi¦dzy sprz¦»eniem tunelowym, które przeciwdziaªa przestrzennej se-
paracji elektronów, a sprz¦»eniem kulombowskim które jej sprzyja.

Schematyczny model kwantowej bramki logicznej opisanej w pracy [1] przedstawia
Rys. 1. W przykªadowym ukªadzie obroty spinu uzyskiwane s¡ dzi¦ki oscylacjom Ra-
biego, które indukowane s¡ zewn¦trznym promieniowaniem mikrofalowym. Dwuku-
bitowe operacje przeprowadzane s¡ przez kontrolowane sprz¦»enie pary elektronów
sterowane wysoko±ci¡ bariery pomi¦dzy kropkami [3]. Najbardziej zaawansowanym
kandydatem do implementacji spinowej bramki logicznej, jest system wielu kropek
zrealizowanych na dwuwymiarowym gazie elektronów [11], w którym bariera pomi¦dzy
kropkami, mo»e by¢ kontrolowana przez potencjaª na elektrodach, pomi¦dzy kropkami.

Optymalny jest ukªad, w którym energia wymiany jest najwi¦ksza. Du»a energia
wymiany pozwala na przeprowadzenie maksymalnej liczby operacji spinowych w cza-
sie krótszym od czasu dekoherencji. Planarne kropki kwantowe wykonane na bazie
elektronów zwi¡zanych w dwuwymiarowym gazie (2DEG) s¡ stosunkowo du»e. Ele-
ktrony w tych kropkach maj¡ wystarczaj¡co du»o przestrzeni aby zaj¡¢ rozdzielone
lokacje (krystalizuj¡ Wignerowsko), tak »e energia wymiany b¦dzie zerowa lub maªa.
�adunek krystalizuje w postaci jednoelektronowych wysp czego skutkiem jest degene-
racja singlet-tryplet[9]. Z tego powodu trudno jest silnie sprz¡c spiny elektronów w
du»ych kropkach.

W realistycznym modelu podwójnych kropek kwantowych oddzielonych barier¡ po-
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Michaª Nowak 1 WST�P

Rysunek 3: Para planarnych, elektrostatycznych kropek kwantowych [10].

tencjaªu energia wymiany jest rz¦du 0.1 meV [12]. Optymizacja energii wymiany w
kropkach sprz¦»onych bocznie byªa przedmiotem wielu prac teoretycznych [6, 13, 14].

1.2 Samozorganizowane kropki kwantowe
Samozorganizowane kropki kwantowe powstaj¡ poprzez procedur¦ wzrostu Stranskiego-
Kastranova. Powstaj¡ gdy staªa sieci krystalicznej materiaªu podªo»a ró»ni si¦ od staªej
sieci materiaªu osadzanego na podªo»u. Po kilku warstwach krystalizuj¡cych ze staª¡
sieci podªo»a, nast¦puje desegregacja i powstaj¡ wyspy o regularnych ksztaªtach (Rys.
4) i podobnych rozmiarach. Ksztaªt i rozmiar wysp zale»y od ró»nicy staªych sieci, tem-
peratury w której nast¦puje wzrost i szybko±ci wzrostu. Kropki spontanicznie tworz¡
stosy rosn¡c jedna nad drug¡.

Rysunek 4: Samozorganizowana kropka kwantowa InGaAs/GaAs wg. Fry i inni, Phys.
Rev. Lett. 84, 733 (2000).
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Michaª Nowak 1 WST�P

W pracy tej rozwa»amy energi¦ wymiany w dwóch oraz trzech kropkach kwan-
towych pod wpªywem zewn¦trznego pola elektrycznego. W ukªadzie samozorgani-
zowanych kropek kwantowych bariera pomi¦dzy kropkami ustalana jest podczas pro-
cesu wzrostu. Jednak, jak zostanie pokazane poni»ej, istnieje mo»liwo±¢ sterowania
oddziaªywaniem wymiennym poprzez zewn¦trzne pole elektryczne przyªo»one równole-
gle do osi urz¡dzenia. Energie wymiany jakie uzyskujemy poni»ej s¡ kilka rz¦dów
wielko±ci wi¦ksze od tych uzyskiwanych dla kropek sprz¦»onych bocznie. Samozor-
ganizowane kropki s¡ atrakcyjne pod k¡tem operacji na spinach równie» ze wzgl¦du
na du»e odlegªo±ci pomi¦dzy jednoelektronowymi poziomami energetycznymi, które s¡
rz¦du dziesi¡tków meV. Jest to korzy±¢, poniewa» obroty pojedynczych spinów przez
promieniowanie mikrofalowe powinno pozostawi¢ przestrzenne stany nienaruszone, bez
wprowadzania domieszek stanów wzbudzonych.

Pionowo uªo»one samozorganizowane kropki kwantowe w zewn¦trznym polu elek-
trycznym s¡ tematem wielu bada« zarówno eksperymentalnych [16, 17] jak i teorety-
cznych [18, 19] prowadzonych w kontek±cie pomiarów fotoluminescencyjnych rekombi-
nacji ekscytonów. Trójwymiarowy model sprz¦»onych kropek kwantowych oraz metoda
mieszania kon�guracji dla diagonalizacji dwucz¡stkowego Hamiltonianu, która zostaªa
wykorzystana w tej pracy byªa wcze±niej wykorzystana [19] dla zbadania efektu Starka
w podwójnych kropkach. W eksperymentach dotycz¡cych fotoluminescencji linie spek-
tralne ukªadaj¡ si¦ w charakterystyczny ukªad odpycha« poziomów (antykrossingów),
który z jednej strony wynika z hybrydyzacji orbitali jednoelektronowych, a z drugiej
strony zwi¡zany jest z przenoszeniem cz¡stek pomi¦dzy kropkami [19]. Zachowanie
pary elektronów w zewn¦trznym polu elektrycznym, które opisywane jest w tej pracy,
mo»e by¢ tak»e rozumiane jako wynikaj¡ce z antykrossingów wyst¦puj¡cego osobno dla
stanów singletowych i trypletowych. Zastosowany model ze wzgl¦du na brak zaªo»onej
symetrii pozwoliª opisa¢ system kropek niewspóªosiowych oraz dla dowolnej orientacji
pola elektrycznego. Przedstawione b¦d¡ tak»e wyniki dla ukªadu trzech kropek kwan-
towych.

Oddziaªywanie wymiany w pionowych kon�guracjach kropek kwantowych byªo ba-
dane poprzednio [20] dla struktur dwóch póªprzewodnikowych studni kwantowych. W
tych podwójnych kropkach kwantowych potencjaª uwi¦zienia jest pochodzenia elek-
trostatycznego i ma niemal»e paraboliczny ksztaªt, który ró»ni si¦ od potencjaªu w
ksztaªcie studni znanego z samozorganizowanych kropek. Dla tego potencjaªu elek-
trostatycznego [20] pole elektryczne skierowane w pªaszczy¹nie kropki (które tak»e
jest rozwa»ane w tej pracy) jest nieistotne dla niskoenergetycznej cz¦±ci widma gdy»
przesuwa jedynie umiejscowienie minimum potencjaªu oscylatora harmonicznego. Co
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wi¦cej, w kropkach sprz¦»onych pionowo odlegªo±ci pomi¦dzy jednoelektronowymi po-
ziomami energetycznymi s¡ rz¦du 5 meV co jest warto±ci¡ okoªo 10 razy mniejsz¡ ni» dla
systemu rozwa»anego w tej pracy. Du»e odlegªo±ci pomi¦dzy jednoelektronowymi po-
ziomami energetycznymi, które otrzymujemy w samozorganizowanych kropkach kwan-
towych powoduj¡, »e zakaz Pauliego odgrywa du»o wi¦ksz¡ rol¦ ni» w przypadku
kropek sprz¦»onych pionowo z bocznym potencjaªem elektrostatycznym lub w krop-
kach sprz¦»onych bocznie. Dla wszystkich struktur prawdopodobie«stwo znalezienia
dwóch elektronów w tej samej kropce jest wi¦ksze dla stanu singletowego ni» dla stanu
trypletowego. Efekt ten mo»na wykorzysta¢ do optymalizacji (zwi¦kszenia) energii wy-
miany wprowadzaj¡c asymetri¦ do ukªadu dwóch kropek [6]. Dla samozorganizowanych
kropek w stanie trypletowym jest niemal niemo»liwe zaj¦cie tej samej kropki przez dwa
elektrony, przynajmniej w zakresie pól elektrycznych rozwa»onych poni»ej.

13
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2 Teoria

2.1 Potencjaª uwi¦zienia
Potencjaª uwi¦zienia dla pojedynczej kropki modelowany jest u»ywaj¡c modelu cylin-
drycznej studni potencjaªu o gª¦boko±ci V0, o promieniu R i wysoko±ci 2Z

W (r; X, ζ; V0) = −V0/




(
1 +

(x−X)2 + y2

R2

)10 (
1 +

(z − ζ)2

Z2

)10

 , (7)

�rodek kropki umiejscowiony jest w punkcie x = X, y = 0 i Z = ζ. Geometryczne
parametry pojedynczej kropki zaczerpni¦te zostaªy z eksperymentalnej pracy [16], w
której przeprowadzono manipulacje na elektronach i dziurach. Przyjmujemy wi¦c ±red-
nic¦ kropki 2R = 20 nm i wysoko±¢ 2Z = 4 nm. Gª¦boko±¢ studni potencjaªu przyj¦ta
zostaªa jako V0 = 508 meV co odpowiada kropce kwantowej wykonanej z In0.66Ga0.34As
[19] w otoczeniu GaAs (przyj¦to tak»e mas¦ efektywn¡ elektronu jako m = 0.037m0,
staª¡ dielektryczn¡ jako ε0 = 12.5). W kropce kwantowej o podanych parametrach po-
jedynczy elektron w stanie podstawowym posiada energi¦ -255 meV, to jest 253 meV
nad dnem studni. Pierwszy wzbudzony stan energetyczny w tym potencjale uwi¦zie-
nia jest zdegenerowanym stanem p (moment orbitalny ±h̄) o energii -187 meV. Tak
wi¦c, energia podstawowego wzbudzenia w tym potencjale wynosi ∆E = 68 meV (dla
dwuwymiarowej niesko«czonej studni potencjaªu o promieniu R = 10 nm uzyskano
wzbudzenie o energii ∆E = 92 meV). Odlegªo±ci pomi¦dzy poziomami s¡ du»o wi¦ksze
ni» energia wymiany. Dla pojedynczej kropki energia wymiany dla dwóch elektronów
w stanie podstawowym wynosi okoªo 23 meV. Dla ukªadu wielu kropek funkcje falowe
dla oddziaªuj¡cych elektronów s¡ skonstruowane gªównie z jednokropkowych funkcji fa-
lowych podstawowego poziomu energetycznego. Jednak»e w niniejszej pracy dwuelek-
tronowe stany wªasne diagonalizowane s¡ w bazie, która zawiera nie tylko orbitale p, ale
tak»e orbitale d (baza zawiera 8 zlokalizowanych stanów na kropk¦ co opisano poni»ej).

Potencjaª uwi¦zienia dla ukªadu kilku kropek kwantowych wzi¦ty jest jako suma
potencjaªów jednokropkowych. Rys. 5 pokazuje przekrój potencjaªu uwi¦zienia dla
y = 0 dla kropek kwantowych, których osie (przerywane pionowe linie) le»¡ w odlegªo±ci
s = 5 nm, z barier¡ pomi¦dzy kropkami o grubo±ci b = 6 nm (centra kropek le»¡ od
siebie w kierunku pionowym w odlegªo±ci 2Z + b). Przyj¦to, »e kropki s¡ identycznego
ksztaªtu oraz wielko±ci. Zró»nicowanie potencjaªu uwi¦zienia osi¡gane jest poprzez
zmian¦ gª¦boko±ci kropek. Zmiana gª¦boko±ci potencjaªu uwi¦zienia jest zawsze maªa
w porównaniu do gª¦boko±ci kropki. Na przykªad potencjaª prezentowany na 5 zostaª
przyj¦ty jako suma V (r) = W (r; 0, 10 nm , V0) + W (r; 5 nm , 0, V0 + dV ) z dV = 20

14



Michaª Nowak 2 TEORIA

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15
x [nm]

z 
[n

m
]

s

b

-500 meV

-400 meV

-300 meV

-200 meV

-100 meV

F>0
0

-5

5

10

15

(a)                        (b)

Rysunek 5: (a) Przekrój przez potencjaª uwi¦zienia ukªadu dwóch kropek kwantowych
wykonany dla pªaszczyzny y = 0. Przerywane pionowe linie pokazuj¡ centra kropek.
Szeroko±¢ bariery pomi¦dzy kropkami wynosi b = 6 nm, przesuni¦cie pomi¦dzy osiami
kropek wynosi s = 5 nm. Ni»sza kropka gª¦bsza jest o 20 meV. Gwiazdka oznacza
miejsce gdzie przyj¦to zero potencjaªu elektrycznego. Strzaªka wskazuje kierunek w
jakim dziaªa siªa elektryczna na elektrony dla warto±ci pola F > 0. (b) Schematyczny
rysunek rozmieszczenia pozycji centrów Gaussowskich w bazie wielocentrowej. Cztery
centra rozmieszczone s¡ na okr¦gu zlokalizowanym w pªaszczy¹nie w ±rodku ka»dej
kropki. Dwa centra zlokalizowane s¡ w ±rodku kropki, oraz jedno poni»ej i powy»ej
centrum w osi dla ka»dej kropki.

meV (ni»sza kropka na rysunku przyj¦ta jest jako gª¦bsza).

2.2 Obliczenia
Rozpatrujemy ukªad opisany poprzez równanie Schrödingera

HΨ(r1, r2) = EΨ(r1, r2). (8)

Hamiltonian ma nast¦puj¡c¡ posta¢

H = h1 + h2 +
e2

4πεε0|r12| + |e|F · (r2 + r1 − 2rx) , (9)

gdzie F jest wektorem pola elektrycznego, a rx jest punktem gdzie przyjmujemy zero
potencjaªu elektrycznego, h1 i h2 s¡ jednoelektronowymi operatorami energii, gdzie

h1(2) = − h̄2

2m∗∇2
1(2) + V (r1(2)). (10)
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rx przyjmujemy w pªaszczy¹nie przecinaj¡cej centrum dolnej kropki w poªowie odlegªo-
±ci pomi¦dzy osiami kropek (czerwona gwiazda na Rys. 5). Problem wªasny operatora
H rozwi¡zujemy korzystaj¡c z metody mieszania kon�guracji z wariacyjn¡ funkcj¡ fa-
low¡ utworzon¡ z symetryzowanych i antysymetryzowanych orbitali jednoelektronowych.

Ψ(r1, r2) =
∑

ij

cij (1± P12) fi (r1) fj (r2) , (11)

gdzie fi jest i-t¡ jednoelektronow¡ funkcj¡ falow¡, P12 jest operatorem zamiany cz¡stek.
Znak "+"brany jest dla singletu (symetrycznej przestrzennej cz¦±ci funkcji falowej), a
"−"dla trypletu (antysymetrycznej przestrzennej cz¦±ci funkcji falowej). Jednoelektro-
nowe funkcje falowe uzyskano metod¡ diagonalizacji hamiltonianu h1 w bazie funkcji
gaussowskich

fj(rp) =
∑

i

d
(j)
i exp

[
−αi

(
(x− xi)

2 + (y − yi)
2
)

−βi(z − zi)
2
]
, (12)

gdzie d
(j)
i s¡ liniowymi parametrami wariacyjnymi dla j-tej funkcji falowej, αi, βi s¡

nieliniowymi parametrami wariacyjnymi okre±laj¡cymi stopie« lokalizacji i-tego gau-
ssianu w punkcie (xi, yi, zi). Wykorzystano 8 centrów gaussowskich na kropk¦ [Rys.
5(b)]: dwa gaussiany zlokalizowane s¡ w centrach kropek, cztery poªo»one s¡ na okr¦-
gach wokóª osi kropki le»¡cych w poªowie jej gª¦boko±ci. Dwa dodatkowe centra gau-
ssowskie zlokalizowane s¡ symetrycznie na osi kropki. Precyzyjne poªo»enie centr, oraz
parametry wariacyjne dotycz¡ce ich lokalizacji uzyskiwane s¡ metod¡ minimalizacji
energii dla ukªadu jednoelektronowego bez pola elektrycznego. Minimalizowana jest
warto±¢ oczekiwana energii ukªadu. Zgodnie z twierdzeniem Rayleigh'a

〈f(r)|h1|f(r)〉
〈f(r)|f(r)〉 ≥ E0. (13)

Szukamy warto±ci minimum ilorazu Rayleigh'a po nieliniowym zbiorze parametrów A

korzystaj¡c z metody simpleksów

E = minA

[〈f(r)|h1|f(r)〉
〈f(r)|f(r)〉

]
. (14)

W poni»szej pracy przyj¦to obecno±¢ pola elektrycznego, jak i oddziaªywania elektron-
elektron tylko na etapie diagonalizacji dwu-elektronowego Hamiltonianu. Baza jed-
noelektronowa uzyskana F = 0 jest na tyle elastyczna aby opisa¢ efekt dziaªania na
elektrony pola elektrycznego w zakresie badanym w tej pracy (testy s¡ podane poni»ej).

Zapisuj¡c funkcj¦ falow¡ jako rozwini¦cie w bazie gaussowskiej, jednoelektronowe
równanie Schrödingera mo»emy zapisa¢ nast¦puj¡co

∑

i

hdifi = E
∑

i

difi. (15)
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Nast¦pnie mno»ymy obustronnie powy»sze równanie przez fj∀j i caªkujemy obydwie
strony równania po caªej przestrzeni, otrzymuj¡c

∑

i

di〈fj|h|fi〉 = E
∑

i

di〈fj|fi〉, (16)

gdzie hij = 〈fj|h|fi〉 jest elementem macierzowym hamiltonianu, a Sij = 〈fj|fi〉 jest
caªk¡ przekrywania funkcji falowych. Równanie mo»emy zapisa¢ w postaci macierzowej

hc = ESc. (17)

Powy»sze równanie wªasne rozwi¡zujemy metod¡ podwójnej diagonalizacji, wykorzys-
tuj¡c procedur¦ zheegv z biblioteki numerycznej lapack

Problem dwuelelektronowy

HΨ(r1, r2) = EΨ(r1, r2) (18)

rozwi¡zujemy analogicznie do problemu jednoelektronowego, z tym »e macierz przekry-
wania jest jednostkowa bo elementy bazowe (9) s¡ ortonormalne. Elementy macierzowe
hamiltonianu maj¡ posta¢

〈Ψi|H|Ψj〉 = (ε1 + ε2)δij +
e2

4πεε0

〈Ψi| 1

|r12| |Ψj〉+ |e|F · 〈Ψi| (r2 + r1 − 2rx) |Ψj〉. (19)

Co mo»emy zapisa¢ jako
Hc = Ec. (20)

Powy»sze równanie wªasne rozwi¡zujemy metod¡ diagonalizacji, wykorzystuj¡c proce-
dur¦ zheev.

Wyniki uzyskanie opisan¡ powy»ej metod¡ porównamy z wynikami uzyskanymi
metod¡ ró»nic sko«czonych. Uzyskano bardzo dobr¡ zgodno±¢. Wykorzystanie bazy
gaussowskiej do uzyskania jednoelektronowej funkcji falowej jest du»o wygodniejsze
dla dalszej diagonalizacji Hamiltonianu dwuelektronowego w porównaniu do funkcji
uzyskanych na siatce, ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ du»o szybszego caªkowania (które po
cz¦±ci jest wykonane analitycznie).

W dyskusji przedstawionej poni»ej poruszany b¦dzie problem caªkowitej parzys-
to±ci dwuelektronowej funkcji falowej. Jest to liczba kwantowa opisuj¡ca identyczne
kropki kwantowe, dla których Ψ(Ir1, Ir2) = ±Ψ(r1, r2), gdzie I jest operatorem in-
wersji wzgl¦dem ±rodka stosu. Funkcje niezmiennicze wzgl¦dem tej operacji b¦dziemy
nazywa¢ funkcjami parzystymi, funkcje zmieniaj¡ce znak natomiast nieparzystymi.

17



Michaª Nowak 3 WYNIKI

3 Wyniki

3.1 Stany jednoelektronowe
Rys. 6(a) pokazuje zale»no±¢ dwóch najni»szych poziomów energetycznych od pola
elektrycznego dla ukªadu dwóch kropek rozdzielonych barier¡ o grubo±ci b = 2, 4, 6 oraz
11 nm. Dla F = 0 stan podstawowy jest orbitalem wi¡»¡cym [niebieska krzywa na Rys.
6(b)], a pierwszy stan wzbudzony jest orbitalem antywi¡»¡cym [czerwona krzywa na
Rys. 6(b)]. Orbital wi¡»¡cy mo»e zosta¢ skonstruowany jako suma jednokropkowych
funkcji falowych

ψb =
1√
2

(ψ1 + ψ2) , (21)

gdzie ψ1 i ψ2 odpowiadaj¡ funkcjom falowym dla stanu podstawowego przyjmuj¡c,
»e obie s¡ rzeczywiste i nieujemne w »adnym punkcie [funkcje falowe przedstawione
na Rys. 6(d) s¡ niemal»e funkcjami jednokropkowymi]. Orbital antywi¡»¡cy skon-
struowany jest jako ró»nica jednokropkowych funkcji falowych

ψa =
1√
2

(ψ1 − ψ2) . (22)

Dla F > 0 pole elektryczne lokalizuje stan podstawowy (wzbudzony) w ni»szej
(wy»szej) kropce czego skutkiem jest redukcja sprz¦»enia tunelowego pomi¦dzy iden-
tycznymi kropkami. Zerwanie sprz¦»enia tunelowego wi¡»e si¦ z antykrossingiem tych
dwóch poziomów energetycznych [Rys. 6(a)]. Szeroko±¢ antykrossingu (najmniejsza
odlegªo±¢ pomi¦dzy poziomami energetycznymi) jest miar¡ siªy sprz¦»enia tunelowego
pomi¦dzy kropkami. Dla b = 2 nm odlegªo±¢ ta jest rz¦du 100 meV, podczas gdy dla
b = 11 odlegªo±¢ wynosi jedynie 0.74 meV. W silnym polu elektrycznym zarówno stan
podstawowy jak i pierwszy stan wzbudzony staje si¦ zlokalizowany w jednej z kropek
[Rys. 6(c,d)]. Poza obszarem antykrossingu jeden z poziomów energetycznych staje
si¦ niemal»e niezale»ny od F [Rys. 6(a)]. Ten stan jest zlokalizowany w dolnej kropce
gdzie przyj¦to zero potencjaªu elektrycznego. Dla F << 0 stanem zlokalizowanym w
dolnej kropce jest stan wzbudzony. Natomiast dla F >> 0 stanem zlokalizowanym w
tej kropce jest stan podstawowy [Rys. 6(d)].

Krzy»yki na Rysunku 6(a) pokazuj¡ poziomy energetyczne uzyskane metod¡ ró»nic
sko«czonych dla b = 4 nm. Wyniki te uzyskano na siatce 43 × 43 × 43 punktów
rozªo»onych w odlegªo±ci 1nm u»ywaj¡c techniki czasu urojonego [21]. Wida¢ bardzo
dobr¡ zgodno±¢ tych wyników z tymi uzyskanymi w metodzie korzystaj¡cej z bazy
wielocentrowej (zielone krzywe).
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Rysunek 6: (a) Dwa najni»sze poziomy energetyczne dla pojedynczego elektronu w
dwóch sprz¦»onych pionowo, identycznych, wspóªosiowych kropkach kwantowych. Pole
elektryczne przyªo»one jest zgodnie z kierunkiem wzrostu dla odlegªo±ci pomi¦dzy krop-
kami b = 2, 4, 6 oraz 11 nm. Krzy»ykami zaznaczono wyniki dla b = 4nm uzyskane
metod¡ ró»nic sko«czonych. Prawa cz¦±¢ rysunku pokazuje wi¡»¡ce i antywi¡»¡ce or-
bitale obliczone dla b = 6nm. Niebieskie krzywe reprezentuj¡ funkcje falowe dla stanu
podstawowego, czerwone dla pierwszego stanu wzbudzonego. Rysunki przedstawiaj¡
odpowiednio funkcje falowe uzyskane dla warto±ci pola elektrycznego F = 0, 12 oraz
100 kV/cm. Przerywane linie pokazuj¡ zera na wykresie funkcji falowych.

3.2 Stany dwuelektronowe w przypadku braku pola elektry-
cznego

Rysunek 7 przedstawia niskoenergetyczn¡ cz¦±¢ widma dla pary elektronów w fun-
kcji grubo±ci bariery pomi¦dzy kropkami. Krzywe kropkowane na Rys. 7 pokazuj¡
najni»sze poziomy energetyczne dla ukªadu nieoddziaªuj¡cych elektronów. Wszys-
tkie poziomy energetyczne dla nieoddziaªuj¡cego ukªadu zaprezentowane na wykresie
ulegaj¡ degeneracji dla du»ych b. Dla dowolnego b w przypadku braku oddziaªywa-
nia elektron-elektron funkcja falowa stanu podstawowego jest produktem jednoelek-
tronowych orbitali wi¡»¡cych

Ψ0(r1, r2) = ψb(r1)ψb(r2). (23)

Zast¦puj¡c zapis orbitali wi¡»¡cych orbitalami jednoelektronowymi otrzymujemy
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Rysunek 7: Najni»sze poziomy energetyczne dla ukªadu dwóch elektronów uwi¦zionych
w dwóch identycznych, wspóªosiowych kropkach kwantowych rozdzielonych barier¡ o
grubo±ci b. Czarne kropkowe linie prezentuj¡ wyniki dla nieoddziaªuj¡cych elektronów.
Stan podstawowy oraz drugi stan wzbudzony w przypadku nieoddziaªuj¡cego ukªadu
s¡ niezdegenerowanymi stanami singletowymi. Pierwszy stan wzbudzony jest zdege-
nerowany i zawiera stan singletowy oraz stan trypletowy. Krzywe ci¡gªe oraz prz-
erywana odpowiadaj¡ przypadkowi oddziaªuj¡cych elektronów. Krzywe ci¡gªe prezen-
tuj¡ energie stanów singletowych, krzywa przerywana natomiast odpowiada stanowi
trypletowemu. Wstawka na wykresie pokazuje energi¦ wymiany dla przypadku z od-
dziaªywaniem (krzywa ci¡gªa) oraz dla ukªadu nieoddziaªuj¡cych elektronów (krzywa
kropkowa).

wyra»enie

Ψ0(r1, r2) =
1

2
(ψ1(r1)ψ1(r2) + ψ2(r1)ψ2(r2)

+ ψ1(r1)ψ2(r2) + ψ2(r1)ψ1(r2)) . (24)

Funkcja falowa stanu podstawowego dla pary nieoddziaªuj¡cych elektronów dla
b = 6nm zaprezentowana jest na Rys. 8(b). Funkcja falowa z rysunku obliczona
jest wzdªu» osi ukªadu (x1 = y1 = x2 = y2 = 0) jako zale»no±¢ pionowych wspóªrz¦d-
nych cz¡stek. Funkcja posiada cztery maksima odpowiadaj¡ce lokalizacji elektronów w
centrum kropek. Dla nieoddziaªuj¡cego ukªadu prawdopodobie«stwo znalezienia elek-
tronów w tej samej kropce jest takie samo jak znalezienie ich w kropkach przeciwnych.
Jest to wynik, którego spodziewali±my si¦ ze wzgl¦du na brak oddziaªywania pomi¦dzy
cz¡stkami. Energia stanu podstawowego maleje wraz ze zmniejszaniem grubo±ci bariery
pomi¦dzy kropkami [Rys. 7].
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Kiedy odlegªo±¢ pomi¦dzy kropkami maleje energia orbitalu wi¡»¡cego maleje, a
energia orbitalu wi¡»¡cego ro±nie. W pierwszym stanie wzbudzonym jeden z elektronów
jest w stanie wi¡»¡cym, podczas gdy drugi zajmuje orbital antywi¡»¡cy. Suma energii
jednoelektronowych dla pierwszego stanu wzbudzonego jest praktycznie niezale»na od
b [Rys. 7] poniewa» zmiany energii orbitali wi¡»¡cego i antywi¡»¡cego praktycznie si¦
znosz¡. W przypadku braku oddziaªywania drugi stan wzbudzony jest zdegenerowany
ze wzgl¦du na spin pary elektronów. Funkcja falowa dla obu zdegenerowanych stanów
mo»e zosta¢ zapisana jako

Ψ(r1, r2) =
1√
2

(ψa(r1)ψb(r2)± ψa(r2)ψb(r1)) , (25)

gdzie ” + ” odpowiada singletowi, a −” trypletowi. Powy»sze funkcje falowe mog¡
zosta¢ zapisane w postaci kombinacji funkcji jednokropkowych:

Ψot(r1, r2) =
1√
2

(ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ1(r2)ψ2(r1)) , (26)

dla nieparzystego trypletu oraz

Ψos(r1, r2) =
1√
2

(ψ1(r1)ψ1(r2)− ψ2(r2)ψ2(r1)) , (27)

dla nieparzystego singletu.
Funkcja falowa dla trypletu przedstawiona jest na Rys. 8(f), a dla singletu na Rys.

8(j). Antysymetria przestrzennej funkcji falowej dla trypletu powoduje, »e funkcja
przyjmuje warto±ci niezerowe tylko na antydiagonali (z1 = −z2) wykresu. Pokazuje
to, »e dla kropek samozorganizowanych dwa elektrony w stanie trypletowym zajmuj¡
przeciwne kropki. Sama antysymetria funkcji falowej nie zabrania elektronom w stanie
trypletowym przebywa¢ w tej samej kropce. Elektrony mog¡ przebywa¢ w jednej kropce
tylko wtedy, kiedy zajmuj¡ ró»ne poziomy jednoelektronowe (np. podstawowy i pier-
wszy wzbudzony). Mimo braku zakazu, takiej lokalizacji elektronów w tryplecie nie
widzimy na Rys. 8(f). Spowodowane jest to du»¡ odlegªo±ci¡ pomi¦dzy energiami
stanu podstawowego i pierwszego stanu wzbudzonego dla pojedynczej samozorgani-
zowanej kropki kwantowej. Dla kropek planarnych prawdopodobie«stwo znalezienia
dwóch elektronów w tej samej kropce jest mniejsze ni» w stanie podstawowym ale nie
jest zerowe [6]. Z drugiej strony dla wzbudzonego singletu (trzeciego poziomu ener-
getycznego) niezerowe warto±ci funkcji falowej znajduj¡ si¦ tylko na diagonali wykresu
(z1 = z2). W tym przypadku oba elektrony zajmuj¡ t¡ sam¡ kropk¦.

Obie funkcje falowe � nieparzystego trypletu i nieparzystego singletu zmieniaj¡
znak przy zamianie wspóªrz¦dnych elektronów wzgl¦dem ±rodka ukªadu (z1, z2) = (5, 5)

nm. Stan trypletowy jest antysymetryczny wzgl¦dem inwersji wzgl¦dem linii z1 = z2,
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Rysunek 8: Konturowe wykresy funkcji falowych dla dwóch elektronów w ukªadzie pio-
nowo sprz¦»onych identycznych kropek kwantowych rozdzielonych barier¡ o grubo±ci
b = 2, 6 oraz 11 nm w przypadku braku pola elektrycznego (F = 0). Wyniki s¡
prezentowane w pªaszczy¹nie z1, z2 dla y1 = x1 = y2 = x2 = 0. Druga kolumna przed-
stawia wyniki dla grubo±ci bariery b = 6 nm w przypadku zaniedbania oddziaªywania
elektron-elektron. Przerywan¡ lini¡ zaznaczono zera funkcji falowych. Wykresy (a-d)
prezentuj¡ stan podstawowy (parzysty stan singletowy), (e-h) pierwszy stan wzbud-
zony (nieparzysty stan trypletowy), (i-l) drugi stan wzbudzony (nieparzysty stan sin-
gletowy), (m-p) trzeci stan wzbudzony (parzysty stan singletowy).

co odpowiada operacji zamiany cz¡stek [Rys. 8(f)]. Na wykresie stanu singletowego
widzimy, »e funkcja falowa pozostaje niezmienna wzgl¦dem tej operacji [Rys. 8(j)] �
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jest wi¦c symetryczna.
W drugim stanie wzbudzonym dla ukªadu nieoddziaªuj¡cej pary oba elektrony zna-

jduj¡ si¦ w orbitalach antywi¡»¡cych. Ten stan jest parzystym stanem singletowym �
posiada tak¡ sam¡ symetri¦ jak stan podstawowy. Funkcj¦ falow¡ mo»emy zapisa¢ w
postaci

Ψ3(r1, r2) = ψa(r1)ψa(r2), (28)

lub w postaci kombinacji funkcji jednokropkowych

Ψ3(r1, r2) =
1

2
(ψ1(r1)ψ1(r2) + ψ2(r1)ψ2(r2)

− ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ2(r1)ψ1(r2)) . (29)

Podobnie jak dla stanu podstawowego prawdopodobie«stwa znalezienia elektronów w
tej samej lub przeciwnej kropce s¡ jednakowe [Rys. 8(n)].

Zajmijmy si¦ teraz ukªadem z oddziaªuj¡cymi elektronami. Grube, ci¡gªe i przery-
wana krzywa na Rys. 7 prezentuj¡ odpowiednio poziomy energetyczne dla stanów sin-
gletowych i stanu trypletowego. Trzecia kolumna wykresów na Rys 8(c,g,k,o) pokazuje
funkcje falowe dla ukªadu oddziaªuj¡cego dla grubo±ci bariery b = 6 nm. Kolumn¦ t¡
nale»y porówna¢ z kolumn¡ drug¡ [Rys. 8(b,f,j,n)] (przygotowan¡ z pomini¦ciem od-
dziaªywania elektron-elektron), która zostaªa omówiona powy»ej. Porównuj¡c wykresy,
dostrzegamy zale»no±¢ pomi¦dzy parami funkcji dla wª¡czonego i wyª¡czonego oddzia-
ªywania [Rys. 8(b) i (c), (f) i (g), (j) i (k), (n) oraz (o)]. W przypadku, kiedy uwzgl¦d-
niamy oddziaªywanie dla stanu podstawowego [Rys. 8(c)] dwa maksima funkcji falowej
le»¡cej na antydiagonali wykresu � odpowiadaj¡ce rozseparowanym elektronom � rosn¡
kosztem maksimów le»¡cych na diagonali wykresu. Oddziaªywanie pomi¦dzy elektron-
ami redukuje sprz¦»enie tunelowe, rozdzielaj¡c elektrony do osobnych kropek.

Oddziaªywanie ma jedynie nieznaczny wpªyw na funkcje falowe dla najni»szego try-
pletu oraz pierwszego wzbudzonego singletu [Rys. 8(f,g) oraz (j,k)]. Oddziaªywanie nie
wpªywa na funkcje falowe tych stanów ze wzgl¦du na to, »e w niskoenergetycznej cz¦±ci
widma tworzonej przez jednoelektronowe funkcje falowe Ψ1 oraz Ψ2 nie ma ju» wi¦cej
kombinacji maj¡cych wymagan¡ symetri¦. Oddziaªywanie pomi¦dzy elektronami znosi
degeneracj¦ nieparzystego singletu i nieparzystego trypletu. W symulacji uwzgl¦dnia-
j¡cej oddziaªywanie tryplet staje si¦ pierwszym stanem wzbudzonym [Rys. 7].

W przeciwie«stwie do nieparzystych stanów energetycznych oddziaªywanie znacz¡co
zmienia funkcje falowe stanów parzystych: stanu podstawowego oraz trzeciego stanu
wzbudzonego. Oba te stany s¡ stanami singletowymi wi¦c mieszanie tych stanów przez
oddziaªywanie nie zaburza ani przestrzennej ani na spinowej symetrii. W funkcji falowej
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trzeciego wzbudzonego stanu energetycznego [pierwszego parzystego stanu singletowego
� Rys. 8(o)] zauwa»amy przeciwn¡ tendencj¦ rozmieszczenia elektronów porównuj¡c
do stanu podstawowego. Prawdopodobie«stwo znalezienia elektronów b¦d¡cych w tym
stanie w jednej kropce jest znacznie wi¦ksze. Jest to konsekwencj¡ ortogonalno±ci
tego stanu do stanu podstawowego posiadaj¡cego tak¡ sam¡ symetri¦ przestrzenn¡ i
spinow¡. Reakcja tych stanów na oddziaªywanie jest w rzeczywisto±ci powodowana
mieszaniem funkcji falowych nieoddziaªuj¡cych elektronów Ψ0 oraz Ψ3 powodowanym
przez oddziaªywanie. Stopie« z jakim stany Ψ0 i Ψ3 s¡ mieszane przez oddziaªywanie
zale»y od siªy sprz¦»enia tunelowego (ró»nicy jednoelektronowych wi¡»¡cych i anty-
wi¡»¡cych poziomów energetycznych) oraz energii oddziaªywania elektron-elektron.
Dla b = 6 nm energia oddziaªywania (w stanie podstawowym równa ' 13.7 meV)
jest porównywalna z odlegªo±ci¡ poziomów energetycznych orbitalu wi¡»¡cego i anty-
wi¡»¡cego (' 9.1 meV). Funkcje falowe dla oddziaªuj¡cej pary elektronów przy sze-
roko±ci bariery b = 3 nm prezentowane s¡ na Rys. 8 (a,e,i,m). Dla b = 3 nm ener-
gia oddziaªywania oraz ró»nica energii stanu wi¡»¡cego oraz antywi¡»¡cego wynosz¡
odpowiednio ' 16.7 oraz ' 47.9 meV dla stanu podstawowego. Ze wzgl¦du na bardzo
du»¡ siª¦ sprz¦»enia tunelowego funkcje falowe dla takiej szeroko±ci bariery s¡ niez-
nacznie mody�kowane przez oddziaªywanie. Na Rys. 8(a) widzimy, »e maksima na
antydiagonali s¡ jedynie nieznacznie wy»sze ni» maksima na diagonali. Analogiczna
sytuacja wyst¦puje dla trzeciego stanu wzbudzonego [Rys. 8(m)].

Funkcje falowe w ukªadzie sªabo sprz¦»onych kropek (w tym przypadku b = 11 nm)
zaprezentowane s¡ w ostatniej kolumnie Rys. 8. W stanie podstawowym funkcja falowa
przyjmuje jedynie dwa resztkowe maksima na diagonali [Rys. 8(d)]. Funkcja falowa
stanu podstawowego w przypadku bardzo sªabego oddziaªywania pomi¦dzy elektronami
mo»e zosta¢ zapisana jako

Ψ =
1√
2

(Ψ0 −Ψ3) =
1√
2

(ψ1(r1)ψ2(r2) + ψ1(r1)ψ2(r2)) , (30)

podczas gdy funkcja falowa parzystego singletu

Ψ =
1√
2

(Ψ0 + Ψ3) =
1√
2

(ψ1(r1)ψ1(r2) + ψ2(r1)ψ2(r2)) . (31)

W stanie opisanym funkcj¡ (30) oba elektrony zajmuj¡ ró»ne kropki, podczas gdy w
stanie opisywanym funkcj¡ falow¡ (31) oba elektrony znajduj¡ si¦ w tej samej kropce
[numeryczne wyniki prezentowane na Rys. 8(p) oddaj¡ t¡ zale»no±¢ � przestrzenie o
jednakowym, du»ym nasyceniu koloru powodowane s¡ przyj¦t¡ skal¡ warto±ci funkcji
falowych � w rzeczywisto±ci du»o mniejszym ni» kolor niebieski].

Nale»y zauwa»y¢, »e dla sªabego sprz¦»enia kropek g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa
dla stanu podstawowego [najni»szy singlet � Rys. 8(d)] osi¡ga niemal»e takie same
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warto±ci jak dla pierwszego stanu wzbudzonego [najni»szy tryplet � Rys. 8(h)]. Kon-
sekwencj¡ tego faktu jest degeneracja energii tych stanów dla du»ych warto±ci b [Rys.
7]. Dwa wzbudzone stany singletowe � stan nieparzysty [Rys. 8(h)] i stan parzysty [Rys.
8(p)] tak»e realizuj¡ taki sam rozkªad g¦sto±ci prawdopodobie«stwa, a odpowiada-
j¡ce im poziomy energetyczne staj¡ si¦ zdegenerowane w miar¦ sªabni¦cia sprz¦»enia
pomi¦dzy kropkami dla du»ych warto±ci b [Rys. 8]. Nale»y tak»e zauwa»y¢, »e energia
zdegenerowanego stanu podstawowego maleje wraz z b, podczas gdy energia zdegen-
erowanego stanu wzbudzonego dla wi¦kszych b jest niezale»na od grubo±ci bariery. Jest
to spowodowane tym, »e dla zdegenerowanego stanu wzbudzonego, oba elektrony za-
jmuj¡ t¡ sam¡ kropk¦, wi¦c odlegªo±¢ do drugiej (pustej) kropki jest bez znaczenia.
Dla elektronów zajmuj¡cych przeciwne kropki (zdegenerowany stan podstawowy) en-
ergia maleje wraz ze wzrostem b, poniewa» oddziaªywanie elektron-elektron sªabnie na
skutek zwi¦kszaj¡cej si¦ grubo±ci bariery (a wi¦c odlegªo±ci pomi¦dzy elektronami).
W granicznym przypadku niesko«czonej warto±ci b energia stanu podstawowego dla
oddziaªuj¡cych elektronów osi¡ga warto±¢ energii stanu podstawowego ukªadu bez od-
dziaªywania.

Wstawka do Rys. 7 pokazuje energi¦ wymiany (obliczon¡ jako ró»nica pomi¦dzy en-
ergi¡ najni»szego trypletu a energi¡ najni»szego singletu) w funkcji b dla ukªadu oddzi-
aªuj¡cych (ci¡gªa linia) oraz nieoddziaªuj¡cych (linia przerywana) elektronów. Energia
wymiany d¡»y do zera kiedy elektrony zostaj¡ rozseparowane do ró»nych kropek. Zgod-
nie z dyskusj¡ przedstawion¡ powy»ej, przy braku tunelowania o energii danego stanu
decyduje rozkªad elektronów, a nie symetria przestrzenna funkcji falowych. W obu
stanach, najni»szym singlecie i najni»szym tryplecie oddziaªywanie zwi¦ksza stopie«
separacji elektronów. Jest to powodem wi¦kszej warto±ci wymiany dla du»ych warto±ci
b dla ukªadu oddziaªuj¡cego. Dla maªych warto±ci grubo±ci bariery b gªównym czyn-
nikiem wpªywaj¡cym na energi¦ wymiany jest stopie« sprz¦»enia tunelowego pomi¦dzy
kropkami. W tym przypadku oddziaªywanie pomi¦dzy elektronami ma pomijalnie maªy
wpªyw na energi¦ wymiany.

3.3 Energia wymiany dla pola elektrycznego zorientowanego
pionowo dla identycznych, wspóªosiowych kropek kwan-
towych

Rys. 9 prezentuje funkcje falowe czterech najni»szych poziomów energetycznych dla
pola elektrycznego przyªo»onego równolegle do osi kropek dla b = 6 nm [odpowied-
nie funkcje falowe w przypadku braku pola elektrycznego prezentowane s¡ na Rys.
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Rysunek 9: Wykres analogiczny jak dla Rys. 8 dla b = 6 nm dla dwóch warto±ci pola
elektrycznego.

8(c,g,k,o)]. Poziomy energetyczne odpowiadaj¡ce tym funkcjom falowym pokazane
s¡ na Rys. 10(b). W stanie podstawowym ju» dla F = −12 kV/cm prawdopodo-
bie«stwo znalezienia obu elektronów w dolnej kropce jest niemal»e zerowe [porównanie
wykresów z Rys. 9(b) z Rys. 8(c) dla F = 0]. Dla wi¦kszych pól elektrycznych o
warto±ci F = −50 kV/cm [Rys. 9(a)] w stanie podstawowym oba elektrony zostaj¡
zlokalizowane w górnej kropce. Dla F >> 0 w stanie podstawowym oba elektrony
zajmuj¡ ni»sz¡ kropk¦, gdzie potencjaª pola elektrycznego ma warto±¢ zero. Z tego
powodu obserwujemy brak zale»no±ci energii od F dla dodatnich warto±ci pola. Dla
stanu podstawowego oraz warto±ci F << 0 obserwujemy liniowy spadek energii tego
stanu wraz ze zmniejszaniem F [Rys. 10(b)]

Energia najni»szego stanu trypletowego jest liniowo zale»na od F po obu stronach
F = 0 [czerwona przerywana krzywa na Rys. 10(b)]. Dla ujemnych warto±ci F nachyle-
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Rysunek 10: (a-c) cztery najni»sze stany energetyczne dla sprz¦»onej pary elektronów
dla identycznych, symetrycznie uªo»onych kropek kwantowych rozdzielonych barier¡
o grubo±ci b = 2 nm, b = 6 nm oraz b = 11 dla pola elektrycznego zorientowanego
zgodnie z osi¡ wzrostu kropek. Dodatnie pole przesuwa elektrony w gór¦/dóª. Ci¡gªe
niebieskie krzywe reprezentuj¡ energie stanów singletowych. Czerwone krzywe prz-
erywane odpowiadaj¡ energiom stanów trypletowych. Rys. (d) prezentuje energi¦ wy-
miany w funkcji pola elektrycznego dla b = 2 nm (krzywa niebieska), b = 6 nm (krzywa
czerwona) oraz b = 11 nm (krzywa czarna). Wstawka pokazuje energi¦ wymiany dla
b = 11 nm dla warto±ci pola elektrycznego bliskich zeru.

nie krzywej jest dwa razy mniejsze ni» dla stanu podstawowego. Powodem tego jest
to, »e dla wi¦kszych warto±ci |F | jeden z elektronów zostaje zlokalizowany w ni»szej
kropce, w której potencjaª pola elektrycznego ustalony jest na zero, zale»no±¢ od F

pochodzi wi¦c jedynie od drugiego elektronu pozostaj¡cego w wy»szej kropce [Rys.
9(c,e)]. Nale»y zauwa»y¢, »e podobn¡ zale»no±¢ obserwujemy dla pierwszego wzbud-
zonego singletu poza obszarem maªych warto±ci F . W drugim wzbudzonym singlecie
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oba elektrony zajmuj¡ kropk¦ gdzie potencjaª elektryczny jest najwi¦kszy [Rys. 9(g,h)].
Z teorii rachunku zaburze« wiemy, »e liniowa zale»no±¢ energii od zaburzenia osi¡-

gana jest wtedy, kiedy funkcje falowe nie s¡ mody�kowane przez zaburzenie. Krzywizna
(przyjmowanie przez drug¡ pochodn¡ niezerowych warto±ci) poziomów energetycznych
zale»na od F , obserwowana jest tylko wtedy, kiedy pole elektryczne wpªywa na dys-
trybucj¦ elektronów. Na Rys. 10(b) obserwujemy, »e energia najni»szego trypletu
zale»y liniowo od F w caªym zakresie zmienno±ci F prezentowym na wykresie na Rys.
10(b) poza obszarem bliskim F = 0. Funkcja falowa tego stanu nie reaguje na pole
elektryczne [Rys. 9(c,d), a tak»e Rys. 8(k)] ze wzgl¦du na to, i» transfer elektronów
pomi¦dzy kropkami zabroniony jest przez zakaz Pauliego.

Na Rys. 10(b) mo»emy zaobserwowa¢, »e energie stanów singletowych wykazuj¡
nieliniow¡ zale»no±¢ od F dla sªabych pól elektrycznych. Pole elektryczne prowadzi do
antykrossingu tych trzech poziomów energetycznych, mieszania odpowiadaj¡cych im
funkcji falowych, oraz transferu ªadunku pomi¦dzy dwoma kropkami. Dla najni»szego
trypletu nie zaobserwowano antykrossingu. W niskoenergetycznej cz¦±ci widma na-
jni»szy tryplet nie ma »adnego innego stanu o takiej samej symetrii spinowej z którym
mógªby si¦ miesza¢, st¡d jego liniowa zale»no±¢ od F .

Dla bariery o grubo±ci b = 11 nm odlegªo±ci poziomów energetycznych w an-
tykrosinngu s¡ tak niewielkie, »e w przypadku skali energii prezentowanej na Rys.
10(c) poziomy energetyczne wydaj¡ si¦ przecina¢ [Rys. 10(c) w porównaniu z Rys.
10(b) dla b = 6 nm]. Energia wymiany dla b = 2, 6 oraz 11 nm zaprezentowana jest na
Rys. 10(d) w funkcji pola elektrycznego. Dla b = 11 nm energia wymiany jest prak-
tycznie zerowa dla zakresu F ∈ (−10, 10) kV/cm (wstawka na Rys. 10(d)). Energia
zaczyna rosn¡¢ liniowo wraz z F , od momentu kiedy wyst¦puje najwi¦ksze zbli»enie
singletowych poziomów energetycznych na Rys. 10(b). Liniowy wzrost nast¦puje kiedy
w najni»szym stanie singletowym oba elektrony zajmuj¡ t¡ sam¡ kropk¦, podczas gdy
w najni»szym tryplecie zajmuj¡ one przeciwne kropki. Dla b = 6 nm energia wymiany
jest gªadk¡ funkcj¡ pola elektrycznego F . Minimum energii wymiany wyst¦puje dla
F = 0. Trypletowy stan nie reaguje na przyªo»one pole elektryczne. Z drugiej strony
elektrony w stanie singletowym zaczynaj¡ zajmowa¢ gª¦bsz¡ kropk¦. W konsekwencji,
kiedy przykªadamy pole elektryczne stan singletowy obni»a swoj¡ energi¦ w stosunku
do stanu trypletowego, czego skutkiem jest minimum energii wymiany dla F = 0.
Podobne minimum obserwujemy dla mocno sprz¦»onych kropek [krzywa dla b = 2 nm
na Rys. 10(d)]. Minimum to jest znacznie pªytsze, ze wzgl¦du na to, »e reakcja stanu
singletowego na pole jest zmniejszana przez silne sprz¦»enie tunelowe. W zakresie pól
elektrycznych rozpatrywanych w tej pracy ukªad kropek o barierze o szeroko±ci b = 2
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nm jest w praktyce pojedyncz¡ wn¦k¡ potencjaªu.

3.4 Energia wymiany dla pola elektrycznego zorientowanego
pionowo � wpªyw niewspóªosiowego uªo»enia i ró»nej gª¦-
boko±ci kropek

Rozpatrzmy teraz ukªad, w którym odlegªo±¢ pomi¦dzy osiami kropek s jest niezerowa,
oraz przypadek nieidentycznych kropek (zmieniana jest gª¦boko±¢ górnej kropki).

Rys. 11 przedstawia konturowe wykresy funkcji falowych czterech najni»szych po-
ziomów energetycznych dla ukªadu dwóch sprz¦»onych pionowo kropek kwantowych w
ukªadzie, gdzie wy»sza kropka gª¦bsza jest o ∆V = 30 meV dla pionowo zorientowanego
pola elektrycznego o trzech warto±ciach. W stanie podstawowym [Rys. 11(a-c)] dla
warto±ci pola F = 0 maksimum globalne na wykresie odpowiada sytuacji, kiedy oba
elektrony zajmuj¡ gª¦bsz¡ kropk¦ (obserwujemy tak»e dwa maªe maksima odpowiada-
j¡ce obsadzeniu � jeden elektron w dolnej � drugi w górnej kropce). W pierwszym
wzbudzonym poziomie energetycznym (najni»szym tryplecie) [Rys. 11(d-f)] elektrony
rozdzielone s¡ w ró»nych kropkach ze wzgl¦du na zakaz Pauliego. Skutkiem takiej
kon�guracji jest wzrost energii wymiany dla F = 0 w porównaniu do ukªadu identy-
cznych kropek [Rys. 12]. Efekt ten jest redukowany przez dodatnie warto±ci F . Pole
elektryczne kompensuje asymetri¦ w gª¦boko±ci kropek. W stanie singletowym równe
obsadzenie obu kropek osi¡gane jest dla warto±ci pola bliskich F = 22 kV/cm [Rys.
11(b)], dla której obserwujemy minimum energii wymiany.
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Rysunek 11: Konturowe wykresy funkcji falowych dla dwóch elektronów w ukªadzie pio-
nowo sprz¦»onych wspóªosiowych kropek kwantowych rozdzielonych barier¡ o grubo±ci
b = 6 w przypadku kiedy górna kropka gª¦bsza jest o ∆V = 30 meV dla pionowo skie-
rowanego zewn¦trznego pola elektrycznego. Wyniki s¡ prezentowane s¡ analogicznie
do Rys. 8.

Rys. 12 pokazuje wpªyw niewspóªosiowego rozmieszczenia kropek, przypadku kiedy
kropki maj¡ ró»n¡ gª¦boko±¢ na energi¦ wymiany w funkcji pola elektrycznego skie-
rowanego pionowo. Czerwona przerywana krzywa zostaªa uzyskana dla identycznych
kropek, których osie przesuni¦te s¡ wobec siebie o s = 3 nm wzdªu» osi x. Takie
rozmieszczenie kropek skutkuje zmniejszeniem sprz¦»enia tunelowego, czego z kolei
skutkiem jest zmniejszenie energii wymiany w porównaniu do kropek, których centra
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Rysunek 12: Energia wymiany dla pary elektronów w ukªadzie dwóch kropek kwan-
towych z barier¡ o szeroko±ci b = 6 nm w zewn¦trznym polu elektrycznym skierowanym
pionowo. Ci¡gªa czarna krzywa reprezentuje przypadek kropek wspóªosiowych (s = 0).
Przerywana niebieska krzywa pokazuje wyniki dla ukªadu w którym osie kropek odlegªe
s¡ o s = 3 nm. Kropkowana krzywa odpowiada wynikom dla ukªadu kropek le»¡cych
w osi, z doln¡ kropk¡ gª¦bsz¡ o 30 meV.

le»¡ w jednej osi (czarna krzywa na Rys. 12).
Niebieska kropkowa krzywa na Rys. 12 reprezentuje energi¦ wymiany dla ukªadu

nieidentycznych wspóªosiowych kropek. Wy»sza kropka jest gª¦bsza o 30 meV. Jak
zostaªo wyja±nione w dyskusji powy»ej, w przypadku braku pola elektrycznego, ró»na
gª¦boko±¢ kropek skutkuje zwi¦kszeniem energii wymiany w porównaniu do ukªadu
identycznych kropek.

3.5 Najni»szy stan singletowy i trypletowy pod wpªywem pola
elektrycznego prostopadªego do osi wzrostu

Tak dªugo, jak pole elektryczne przykªadane jest w kierunku pionowym (kierunku
wzrostu kropek), efektem nieosiowego uªo»enia kropek jest jedynie osªabienie sprz¦»e-
nia tunelowego pomi¦dzy kropkami. Tylko w przypadku przyªo»enia pola skierowanego
prostopadle do osi kropek pole ma znacz¡cy wpªyw na poziomy energetyczne ukªadu.
Na Rys. 13 pokazano energie poziomu podstawowego i pierwszego wzbudzonego po-
ziomu energetycznego dla identycznych kropek, których osie le»¡ w odlegªo±ci s = 5 nm
w kierunku x. Do ukªadu przyªo»ono sªabe pole elektryczne o warto±ci F = 20 kV/cm,
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Rysunek 13: Ci¡gªe krzywe prezentuj¡ energie stanu podstawowego oraz pierwszego
stanu wzbudzonego dla pojedynczego elektronu w ukªadzie dwóch kropek kwantowych
z barier¡ o grubo±ci b = 6 nm, których osie rozsuni¦to o s = 5 nm w funkcji
kierunku wektora pola elektrycznego o warto±ci F = 20 kV/cm skierowanego prostopa-
dle do kierunku wzrostu kropek. Dla φ = π/2 pole jest skierowane równolegle, a dla
φ = 3π/2 antyrównolegªe do osi x (kierunku przesuni¦cia osi kropek) [wstawka]. Prz-
erywana krzywa pokazuje ±redni¡ arytmetyczn¡ tych dwóch poziomów energetycznych.
Krzy»yki pokazuj¡ wyniki uzyskane metod¡ ró»nic sko«czonych.

które jest obracane w pªaszczy¹nie (x, y). Wektor pola elektrycznego okre±lany jest jako
F = F (sin(φ), cos(φ), 0). Dla wspóªosiowego uªo»enia kropek (s = 0) obracanie pola
elektrycznego nie ma praktycznie »adnego wpªywu na widmo energetyczne. Na Rys.
13 widzimy, »e energia poziomu podstawowego jest minimalna w przypadku pola skie-
rowanego wzdªu» osi x � kierunku w którym przesuni¦te s¡ osie kropek. Funkcja falowa
stanu podstawowego staje si¦ zlokalizowana w kropce, której potencjaª zostaje obni»ony
przez pole elektryczne. Oscylacje energii pierwszego stanu wzbudzonego wraz z φ s¡ w
antyfazie z oscylacjami energii stanu podstawowego. Podczas gdy funkcja falowa stanu
podstawowego lokalizuje si¦ w gª¦bszej kropce, funkcja falowa pierwszego stanu wzbud-
zonego zajmuje pªytsz¡ kropk¦ ze wzgl¦du na wymóg ortogonalno±ci. Nale»y zauwa»y¢
tak»e, »e ±rednia arytmetyczna energii tych dwóch poziomów jest staªa i niezale»na
od kierunku pola elektrycznego (przerywana krzywa na Rys. 13). Krzywe przedstaw-
ione na Rys. 13 zostaªy uzyskane w bazie gaussowskiej podczas gdy krzy»yki na Rys.
13 pokazuj¡ energie uzyskane metod¡ ró»nic sko«czonych. Obie metody pozwalaj¡
uzyska¢ bardzo zbli»one wyniki. W bazie gaussowskiej zastosowano cztery centra,
uªo»one w krzy» w pªaszczy¹nie (x, y). Ilo±¢ ta mogªaby wydawa¢ si¦ zbyt maªa, jed-
nak w wynikach przedstawionych na Rys. 15 nie obserwujemy ziarnisto±ci bazy, która
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mogªaby wynika¢ ze zbyt maªej ilo±ci centr.
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Rysunek 14: (a) Ci¡gªe niebieskie oraz przerywane czerwone krzywe prezentuj¡ cztery
najni»sze dwuelektronowe poziomy energetyczne pary elektronów w funkcji orientacji
sªabego (F = 20 kV/cm) pola elektrycznego w pªaszczy¹nie (x, y). Osie identycznych
kropek rozdzielonych barier¡ o grubo±ci b = 6 nm le»¡ w odlegªo±ci s = 5 nm. Warto±ci
energii zaznaczono na lewej osi. Szara krzywa pokazuje energi¦ wymiany, a jej warto±ci
naniesiono na prawej osi. Rysunek (b) pokazuje wyniki analogiczne do (a) jednak dla
przypadku gdzie dolna kropka jest gª¦bsza o 20 meV. Dla φ = 3π/2 pole elektryczne
powoduje spychanie elektronów do dolnej kropki. W obu przypadkach energia wy-
miany wzi¦ta jest jako ró»nica pomi¦dzy energiami prezentowanymi przez najni»sz¡
przerywan¡ a najni»sz¡ ci¡gª¡ krzyw¡.

Na Rys. 14(a) zaprezentowano energie trzech najni»szych stanów singletowych
(ci¡gªe niebieskie krzywe) oraz energi¦ najni»szego stanu trypletowego (czerwona prz-
erywana krzywa) dla pary elektronów uwi¦zionych w dwóch pionowo sprz¦»onych krop-
kach, tak jak to zostaªo opisane na Rys. 13. Widzimy, »e dla niezerowych warto±ci
s energia stanu podstawowego jest minimalna dla pola elektrycznego równolegªego do
osi x, tj. kiedy pole skierowane jest w kierunku, w którym przesuni¦te s¡ osie kropek.
Energia stanu podstawowego osi¡ga maksima kiedy pole elektryczne skierowane jest
prostopadle do kierunku przesuni¦cia osi kropek. Ewolucja dwuelektronowego stanu
podstawowego zachowuje si¦ zgodnie z tendencj¡ wyznaczon¡ przez ewolucj¦ energii
jednoelektronowego stanu podstawowego [Rys. 13].

Rys. 15 pokazuje g¦sto±¢ ªadunku w stanie najni»szego singletu [wykresy (a,b)]
oraz najni»szego trypletu [wykresy (c,d)] dla pola elektrycznego skierowanego wzdªu»
kierunku y (lewe wykresy) oraz wzdªu» osi x (prawe wykresy). Dla pola elektrycznego
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Rysunek 15: G¦sto±¢ ªadunku dla stanu podstawowego (a,b) [najni»szy singlet] oraz dla
pierwszego stanu wzbudzonego (c,d) [najni»szy tryplet] dla dwóch identycznych kropek
o osiach le»¡cych w odlegªo±ci s = 5 nm w kierunku x w sªabym polu elektrycznym o
warto±ci 30 kV/cm skierowanym w pªaszczy¹nie (x, y). Na Rys. (a,c) pole skierowane
jest prostopadle do osi x. Na Rys. (b,d) siªa elektryczna dziaªaj¡ca na elektrony
skierowana jest w lewo (strzaªka na rysunku).

skierowanego wzdªu» osi y [Rys. 14(a,c)] zarówno w stanie trypletowym jak i single-
towym ka»da z kropek zawiera jeden elektron. Kiedy pole zostaje skierowane wzdªu»
osi x [Rys. 14(b,d)] w stanie singletowym pole elektryczne przenosi ªadunek do dol-
nej kropki co powoduje spadek energii stanu podstawowego. W stanie trypletowym
obserwujemy, »e pole elektryczne nie ma wpªywu na transfer ªadunków mi¦dzy krop-
kami. Transfer w tym stanie uniemo»liwiony jest przez zakaz Pauliego. Konsekwencj¡
tego, jest brak zale»no±ci energii pierwszego wzbudzonego stanu od tak skierowanego
pola elektrycznego [Rys. 14(a)]. Fakt ten mo»na tak»e wyja±ni¢ bior¡c pod uwag¦
to, »e funkcja falowa najni»szego trypletu zbudowana jest gªównie z antysymetry-
zowanych jednoelektronowych funkcji falowych stanu podstawowego oraz jednoelek-
tronowych funkcji falowych pierwszego jednoelektronowego stanu wzbudzonego. Suma
tych energii jednoelektronowych jest niezale»na od orientacji pola elektrycznego [Rys.
13]. Ponadto, energia oddziaªywania elektron-elektron powinna by¢ niezale»na od φ

poniewa» nie obserwujemy zmian w dystrybucji ªadunku pomi¦dzy kropkami dla stanu
trypletowego (Rys. 15).

Szara krzywa na Rys. 14(a) pokazuje energi¦ wymiany w funkcji orientacji pola
elektrycznego. Energia ta jest maksymalna dla pola skierowanego równolegle do osi x,
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kiedy poziom singletowy obni»a swoj¡ energi¦ na skutek podwójnego obsadzenia dolnej
kropki której potencjaª zostaje obni»ony przez pole elektryczne. Takie podwójne ob-
sadzenie jest niemo»liwe dla stanu trypletowego, co zostaªo opisane w dyskusji powy»ej.

Rys. 14(b) pokazuje wpªyw obrotów pola elektrycznego w przypadku kiedy jedna
z kropek z rysunku jest gª¦bsza o 20 meV. Podobnie jak w przypadku identycznych
kropek energia stanu trypletowego nie zale»y od orientacji pola elektrycznego. Dla
φ = π/2 potencjaª pola elektrycznego kompensuje ró»nic¦ w gª¦boko±ciach kropek. W
wyniku tego energia stanu podstawowego osi¡ga maksimum. Asymetria gª¦boko±ci po-
tencjaªów kropek jest zwi¦kszana dla φ = 3π/2 co skutkuje osi¡ganiem minimum przez
energi¦ stanu podstawowego. Zale»no±¢ energii stanu podstawowego od φ przekªada
si¦ bezpo±rednio na zmiany energii wymiany. Nale»y zauwa»y¢ ponadto, »e dla niei-
dentycznych kropek amplituda zmian energii wymiany wraz z φ jest du»o wi¦ksza w
porównaniu do przypadku identycznych kropek [Rys. 14(a) oraz (b)].

3.6 Ukªad trzech kropek sprz¦»onych pionowo
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Rysunek 16: Rysunek analogiczny do Rys. 8. Para nieoddziaªuj¡cych elektronów w
ukªadzie trzech wspóªosiowych, identycznych kropek kwantowych rozdzielonych bari-
erami potencjaªu o grubo±ci b = 6 nm, (a) odpowiada stanowi podstawowemu (na-
jni»szy singlet), (b) pierwszemu stanowi wzbudzonemu (najni»szy tryplet).

Konturowe wykresy funkcji falowych najni»szego stanu singletowyego oraz najni»-
szego stanu trypletowego nieoddziaªuj¡cej pary elektronów w ukªadzie trzech kropek
zaprezentowane s¡ na Rys. 16. Wykresy wykonane s¡ w pªaszczy¹nie (z1, z2) dla
y1 = x1 = y2 = x2 = 0. Przyj¦to, »e kropki le»¡ idealnie w osi, s¡ identyczne oraz
rozseparowane barierami o grubo±ci b = 6 nm. Funkcja falowa stanu podstawowego
[Rys. 16(a)] posiada 9 maksimów odpowiadaj¡cych obu elektronom zlokalizowanym w
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jednej z kropek. Globalne maksimum wyst¦puje dla przypadku obu elektronów zlokali-
zowanych w ±rodkowej kropce. W stanie trypletowym funkcja falowa osi¡ga jedynie
6 ekstremów. Elektrony w tym stanie nigdy nie zajmuj¡ tej samej kropki, st¡d brak
maksimów funkcji falowej na diagonali wykresu. Spo±ród tych ekstremów najwi¦k-
sze zwi¡zane jest z dwoma elektronami zajmuj¡cymi przeciwne ko«ce stosu kropek
(pomimo pomini¦cia oddziaªywania w obliczeniach). Jednak»e prawdopodobie«stwo
znalezienia jednego elektronu w centralnej kropce, a drugiego w jednej z kra«cowych
jest tak»e znaczne (ekstrema na wykresie kiedy jedna ze wspóªrz¦dnych ma warto±¢
zero, a druga ±10)

Funkcje falowe dla najni»szego stanu trypletowego oraz najni»szego stanu single-
towego w przypadku obecno±ci oddziaªywania zaprezentowana jest na wykresach Ref.
17(a) and (e). Oddziaªywanie powi¦ksza maksima odpowiedzialne za lokalizacj¦ elek-
tronów w przeciwnych kra«cach stosu kropek. W najni»szym stanie singletowym
lokalne ekstrema na diagonali s¡ znacznie zmniejszone przez oddziaªywanie [Rys. 17(a)
oraz 16 (a)].

Wpªyw pionowo skierowanego pola elektrycznego na widmo energii przedstawiony
jest na Rys. 18. Podobnie jak dla ukªadu dwóch kropek, stan podstawowy reaguje
gwaªtowniej na pole elektryczne ni» stan trypletowy. Prowadzi to do wzrostu energii
wymiany. W przeciwie«stwie jednak do ukªadu dwóch kropek energia stanu tryple-
towego nie jest liniow¡ funkcj¡ pola elektrycznego F . Powodem tego jest to, »e funkcje
falowe stanu trypletowego mody�kowane s¡ przez pole elektryczne co powoduje nielin-
iow¡ zmian¦ energii tego stanu. Funkcje falowe najni»szego stanu trypletowego dla
niezerowych warto±ci F zaprezentowane s¡ na Rys. 19(c,d). Przyªo»enie pola elektry-
cznego do ukªadu skutkuje tym, »e elektrony w stanie trypletowym zajmuj¡ ±rodkow¡
i najwy»sz¡ kropk¦. Dla wi¦kszych warto±ci F w stanie singletowym oba elektrony
zajmuj¡ najwy»sz¡ kropk¦ w stosie. [Rys. 19(a,b)].

3.7 Trzy pionowo uªo»one kropki w przypadku kiedy ±rodkowa
kropka jest najgª¦bsza

Funkcja falowa dwóch najni»szych stanów singletowych oraz dwóch najni»szych po-
ziomów trypletowych w przypadku zwi¦kszania gª¦boko±ci ±rodkowej kropki ∆V za-
prezentowana na Rys 17. Kiedy ∆V ro±nie w stanie trypletowym jeden z elektronów
zaczyna zajmowa¢ ±rodkow¡ kropk¦. W stanie singletowym oba elektrony zaczynaj¡
by¢ zlokalizowane w ±rodkowej kropce. Pierwszy wzbudzony singlet przedstawiony na
Rys. 17 (i-l) jest nieparzysty. Funkcja falowa zmienia znak na antydiagonali wykresu.
Podobnie do stanu trypletowego w miar¦ wzrostu ∆V jeden z elektronów zaczyna zaj-

36



Michaª Nowak 3 WYNIKI

-15 -10 -5 0 5 10

z
1 [nm]

-15

-10

-5

0

5

10

z 2 
[n

m
]

∆V = 0

-15

-10

-5

0

5

10

z 2 
[n

m
]

-15

-10

-5

0

5

10

z 2 
[n

m
]

-15 -10 -5 0 5 10

z
1 [nm]

∆V = 10meV ∆V = 30meV

-15 -10 -5 0 5 10

z
1 [nm]

∆V = 40meV

-15

-10

-5

0

5

10
z 2 

[n
m

]

-15 -10 -5 0 5 10

z
1 [nm]

(a)                                        (b)                                       (c)                                        (d)

(e)                                        (f)                                        (g)                                         (h)

(i)                                        (j)                                        (k)                                        (l)

(m)                                       (n)                                       (o)                                       (p)

Rysunek 17: Rysunek analogiczny do Rys. 16 teraz dla oddziaªuj¡cych elektronów. W
pierwszej kolumnie (a, e, l, m) kropki s¡ identyczne. W pozostaªych kolumnach ±rod-
kowa kropka jest gª¦bsza o ∆V = 10, 30 oraz 40 meV. Najni»szy wiersz wykresów (a-
d) odpowiada stanowi podstawowemu, (e-h) najni»szemu trypletowi, (i-l) pierwszemu
wzbudzonemu singletowi, a (m-p) pierwszemu wzbudzonymi trypletowi.

mowa¢ ±rodkow¡ kropk¦. Pierwszy wzbudzony tryplet jest stanem parzystym. Funkcja
falowa zmienia znak zarówno na diagonali jak i na antydiagonali wykresu. Ponadto
nie reaguje ona na zmian¦ gª¦boko±ci ±rodkowej kropki. Nale»y tak»e zauwa»y¢, »e
g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa dla wszystkich trzech wzbudzonych stanów przybiera ten
sam ksztaªt w miar¦ wzrostu gª¦boko±ci ±rodkowej kropki.

Poziomy energetyczne w funkcji ∆V przedstawia Rys. 20. Obserwujemy, »e dla
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Rysunek 18: Poziomy energetyczne dla stanów singletowych (niebieskie krzywe) oraz
trypletowych ( czerwone przerywane krzywe) dla pary elektronów w ukªadzie trzech
identycznych kropek kwantowych rozdzielonych barier¡ b = 6 nm w funkcji pola ele-
ktrycznego skierowanego zgodnie z kierunkiem wzrostu. Czarna ci¡gªa krzywa pokazuje
energi¦ wymiany (warto±ci pokazano na prawej osi).

F = -50 kV/cm F = -10 kV/cm

-15 -10 -5 0 5 10

z
1 [nm]

-15 -10 -5 0 5 10

z
1 [nm]

-15

-10

-5

0

5

10

z 2 
[n

m
]

-15

-10

-5

0

5

10

z 2 
[n

m
]

(c)                          (d)

(a)                          (b)

Rysunek 19: Funkcje falowe najni»szego singletu (a,b), oraz najni»szego trypletu
(c,d) dla trzech identycznych kropek kwantowych w zewn¦trznym polu elektrycznym
skierowanym zgodnie z kierunkiem wzrostu.
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Rysunek 20: Rysunek analogiczny do Rys. 18 tym razem energie jako funkcja gª¦bo-
ko±ci ±rodkowej kropki.

du»ych warto±ci ∆V , energie trzech wzbudzonych stanów staj¡ si¦ zdegenerowane (co
wi¡»e si¦ z osi¡ganiem takiego samego ksztaªtu przez rozkªad g¦sto±ci prawdopodo-
bie«stwa). Energia parzystego trypletu jest liniow¡ zale»no±ci¡ w ∆V (jako efekt braku
zmiany funkcji falowej). Energia wymiany ro±nie o 9 meV kiedy ∆V zmienia si¦ w za-
kresie od 0 do 36 meV.

W ukªadzie z gª¦bsz¡ centraln¡ kropk¡, mamy dwa stany trypletowe o zbli»onych
energiach i przeciwnych parzysto±ciach. Pole elektryczne z ªatwo±ci¡ miesza te dwa
stany trypletowe, co skutkuje natychmiastow¡ reakcj¡ pierwszego na pole elektryczne.
Rys. 21 pokazuje widmo energetyczne w funkcji zewn¦trznego pola elektrycznego.
Mieszanie dwóch stanów trypletowych widoczne jest jako antykrossing przerywanych
krzywych w pobli»u F = 0. Poza antykrossingiem energia stanu trypletowego staje
si¦ liniow¡ funkcj¡ F . Funkcja falowa najni»szego stanu trypletowego w obecno±ci
zewn¦trznego pola elektrycznego pokazana jest na Rys. 19(c,d).
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Rysunek 21: Rysunek analogiczny do Rys. 18 dla ±rodkowej kropki gª¦bszej o ∆dV =

40.
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Rysunek 22: Rysunek analogiczny do Rys. 19 tym razem dla ±rodkowej kropki gª¦bszej
o ∆V = 40 meV.

Zale»no±¢ najni»szego stanu singletowego (stanu podstawowego) od pola elektry-
cznego jest mniejsza. Pole elektryczne próbuje usun¡¢ elektron ze ±rodkowej � na-
jgª¦bszej kropki [Rys. 22], st¡d opó¹niona reakcja w porównaniu do energii stanu
trypletowego. Fakt ten skutkuje osi¡ganiem przez energi¦ wymiany maksimum F = 0

(w ukªadzie dwóch identycznych lub trzech identycznych kropek dla F = 0 otrzymano
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minimum energii wymiany). J posiada dwa minima w pobli»u F = ±30 kV/cm [Rys.
21]. Energia wymiany zaczyna rosn¡¢ z |F | kiedy dwa elektrony w stanie singletowym
zaczynaj¡ zajmowa¢ jedn¡ z zewn¦trznych kropek ukªadu, co jest zabronione dla stanu
trypletowego.
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4 Podsumowanie i wnioski
W pracy tej zostaªa zbadana para elektronów w ukªadzie dwóch oraz trzech pionowo
sprz¦»onych samozorganizowanych kropek kwantowych, przy u»yciu metody mieszania
kon�guracji jednoelektronowych w trójwymiarowym modelu ukªadu. Zostaª zbadany
wpªyw nieosiowego uªo»enia kropek, oraz ich nieidentycznej gª¦boko±ci. Szczególny
nacisk poªo»ony zostaª na sterowanie poªo»eniem elektronów przez pole elektryczne
skierowane wzdªu» osi ukªadu. Zostaª przedyskutowany wpªyw pola elektrycznego na
stany singletowe jak i na stany trypletowe oraz na energi¦ wymiany.

W przypadku kiedy pole jest skierowane wzdªu» osi wzrostu kropek, efektem nieo-
siowego uªo»enia kropek jest jedynie osªabienie sprz¦»enia tunelowego pomi¦dzy krop-
kami co powoduje zmniejszeniem energii wymiany. Nieosiowe uªo»enie kropek ma
jedynie znaczny wpªyw na energi¦ wymiany kiedy pole elektryczne skierowane jest
prostopadle do osi ukªadu.

Zaprezentowane wyniki pokazuj¡, »e na energi¦ wymiany maj¡ wpªyw maªe zmiany
potencjaªu uwi¦zienia tworzonego przez sprz¦»one kropki oraz, »e energi¡ t¡ mo»na
bardzo dobrze sterowa¢ zewn¦trznym polem elektrycznym.

W ogólnym podej±ciu dla sªabo sprz¦»onych kropek, oddziaªywanie wymienne mo»e
by¢ wzbudzone przez zewn¦trzne pole elektryczne. Oddziaªywanie to nie b¦dzie wys-
t¦powa¢ w przypadku braku pola na skutek idealnego rozdzielenia w ró»nych kropkach.

Omówiono tak»e zachowanie ukªadu zbudowanego z trzech kropek kwantowych, w
których zbadano wpªyw gª¦boko±ci ±rodkowej kropki na parametry ukªadu oraz reakcj¦
ukªadu na zewn¦trzne pole elektryczne skierowane pionowo.

Warto±ci energii wymiany osi¡gni¦te w badanym systemie s¡ dwa rz¦dy wielko±ci
wi¦ksze od tych uzyskiwanych w kropkach planarnych sterowanych elektrycznie. Po-
kazano ponadto, »e w ukªadzie samozorganizowanych kropek kwantowych brak mo»li-
wo±ci sterowania barier¡ pomi¦dzy kropkami nie wyklucza tego typu ukªadów jako
potencjalnej bazy do budowy kwantowej bramki logicznej. Sterowanie sprz¦»eniem
elektronów jest mo»liwe poprzez zewn¦trzne pole elektryczne, a opisane powy»ej zalety
ukªadu czyni¡ go interesuj¡cym ze wzgl¦du na przyszªe mo»liwo±ci wykorzystania.
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