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WSTEP

Pierscienie potprzewodnikowe o wymiarach rzedu mikrometréw sa badane od
latach osiemdziesiatych XX wieku. Celem pierwszych badan byta detekcja efektu
Aharonova-Bohma [1] w pomiary przewodnosci [2,3]. W kolejnej dekadzie
prowadzone byly pomiary magnetycznego momentu dipolowego generowanego przez
prady trwate Kkrazace w pierScieniu umieszczonym Ww zewngtrznym polu
magnetycznym [4]. W pdzniejszym czasie udalo si¢ wytworzy¢ pierScienie
0 wymiarach nanometréw w ktorych mozna obserwowaé kwantowy efekt
rozmiarowy. PierScienie kwantowe obecnie produkowane sa z wykorzystaniem
techniki utleniania powierzchni [6] oraz trawienia [5] badz tez w oparciu o ich
spontaniczny wzrost (self-assembly) [7]. PierScienie nanometrowych rozmiaréw
produkowane sa zarowno w konfiguracjach otwartych — do badania zjawisk
transportowych [8] jak i zamknigtych, w ktorych bada si¢ ich zastosowanie jako zrodet
swiatla [9,10,11]. Istnieja rowniez prace, w ktorych bada si¢ proces ladowania
pierScieni  kolejnymi  elektronami [7] z  wykorzystaniem  spektroskopii
pojemnosciowej. W ostatnim czasie odkryto, iz namagnesowanie duzych zespotow
samozorganizowanych poéiprzewodnikowych pierscieni kwantowych ma widoczny
wktad w namagnesowaniu catej probki [12].

Rownoczesnie  zostalo  przeprowadzonych wiele prac teoretycznych
dotyczacych ukladéw zbudowanych z pierscieni kwantowych, wigkszos¢ z nich
skupiona jest wokot problemu jednego, izolowanego pierscienia [10,11,13-18].
Obecnie coraz popularniejsze staja si¢ prace nad matrycami ztozonymi z wielu
pierscieni [19,20].  Wytwarza si¢ rowniez pierScienie podwojne w roéznych
konfiguracjach: obok siebie, koncentrycznie jeden w drugim, lub pionowo — jeden nad
drugim [21,13]. Obiekty te ze wzglgdu na bogata fizyke sa niezwykle atrakcyjne dla
badan teoretycznych [13,22,23,24,25,26,27]. W niniejszej pracy zostaly przebadane
korelacje pomiedzy para elektronéw umieszczonych w dwodch pierscieniach
w konfiguracji pionoweyj.

W  obliczeniach uzywalem metody mieszania konfiguracji (z ang.
Configuration Interaction), ktorej wyniki poréwnywatem z wynikami metody Hartree-
Focka. Metody sredniego pola (HF) bywaja przydatne przy ukazywaniu gtéwnych
wlasnosci ukladow silnie skorelowanych. Ponizej przedstawitem przewidywania
doktadnego podejscia (CI) stanu podstawowego, dla ktérego korelacje pomigdzy
pierScieniami przy odpowiednim zewngtrznym strumieniu pola magnetycznego
nabywaja nieskonczonego zasiggu (utrzymuja si¢ dla dowolnie duzej odlegtosci
pomigdzy pierscieniami). Stan taki pojawia si¢ regularnie wraz ze zmiang strumienia
pola magnetycznego, a przedziaty zmiennosci pola, dla ktorych on wystgpuje zaleza

od odlegtosci pomigdzy pierScieniami. Metoda $redniego pola staraja si¢ uwzglednié
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ta, niezwykle silna korelacj¢ famiac obrotowa symetri¢ uktadu. Okazuje sig, ze istnieje
graniczna odleglo$¢ pomigdzy pierscieniami, dla ktorej symetria jest tamana dla

kazdej warto$ci strumienia.

1 TEORIA

1.1 BADANY UKLAD

Narys. 1 przedstawiony jest schemat badanego uktadu. Zbudowany jest
on z dwoch pierscieni o rownych promieniach umieszczonych jeden nad drugi.
W kazdym z pierScieni znajduje si¢ jeden elektron. PierScienie umieszczone sa
w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B, i wektorze skierowanym
rownolegle do osi uktadu. Od pewnego czasu struktury tego typu sa mozliwe do
wykonania, na rys. 2 znajduje si¢ przyktad takiego uktadu. Przedstawia on trzy
warstwy pierScieni, umieszczone jeden nad drugi w odleglosci rzedu kilku
nanometrow.

Odlegtos¢ pomigdzy elektronami znajdujacymi si¢ w dwoch roéznych
pierscieniach oddalonych od siebie 0 Z, wynosi:

Rys. 1: Schemat badanego uktadu. Dwa pierscienie umieszczone jeden nad drugim.
Pierscienie sg od siebie oddalone o Z, w kazdym pierscieniu znajduje sie jeden
elektron.



2 =R\/§—§+2[1—cos<¢a—¢z>] @

gdzie R to promien pierScieni. W niniejszej pracy rozwazal bede dwie wartosci
promienia: R = 13.2nm odpowiadajacego samozorganizowanym pier§cieniom
kwantowym [8], ktére reprezentuja przypadek silnego uwiazania i gdzie dominujaca
jest energia zwiazana z kwantyzacja elektronu, oraz R = 132 nm ktoéry odpowiada
stabemu uwiazaniu elektronow, gdzie dominuje energia oddzialywania pomiedzy
elektronami, ktore realizowane sa np. przy pomocy techniki utleniania
powierzchni [15]. W calej niniejsze pracy zostato zaniedbane tunelowanie pomigdzy
pierscieniami, co z kolei zapewnia separowalno$¢ funkcji falowych. Zatozenie takie
jest stuszne dla duzych odleglosci pomiedzy pierScieniami i ten przypadek jest
gtownym tematem tej pracy. W granicy Z = 0 otrzymujemy znany przypadek
pojedynczego pierscienia z dwoma elektronami w ktérym zachodzi utamkowy efekt
Aharonova-Bohma.

1.2 POJEDYNCZY ELEKTRON

Pod nieobecno$¢ zewngtrznego pola magnetycznego hamiltonian dla
jednego elektronu znajdujacego si¢ w jednowymiarowym pier§cieniu kwantowym
0 promieniu R ma postac:

AFM:100 nm

{
XTEM:20 nm

Rys. 2: Przyktad struktury, w ktorej pierscienie kwantowe znajdujg sie jeden na drugi.
(a) Rzeczywista struktura trzech ptaszczyzn po jednym pierécieniu w kazde;j.

(b) Schemat budowy pierscienia kwantowego [24].
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Rys. 3: Rysunek odpowiada przypadkowi dla ktérego R=13.2 nm oraz Z = 3R.
Doktadne wartosci energii odpowiadajg liniom ciggtym i podpisane sg wartoscia
catkowitego momentu pedu. Ciggta zielona linia znajdujaca sie na dole rysunku,
energii stanu podstawowego. Linie

odpowiada oddziatywania

przerywane
odpowiadajg wartosciom uzyskanym dzieki przyblizeniu HF: energia catkowita dla
stanu podstawowego (gérna, czarna linia przerywana znajdujaca sie bardzo blisko
energii doktadnej), oraz energia oddziatywania (zielona linia, na dole rysunku).
W srodku rysunku znajduje sie powiekszony fragment odpowiadajgcy sytuacji bardzo

bliskiej do trzykrotnej degeneracjidla ® = /2.

hZ 62
2mR? 8¢

(@)

gdzie m jest masa elektronu (badz - jak w naszym przypadku - efektywna masa
elektronu, ktoéra przyjatem dla GaAs m = 0.067m,), ¢ natomiast jest potozeniem
katowym elektronu. Po rozwiazaniu problemu wiasnego dla takiego hamiltonianu

otrzymujemy nastgpujace funkcje 1 wartosci wlasne:

1212
" 2mR?

v, (9) = e, &

©)

Jezeli uwzglednimy fakt wystgpowania pola magnetycznego, sytuacja si¢ nieco
zmienia. Zatozylismy, ze pole magnetyczne wystepuje jedynie wewnatrz pierscienia
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| posiada tam stala warto$¢ B,. Przypadek taki mozna zamodelowaé przyjmujac

potencjat wektorowy we wspotrzednych walcowych w nastepujacej postaci:

A=A =0,
Bor dlar <R,
2 4)
A¢ = 2
B,R
0 dlar >R.
2r

Catkowity strumien przenikajacy pierScieh wynosi wowczas ® = mR?B,. Hamiltonian

w postaci ogolnej uwzgledniajacy wystepowanie pola magnetycznego ma postac:

h=2i(p—eA) (5)
m

gdzie p = —ihV jest pedem czastki, A potencjatem wektorowym. Operator nabla we
wspotrzednych cylindrycznych ma postaé

5 C1e 1 45 2 (6)
or r og oz

Uwzgledniajac fakt, iz nasz uklad jest jednowymiarowy, oraz podstawiajac przyjety
potencjal wektorowy otrzymujemy hamiltonian jednoelektronowy w postaci

h-—2 2[—ihi—2j (7)
2mR ¢ @,

gdzie &, = 2mh/e jest kwantem strumienia magnetycznego. Funkcje wilasne dla

takiego hamiltonianu pozostaja takie same jak w przypadku nieuwzglgdniajacym pola,

natomiast energie wlasne zaleza od catkowitego strumienia @ w nastgpujacy sposob

2
" ()
. 2@__J ©)
2mR D,

Widzimy tutaj wplyw pola magnetycznego na spektrum energii pojedynczego

elektronu pomimo tego, iz elektron znajduje si¢ poza obszarem dzialania pola
magnetycznego. Zjawisko to jest czysto kwantowe i nosi nazwe efektu Aharonova-
Bhoma [1]. Elektron przebywa w obszarze, w ktorym pola magnetycznego nie ma lecz
reaguje na potencjal wektorowy, ktory nie znika tam gdzie znika pole. W fizyce
klasycznej taki efekt nie wystepuje. Wzory (7) i (8) obowiazuja rowniez dla
przypadku jednorodnego pola magnetycznego. Pole magnetyczne na zewnatrz

pierScienia nie ma znaczenia dla stanéw wlasnych elektronu.
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1.3 PRZYPADEK DWOCH ELEKTRONOW

Hamiltonian dla pary elektronow ma posta¢:

eZ

H=h+h +— 9
b 4ne, &0l ©

gdzie h,,h, to hamiltoniany jednoelektronowe, &, jest przenikalno$cia wzgledna
GaAs (w obliczeniach przyjatem €, = 12.9), ry, to odleglos¢ pomiedzy elektronami.

Trzeci czton odpowiada za oddziatywanie pomigdzy elektronami.

1.4 METODA ODZIALYWANIA KONFIGURACJI CI

Metoda oddziatywania konfiguracji stuzy do rozwiazywania rOwnania
Schrodingera uktadu wielu czastek, w ktorej funkcje falowa przybliza si¢ kombinacja

liniowa wyznacznikow Slatera:

¥=>¢d =D, +cD, +... . (10)
1=0

W celu uzyskania wartosci wspdlczynnikdw c¢; nalezy rozwiazaé nastepujacy
macierzowy problem wiasny:

Hc =eSc (11)

gdzie H;; = (d>i|H|<I>j), Sij = (¢i|<bj), c jest wektorem wspotczynnikéw rozwinigcia,
e jest macierza warto$ci wlasnych. W wyniku ortogonalnosci spinorbitali (CI>i|CIJ]-) =
61']' y
przyblizenia zalezy od ilosci konfiguracji uktadu wzigtych do przyblizenia.

macierz § sprowadza si¢, wigc do macierzy jednostkowej. Doktadnosc

W przypadku wszystkich mozliwych konfiguracji metoda ta daje rozwiazanie
doktadne, lecz dla duzych uktadow wraz ze wzrostem liczby konfiguracji branych do
przyblizenia gwattownie rosnie czas obliczen. W naszym przypadku ograniczytem si¢
do konfiguracji, dla ktorych L = l; + [, przyjmuje wartosci od -14 do +14. Funkcja
falowa uktadu ma postac:

y(r,r,)= Za|1|2u|1 (o2, ¢1)d|2 (02,2, 45)
uh (12)
+ Z‘,b|1|2d|1 (P74, ¢1)U|2 (02,2,,9,)

Il

gdzie a; ,,b;,;, sa wspodtczynnikami rozwinigcia, u; oraz d; to jednoelektronowe
funkcje wlasne o memencie pgdu rownym lh, ktore sa zlokalizowane odpowiednio

W gornym 1 dolnym pierscieniu
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Rys. 4: Podobnie jak rys. 3, z tym, ze dla Z = R. Przerywana czerwona linia

odpowiada energii HF dla pojedynczego elektronu, wartos¢ wiasna rownan (21).

b =5(p-R)s-2) 2L

J2z

d =5(p—R)5(z+§)M'

NP

Doktadanie dodatkowych konfiguracji nie zwigkszato doktadnosci otrzymywanych

(13)

wynikow, wobec czego w dalszej czgsci pracy bgde przyjmowal, iz otrzymane w ten
sposob wyniki sg wynikami doktadnymi. Druga z sum (12) jest roOwna zero, poniewaz
bierzmy pod uwagg jedynie taki przypadek, gdy elektrony znajduja si¢ w dwoch
roznych pierScieniach, wobec czego funkcje falowe jednoelektronowe sa zawsze
rozseparowane przestrzennie. Wowczas koncowa posta¢ funkcji  falowej jest
nastgpujaca:

w(n,r)= Zalllzull (o2, ¢1)d|2 (P2:2,,9,). (14)

Hamiltonian (9) komutuje zar6wno z operatorem parzystosci jak i operatorem
catkowitego momentu pgdu, a przestrzenne czesSci funkcji falowych moga by¢
symetryczne (singlet) badz, antysymetryczne (tryplet) biorac pod uwage wymiennosé
czastek identycznych. W skutek catkowitej separacji pomigdzy pierScieniami

pojawiaja si¢ degeneracje ze wzgledu na spin i parzysto$¢, co sprawia, ze jedyna
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istotna z naszego punktu widzenia liczba kwantowa jest catkowity moment pedu
uktadu. Degeneracja ze wzgledu na parzystos¢ spowodowana jest brakiem
tunelowania pomigdzy pierScieniami, natomiast degeneracje ze wzglgdu na spin
brakiem przestrzennego naktadania si¢ funkcji falowych obu elektronéw. Problem
degeneracji postaram si¢ przyblizy¢ dla przypadku stabego oddziatywania (duze Z),
dla ktérego konfiguracja majaca najwigksze znaczenie w przyczynku do funkcji
falowej moze by¢ prosto wskazana poprzez odnalezienie takiej, ktéra posiada
najmniejsza energi¢ kinetyczna. Mianowicie w przypadku stanéw o parzystym
momencie pedu 2L funkcje falowe 0 najmniejszej energii sa zbudowane z funkcji
jednoelektronowych posiadajacych moment pedu L:

o _ (U (r)d, () £d (n)u, ()]
ys N

gdzie ¥3* odpowiada singletowemu stanowi parzystemu, a 2L trypletowemu stanowi

(15)

nieparzystemu. Energie dla obu funkcji sa zdegenerowane, jezeli catka wymiany si¢
zeruje, co jak wiemy w naszym przypadku jest spetnione. Stany 0 nieparzystym
momencie pedu 2L+ 1 beda skonstruowane z funkcji jednoelektrodowych
0 momentach L oraz L + 1:

\},12L+1 = (gl +0,+0;+ 94)/2|
\P;LH = (gl - gz - gs + 94)/21

2L+1 (16)
Y = (gl +0,—0;— 94)/2!
\Pzzlul = (gl —0,+0;— 94)/27
gdzie
g, = uL+l(r1)dL(r2)’
g,= uL(rl)dL+l(r2)’ (17)

g;= uL(rZ)dL+l(rl)'
9, = UL+1(I’2)d|_(I’1).

Funkcja W; odpowiada stanowi singletowemu i jest nieparzysta, 1, stanowi
singletowemu, lecz jest parzysta, 5 iy, odpowiadaja stanowi trypletowemu i sa
odpowiednio parzysta i nieparzysta. W przypadku opisywanym funkcjami vy, i ¥,
elektrony maja tendencje do wzajemnego unikania sig, tzn. do przebywania po
przeciwnych stronach pier§cieni, natomiast dla i, i 5 elektrony staraja ustawi¢ sig
jeden nad drugim. Drugi przypadek nigdy nie odpowiada stanowi podstawowemu

naszego uktadu nie bedzie, wigc w dalszej czgsci dyskutowany.
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Rys. 5: (a) Funkcja korelacji par dla obliczen doktadnych, przy statej wartosci
pofozenia ¢ = m dla dolnego pierscienia w funkcji strumienia magnetycznego dla
R =13.2nmiZ = 3R. (b) Gestos¢ tadunku dla elektronu znajdujgcego sie w gérnym
pierscieniu uzyskana przy pomocy metody HF. (c) podobnie jak w (b) lecz dla

elektronu znajdujgcego sie w dolnym pierscieniu.

Dokladna funkcja falowa ukladu dwuelektronowego przy danym catkowitym
momencie pedu L jest catkowicie niezalezna od strumienia pola magnetycznego.
Energia takiego uktadu wykazuje periodyczno$¢ wraz ze zmiana strumienia.
Z powyzszych rozwazan wynika, iz skutkiem degeneracji ze wzgledu na spin
| parzysto$¢ funkcji falowej, oraz dla statych wartoéci promieni pier$cieni i odlegtosci
migdzy nimi, korelacja pomigdzy elektronami zalezy wyjatkowo od parzystosci

catkowitego momentu pedu uktadu L.

1.5 METODA HARTREE-FOCKA

Metoda Hartree-Focka (HF) jest jedna z najczesciej stosowanych metod
przyblizonego rozwigzywania rownania Schrddingera dla uktadu wielu czastek
oddziatywujacych. Dzigki niej mozna wyliczy¢ energi¢ oraz funkcj¢ falowa stanu
podstawowego ukladu wielu czastek wykorzystujac model czastek niezaleznych.
Przyjmuje si¢ w nim funkcj¢ falowa uktadu w postaci wyznacznika Slatera
zbudowanego z funkcji jednoczastkowych:

(pl(l) ¢1(2) (ol(N)
W(]_'Z,_,_'N):ﬁ 2,0 »,(2) (02.(“ ) . (18)
on@® o2 - oy(N)

Jest to metoda iteracyjna korzystajaca z zasady wariacyjnej moéwiacej, ze energia
uktadu liczona, jako warto$¢ oczekiwana hamiltonianu obliczona przy uzyciu zupehie
dowolnej funkcji falowej jest zawsze wigksza lub rowna energii stanu podstawowego.
Zmieniajac posta¢ spinorbitali (funkcji jednoczastkowy w przypadku elektronow),
W procesie iteracyjnym minimalizujemy warto$¢ energii. Poniewaz jednoelektronowe
funkcje falowe wnaszym uktadzie sa rozseparowane przestrzennie znika
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oddzialywanie wymiany miedzy elektronami, ktére wynika z antysymetrii funkcji (18)
wzgledem zamiany czastek. Mozemy bez zadnych konsekwencji dla fizycznie
znaczacych wielko$ci (energia, gesto$¢ tadunku, funkcja korelacji par) zaniedbaé
antysymetryzacj¢. Wtedy metoda HF redukuje si¢ do metody Hartree, dla ktorej
funkcje falowe brane sa w formie separowalnej,

¥, =50~ RIS - 2) ()
(19)

5P~ Rz + ) 2:(4)

gdzie y, oraz y, to funkcje jednoelektronowe odpowiadajace odpowiednio géornemu

N
|
|
’!

(=11
[

/P, VD,

Rys. 6: (a,c,e) Wykresy przedstawiajg funkcje korelacji par dla obliczenn doktadnych
przy zatozeniu, ze elektron w dolnym pierscieniu znajduje sie w potozeniu ¢ = .
(b,d,f) Gestos¢ tadunku dla metody HF elektronu znajdujgcego sie w gornym
pierscieniu. Wszystkie wykresy odpowiadajg przypadkowi, dla ktérego R = 13.2 nm.
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i dolnemu pierscieniowi. Minimalizujac warto$¢ oczekiwana hamiltonianu (9) przy

uzyciu funkcji jednoelektronowych

5 H|¥es)
on

5 ¥}
X

(20)

otrzymujemy nast¢pujacy uktad rownan:

g, CACY R I

47[&90 I, e

J‘d¢l|)(1 ¢1|

47r&90 r,

X2 (¢2) =61, (¢2)

gdzie e, oraz e, to energie jednoelektronowe, ktore sa rowne w przypadku osiagnigcia
samouzgodnienia. Pozwalajac, aby funkcje y; i y, roznily si¢ od stanow wilasnych
momentu pedu powodujemy, iz odpowiadajace im gestosci tadunku przestaja posiadaé
symetrie kolowa. Funkcje te liczylem stosujac metode czasu urojonego, przyjmujac
losowy rozktad fadunkéw w obu pierScieniach na poczatku iteracji. Symetria kotowa
jest odtwarzana w obliczeniach za kazdym razem, kiedy odpowiada ona najlepszemu
przyblizeniu tej metody.

Metoda czasu urojonego polega na podstawieniu do rownania Schrodingera ih% =
Ho , gdzie ¢(x,t) =3, Ce ' En/Mtep  nowej zmiennej t = —it . Dzieki temu
pozbywamy si¢ zarowno z rownania Schrodingera jak i z funkcji falowej liczby
urojonej, przyjmuja One teraz postac:

9p__H
L=y (22)
P(x.0) =3 Ce g (23)

Zastgpujac w réwnaniu (22) rézniczke réznica skonczona wyprowadzamy wzor
iteracyjny na funkcjg falowa:

¢’ =(1-aH)p"™ (24)

: A , e L . . C o,
gdzie a = ?T dobor odpowiedniej wartosci & decyduje o zbieznosci.
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Energie catkowita uktadu szacujemy w nastgpujacy sposob:
Ecal =€ +¢€,— Eod (25)

gdzie E,, jest energia oddziatywania wynoszaca:

() r|Z2 @) (26)

e2
B Zﬁ%jd%_fdﬂ

2. WYNIKI

2.1 MeTobpACI

Na rys. 3 przedstawilem spektrum energii dla mniejszej wartosci
Zdwoch rozwazanych w pracy promieni R = 13.2nm przy relatywnie duzej
odlegtosci pomigdzy pierScieniami Z = 3R. WartoSci doktadne energii na rysunku
przedstawione sa przy pomocy linii ciaglych oraz podpisane sa wartoscia catkowitego
momentu pedu uktadu L. Widzimy, ze stan podstawowy uktadu realizowany jest
gléwnie przez konfiguracje, dla ktérych catkowity moment pgdu przyjmuje wartosci
parzyste. Jedynie w okolicach, w ktorych strumien magnetyczny przyjmuje
nieparzyste wielokrotno$ci potowy kwantu strumienia magnetycznego mozna
zauwazy¢ pojawienie si¢ stanOw o nieparzystej jego wartosci. Sytuacja taka ma
miejsce, poniewaz w przypadku nieparzystych warto$ci L elektrony wykazuja
tendencje¢ do unikania si¢ (staraja znaleZ¢ sig¢ po przeciwnych stronach pierscieni).
Powodem tego jest korelacja pomigdzy elektronami zwigzana z symetria uktadu, ktora
nie znika nawet w granicy Z — oco. W nastepstwie takiego stanu rzeczy mniejsza jest
warto$¢ energii oddziatywania, dzigki czemu w stanie podstawowym cyklicznie
pojawiaja si¢ stany o nieparzystej wartosci L . W przypadku gdyby energia
oddziatywania byta rowna dla parzystych jak i nieparzystych wartosci catkowitego
momentu pedu w miejscach nieparzystych wielokrotnosci potowy kwantu strumienia

magnetycznego wystgpowataby trzykrotna degeneracja stanu podstawowego [16].
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Na rys. 4 przedstawiona jest podobna sytuacja, tym razem dla mniejszej odlegtosci
pomiedzy pierscieniami Z = R. Widzimy, ze réznica pomiedzy energia oddziatywania
dla stanéw o parzystych i nieparzystych L jest wicksza niz w poprzednim przypadku,
implikuje to pojawiania si¢ w stanie podstawowym stanow o hieparzystych L dla
dhuzszych przedzialow zmienno$ci strumienia.

Stany wlasne momentu pgdu (ktore sa jednoczesnie funkcjami wlasnymi hamiltonianu
(7)) posiadaja niezmienna obrotowa symetri¢ tak, wigc do badania korelacji pomiedzy

elektronami uzywatem funkcji korelacji par [28] :

PCF(r,.1r,) =|w(r..1,)|" +jw(r,. 1) (27)

ktora w wyniku daje ggstos¢ prawdopodobienstwa znalezienia elektrondéw

W potozeniach r, oraz r,. W celu przesledzenia zachowania si¢ PCF ustalitem

polozenie jednego z elektronéw W dolnym pierscieniu (z, = —Z/2 odpowiadajacego
q)/TC (D/TC q}/’TC q)fTE
0 05 1 15 0 05 1 1.5 100 05 1 15 0 051 15 o
even L (e) =0 ' ' o
) 1
& < O
= =
N Nl
A 2r
=\ .
2,
4_
N R
} ¥
8 5
[l 10 i
15 1 05 0 15 1 05 0 15 1 05 0
o/m ¢/m T

Rys. 7: (a-d) Funkcja korelacji par dla obliczen doktadnych przy zatozeniu, ze elektron
w dolnym pierscieniu znajduje sie w potozeniu ¢ = m w funkcji odlegtosci pomiedzy
pierscieniami dla R =13.2nm (a,b), oraz R =132nm (c,d). Wykresy (a,c)
odpowiadajg stanom dla parzystych L, natomiast (b,d) dla nieparzystych. (e-h)
Gestos¢ tadunku dla stanu podstawowego metody HF elektronu znajdujgcego sie
w gornym pierscieniu w funkcji odlegtosci pomiedzy pierscieniami dla R = 13.2 nm
(e,f), oraz R = 132 nm (g,h). Wykresy (e,g) odpowiadajg przypadkowi dla parzystej
wielokrotnosci potowy kwantu strumienia magnetycznego, a (f,h) nieparzystym

wielokrotnosciom.
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r,) W polozeniu ¢, = m, a nast¢pnie obserwowalem zachowanie si¢ funkcji korelacji
par w zalezno$ci od wartosci ¢,. W granicy stabego oddziatywania (duze Z) i dla
nieparzystych L funkcja korelacji par (PCF) zarowno dla W, oraz W_ wynosi

2
PCF(¢a,¢)b)=|dL(ra)uL(rb)|2/2=(i) . Jak widzimy nie zalezy ona od

21
potozenia elektronéw, wobec czego elektrony wtym wypadku sa catkowicie
nieskorelowane. Sprawa ma si¢ nieco inaczej, jezeli popatrzymy na stany

odpowiadajace nieparzystym wartosciom L, opisywane sa one funkcjami V¥, oraz ¥,

2
dla ktorych uzyskujemy PCF(q[)a,qbb):(i) [1—cos(¢p,— ¢p)] . W tym

2n

przypadku elektrony nie moga znajdowac si¢ jeden nad drugim. Na rys. 5(a)
przedstawiony jest wykres funkcji korelacji par dla stanu podstawowego w zaleznosci
od strumienia magnetycznego. Wida¢ na rysunku, iz PCF nie jest $ci$le stala dla
parzystych L jakby to wynikato z obliczen dla przypadku stabego oddziatywania, lecz
posiada plytkie minimum. Spowodowane jest to niezerowym wktadem do funkcji
falowej konfiguracji innych niz te znajdujace si¢ W rownaniu (15). W przypadku
L nieparzystych widzimy dobre przyblizenie doktadnej PCF przez powyzsza

analityczng wartos¢, dla kata ¢ = m pozostaje ono rowne zero nawet przy dodaniu

1.0 1.0

R=132nm

41’PCF (¢,=9,)

0.0%
0

Rys. 8: Liniami ciaggtymi zaznaczone s3 wartosci PCF dla stanu podstawowego
o parzystych L w przypadku, gdy elektrony zlokalizowane sg jeden nad drugim
w funkcji odlegtosci miedzy pierscieniami. Linie przerywane odpowiadajg
minimalnym wartosciom gestosci tadunku wyliczonej przy pomocy przyblizenia HF dla

catkowitych wielokrotnosci potowy kwantu strumienia magnetycznego.
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wigkszej liczby konfiguracji niz te uzyte w (16). Na rys. 6(a) przedstawiona jest
funkcja korelacji par dla Z = R, widzimy, ze dla parzystych wartosci L korelacje
pomiedzy elektronami wzrosty w porownaniu z przypadkiem, dla ktorego Z = 3R.
Jezeli nadal zmniejszamy warto$¢ Z widzimy, ze PCF dla obu przypadkow
L zaczynaja by¢ coraz bardziej podobne (patrz rys. 6(c) dla Z = 0.5R oraz 6(e)
dla Z = 0.35R). Rysunki 7 (a-d) przedstawiaja PCF dla parzystych i nieparzystych L
oraz obu rozwazanych promieni (R =13.2nmiR = 132nm) W zaleznosci od
odlegtosci pomigdzy promieniami. W granicy Z = 0 funkcje korelacji par dla
przypadku parzystego i nieparzystego L staja si¢ identyczne, powoduje to
oddziatywanie kulombowskie, ktore zapobiega pojawieniu si¢ elektronéw jeden nad
drugim. Przy duzych warto$ciach Z zaréwno w przypadku parzystych jak
I nieparzystych L widzimy brak zalezno$¢ PCF od promienia R. Wystarczy jednak
zblizy¢ si¢ z odlegloscia Z do zera, aby réznica w zachowaniu si¢ PCF w zaleznosci
od R byta wyrazna. W przypadku wigkszego z promieni obszar, dla ktorego funkcja
korelacji par jest rowna badz bliska zeru znacznie si¢ zwigksza, gdy Z dazy do zera,
natomiast dla mniejszego z promieni zmiana ta jest nieznaczna. Jest to oczywista
konsekwencja faktu, iz dla R = 132 nm elektrony maja po prostu wigcej miejsca na
to, aby si¢ unikac.

Rysunek 8 przedstawia wykres PCF dla standbw o parzystych wartosciach
L i elektronow zlokalizowanych jeden nad drugim dla obydwu omawianych promieni
w funkcji odleglosci pomigdzy pierscieniami. W przypadku standéw o nieparzystych
L warto$¢ ta jest rowna zero. W przypadku wigkszego promienia R = 132 nm
prawdopodobiefnstwo znalezienia elektronow jeden nad drugim staje si¢ nieistotne juz
dla Z=R , lecz dla przypadku R =13.2nm mozna je zaniedba¢ dopiero
w przypadku, gdy Z zmierza do zera.

2.2 PRZYBLIZENIE HF

Energia catkowita stanu podstawowego naszego uktadu dla promienia
R = 13.2nmiZ = 3R przedstawiona jest na rys. 3 czarng linia przerywana. Jest ona
niemalze identyczna z dokladna warto$cia energii catkowitej dla rejondéw
odpowiadajacych parzystym warto$ciom L, podobnie sprawa si¢ ma z energia
oddzialywania (zielona linia przerywana). W rejonach natomiast odpowiadajacych
nieparzystym L energia obliczona przy pomocy przyblizenia HF jest nieznacznie
zawyzona w stosunku do energii doktadnej uktadu (zawyzenie energii oddziatywania
przektada si¢ na zawyzenie energii catkowitej). Zwiazane jest to z tym, iz doktadna
energia oddziatywania jest nieciagla funkcja strumienia magnetycznego (patrz spadki

energii w okolicach nieparzystych wielokrotnosci ®,/2 ), aciagla jest jedynie
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catkowita energia doktadna. Sprawa ma si¢ inaczej, jezeli popatrzymy na energi¢
oddzialywania metody HF, jest ona ciagla funkcja strumienia, jest to powodem, dla
ktoérego minima metody przyblizonej sa ptytsze.

Funkcja korelacji par obliczona dla naszej funkcji falowej uzytej w metodzie
HF Wy (19) wynosi PCF(¢y, ¢2) = [x1(d0)1?x2(¢2)|* . Widzimy, wige, ze PCF
wtym przypadku jest iloczynem gestosci tadunkéw  obu  elektronow.
Jednoelektronowe funkcje falowe y;oraz y, moga badZ to zbliza¢ si¢ postacia do
jednoelektronowych funkcji wiasnych momentu pedu (odtwarza¢ ich symetrig
kotowa), woOwczas korelacje pomigdzy elektronami sa zaniedbywane, badz tez
odstgpowaé¢ od symetrii, dzigki czemu bgda w stanie opisywac korelacje uktadu.
Gestosci tadunkow metody HF pokazane sa na rys. 5 ((b) — elektron znajdujacy si¢
W géornym pierscieniu, (c) — elektron znajdujacy si¢ w pierscieniu dolnym), dla
R =13.2nmiZ = R. Widzimy, ze ggstosci tadunkéw sa stale dla prawie catego
przedzialu zmienno$ci strumienia @ (zachowuja symetrie), jednak w okolicach
nieparzystych wielokrotnosci ®,/2, symetria ta zostaje ztamana i ggstosci fadunkéw

wowczas sa przesunigte wzgledem siebie o kat w |y, (¢)|? = |x2(¢ + m)|2. Wykres

Rys. 9: (a) Wariancja odchylenia jednoelektronowej gestosci tadunku od symetrii
kotowej, wzor (28). (b) Energia oddziatywania. (c) Energia pojedynczego elektronu. (d)
Energia catkowita uktadu. Wyniki otrzymane dla przyblizenie HF w przypadku
R = 13.2 nm.
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odpowiadajacy goérnemu pierscieniowi jest bardzo podobny do doktadnej funkcji
korelacji par (rys. 5(a)). Jedyna roznica jest fakt, iz w przypadku doktadnej PCF tylko
w przyblizeniu jest ona stala dla obszarow odpowiadajacych stanom o parzystych
warto$ciach catkowitego momentu pedu, gdzie w przypadku metody przyblizonej jest
ona stata.

Rysunek 4 przedstawia porownanie doktadnej energii catkowitej stanu podstawowego
z energia catkowita metody przyblizonej (podobnie jak w przypadku rys. 3, lecz tym
razem dla Z = R). Energia metody przyblizonej jest znacznie zawyzona w porOwnaniu
z energia doktadna, szczeg6lnie w okolicach nieparzystych wielokrotnosci @ /2,gdzie
w rozwiazaniu doktadnym odpowiadaja stany o nieparzystych L i na wykresie energii
wystepuja ,,dotki” z tym zwigzane. Natomiast energia przyblizona jest ,,gtadka”
funkcja strumienia. Dodatkowo przedstawitem na rys. 4 energi¢ przyblizong

O
o
@

O
o
N

O
o
-
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o

Hartree - exact [meV]

Z/IR 8

Rys. 11: Nadwyzka energii catkowitej metody przyblizonej (E;yr — E¢c;) dla
R = 132 nm i @ bedacego catkowitg wielokrotnoscig @,.

pojedynczego elektronu (czerwona linia przerywana), w ktorej owe ,,dotki” wystepuja
w momentach, ktorych symetria gestosci tadunku jest tamana, lecz po wyliczeniu
energii calkowitej funkcja nabiera gladkich ksztalttow. Warty zwrdcenia uwagi jest
fakt, iz przedzialy, dla ktorych symetria uktadu w metodzie przyblizonej jest tamana
sa wigksze niz odpowiadajace im przedziaty, dla ktorych doktadny stan podstawowy
realizowany jest przez konfiguracje o nieparzyste] wartosci catkowitego momentu
pedu uktadu. Wykres (b) na rys. 6 przedstawia gestos¢ tadunku dla goérnego
pierscienia w przypadku Z = R. Poréownujac go z podobnym wykresem (6(a) PCF
rozwigzania doktadnego) widzimy, ze w obu przypadkach korelacja pomigdzy
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elektronami ros$nie w okolicach nieparzystych wielokrotnosci @,/2, pojawia si¢
woweczas dziura kulombowska (w wyniku oddziatywania elektrostatycznego elektrony
nie moga by¢ zlokalizowane jeden nad drugim), natomiast jest duze
prawdopodobienstwo znalezienia elektronow po przeciwnych stronach pierscieni
( p1=¢p +m™ ). Wraz ze zmniejszaniem odlegtosci pomigdzy pierscieniami
Z przedzialy, dla ktérych symetria jest tamana powickszaja si¢, az w pewnym
momencie (R = 13.2nm Z = 0.7R oraz Z = 2.8R dla R = 132 nm) symetria tamana
jest juz dla kazdej wartoséci strumienia @. Sytuacja ta dla przypadku R = 13.2 nm
zilustrowana jest na rysunku 6(d) dla Z = 0.5R oraz 6(f) dla Z = 0.35R. Widzimy, ze
wielko$¢ dziury kulombowskiej oscyluje wraz ze zmiana strumienia, przyjmujac
maksimum dla nieparzystych wielokrotnosci ®,/2, aminima dla parzystych.
Amplituda tych oscylacji maleje wraz ze zmniejszaniem odlegtosci Z, az w granicy
Z =0 w calym przedziale zmiennosci & ggsto$¢ tadunku przyjmuje takie same
warto$ci. Wykresy na rysunku 7 przedstawiaja zachowanie si¢ ggstosci tadunku
w zaleznos$ci od odleglosci pomigdzy pierscieniami dla strumienia rownego ® = nd,

(e,0), dla ktorego dziura kulombowska, jezeli si¢ pojawia przyjmuje swojej minimum,
oraz ¢ = (n +%) d,, gdzie n=1,2,3,... dla ktorego dziura przyjmuje swoje

maksimum. Gwaltowno$¢ z jaka symetria zostaje ztamana w przypadku metody
przyblizonej mozna zaobserwowaé na rys. 8, czarna przerywana linia odpowiada
R = 13.2 nm, natomiast czerwona przerywana R = 132 nm. W obu przypadkach
widzimy nagly spadek prawdopodobienstwa znalezienia si¢ elektronéw jeden nad
drugim (co w przypadku metody HF jest rOwnowazne naglemu zlamaniu symetrii).
Stopien odchylenia gestosci tadunku pojedynczego elektronu od symetrii (z symetrii
2=

wynika, ze | y(¢) % ) mozna przebadac przy pomocy wariancji

2z 2
o' = [l -5 | as. 28)
0 V4
Zalezno$¢ wariancji od odleglosci migdzy piercieniami Z oraz strumienia
magnetycznego @ dla R = 13.2 nm przedstawiona jest na rysunku 9(a). Symetria przy
duzych wartosciach Z jest zachowana w prawie calym przedziale zmiennosci
strumienia (jedynie w okolicach nieparzystych wielokrotnoéci ®,/2 wariancja a2 jest
rézna od zera). Po przekroczeniu granicy Z = 0.7R widzimy, ze wariancja dla kazdej
warto$ci strumienia jest r6zna od zera (symetria tamana jest wszedzie). Wykres 7(b)
natomiast przedstawia energi¢ oddzialywania pomigdzy elektronami, na ktorym
widzimy, iz tam gdzie symetria przestaje by¢ lamana, metoda HF zaczyna jakosciowo

dobrze przybliza¢ energi¢ oddzialywania (cho¢ jest ona dla przypadku R = 13.2 nm

juz dos¢ znacznie zawyzona), tam natomiast gdzie symetria jest famana przyblizenie
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nawet jakosciowe jest marne, funkcja powinna zmienia¢ si¢ w sposob nieciagly
i wkazdym z przedzialdow przyjmowaé stale wartosci, natomiast widzimy, ze tam
gdzie symetria jest famana jest gladka funkcja strumienia. Ztamanie symetrii niesie za
soba rowniez rozszczepienie energii, ktore mozemy zaobserwowac na rysunku 10, jest
to wykres energii jednoelektronowej, oddziatywania, oraz energii catkowitej uktadu
dla R = 132 nm oraz catkowitych wielokrotnosci ®,. Wszystkie trzy energic sa
identyczne dla Z > 2.8R (wowczas gestosci tadunkéw nie tamia jeszcze symetrii),
natomiast dla Z < 2.8R ztamaniu symetrii towarzyszy rozszczepienie tych trzech
energii. Na rysunku 11 przedstawitlem réznicg pomigdzy energia catkowita metod HF
oraz Cl dla R = 132 nm, wida¢, ze zawyzanie energii przez metoda przyblizona jest
najwyzsze w granicy Z = 0, natomiast dla duzych odlegtosci pomigdzy pier§cieniami

dazy do zera.

4 T | T T T
Z=15R

|

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Rys. 12: Catkowity moment pedu uktadu dla rozwigzania doktadnego (linie ciggte),
oraz dla przyblizenia $redniego pola (linie przerywane) dla R = 13.2 nm i réznych
odlegtosci: (a) Z = 1.5R, (b) Z = 0.7R, (c) Z = 0.1R.
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Na koniec chciatem przedstawi¢ zalezno$¢ catkowitego momentu pedu dla
obu rozwiazan, rysunek 12 przedstawia wykresy momentu pedu dla obu metod przy
R = 13.2 nm i r6znych odleglosciach Z. Wykres 12(a) wykreslony jest dla Z = 1.5R,
widzimy, ze w miejsca gdzie symetria nie jest lamana metoda przyblizona pokrywa si¢
z rozwigzaniem doktadnym, lecz w miejscach gdzie symetria si¢ zatamuje (okolice
nieparzystych wielokrotnosci ®,/2, dla ktoérych doktadna warto§¢ momentu pgdu
przyjmuje warto$ci nieparzyste) moment pgdu metody HF zmienia si¢ w sposob
liniowy pokrywajac si¢ jedynie z rozwigzaniem doktadnym dla ® = (n + %)CDO, gdzie
n=1273... Wykres 12(b) przedstawia przypadek przy Z = 0.7R dla ktorego
symetria jest juz famana w catym przedziale zmiennosci ®, moment pedu metody HF
jest staty w tym przypadku jedynie w okolicach catkowitych wielokrotnosci ®y,.
Ostatni wykres (c) na rysunku 12 przedstawia przypadek dla Z = 0.1R, widzimy, Ze
moment pgdu metody przyblizonej ro$nie liniowo w catym przedziale zmiennosci
strumienia @ i przyjmuje wartosci zgodne z rozwigzaniem doktadnym jedynie dla

catkowitych wielokrotnosci /2.
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PODSUMOWANIE

W pracy przestudiowatem zachowanie pary elektronéw umieszczonych
w dwoch pierscieniach kwantowych (w kazdym pierscieniu po jednym elektronie)
rozwazajac jedynie oddzialywanie kulombowskie, caly uklad zanurzony byt
w jednorodnym polu magnetycznym. Poréwnatem dwa podejscia numeryczne do tego
problemu: metodg mieszania konfiguracji (CI), ktorej wyniki przyjatem jako wyniki
doktadne, oraz metod¢ pola samouzgodnionego (HF). Przestrzenne Kkorelacje
pomiedzy elektronami (tzn. przedzialy zmiennosci strumienia magnetycznego, dla
ktorych elektrony unikaja znalezienia si¢ jeden nad drugim) podlegaja oscylacjom
w funkcji strumienia pola magnetycznego przenikajacego przez pierscienie. W stanie
podstawowym dla przypadku, gdy catkowity momentu pedu przyjmuje wartoSci
nieparzyste elektrony nie moga si¢ zlokalizowaé¢ jeden nad drugim, taki stan rzeczy
wymusza symetria uktadu i wlasno$¢ ta si¢ nie zmienia wraz ze zwigkszaniem
odleglosci pomigdzy pierscieniami, zawegza si¢ jedynie przedzial strumienia
magnetycznego wokol nieparzystych wielokrotnosci ®,/2, dla ktérego stan
podstawowy realizowany jest przez konfiguracje o nieparzystym momencie pedu.
W przypadku, gdy catkowity moment pedu przyjmuje wartosci parzyste zakazu
takiego nie ma i dla odpowiednio duzej odleglosci pomigdzy pier§cieniami elektrony
maja mozliwo$¢ zlokalizowania si¢ w tym samym potozeniu. Amplituda oscylacji,
ktore dotycza funkcji korelacji par maleje wraz ze zmniejszaniem si¢ odleglosci
pomigdzy pierscieniami i W granicy Z = 0 oscylacje zanikaja.
Metoda HF, aby odtworzy¢ sytuacje odpowiadajaca nieparzystym wartosciom
catkowitego momentu pgdu tamie symetri¢ (funkcje falowe jednoelektronowe
przestaja by¢ stanami wlasnymi momentu pedu), w nastepstwie czego metoda ta nie
potrafi odtworzy¢ poprawnej wartosci momentu pgdu uktadu. Catkowity moment pedu
uktadu wyliczony przy pomocy metody przyblizonej w sytuacji gdy doktadne jego
wartos$ci sa nieparzyste zmienia si¢ liniowo w catym przedziale zmienno$ci strumienia
odpowiadajacemu danej sytuacji i jest rtowny wartosci doktadnej jedynie w punktach

odpowiadajacych nieparzystym wielokrotnosciom @ /2.
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