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Rozdziaª 1

Wst¦p.

Kropka kwantowa [1, 2] jest ukªadem o wielko±ci od kilku do kilkuset nm1, w którym
wi¦zi si¦ elektrony. Ruch uwi¦zionych elektronów jest ograniczony we wszystkich
kierunkach, dlatego podobnie jak w atomie znajduj¡ si¦ one w stanach o dobrze
rozdzielonych, dyskretnych energiach. Z tego powodu kropki kwantowe nazywa si¦
równie» sztucznymi atomami, z t¡ ró»nic¡, »e w naturalnych atomach elektrony s¡
wi¦zione przez potencjaª kulombowski, natomiast w sztucznym przez zewn¦trzny po-
tencjaª tzw. potencjaª uwi¦zienia. Potencjaª uwi¦zienia mo»na mody�kowa¢, co prowadzi
do zmiany wªasno±ci kropki kwantowej i ukªadu elektronów w niej zwi¡zanych. Ta wªas-
no±¢ sztucznych atomów mo»e by¢ wykorzystana w �zyce do budowy swego rodzaju
laboratorium mechaniki kwantowej, a w elektronice do konstrukcji maksymalnie zmi-
niaturyzowanych elementów logicznych [3�10] lub cz¦±ci komputera kwantowego2 [15�
18]. Szerokie mo»liwo±ci potencjalnego wykorzystania sztucznych atomów spowodowaªy
ich intensywne badania eksperymentalne [6, 19�23] i teoretyczne [24�28].

Kropki kwantowe s¡ bardzo ogólnym poj¦ciem, mog¡ je stanowi¢ na przykªad trzy-
mane pomi¦dzy elektrodami pojedyncze molekuªy organiczne [29], metalowe i nad-
przewodz¡ce "wyspy" [7, 30] lub nanorurki w¦glowe [31]. Najcz¦±ciej sztuczne atomy
wytwarza si¦ w materiaªach póªprzewodnikowych, np. kropki kwantowe samoros-
n¡ce [32] lub sterowane elektrostatycznie [6, 23, 33]. Kropki samorosn¡ce znalazªy ju»
zastosowanie do budowy bardzo dobrej jako±ci laserów [34,35] oraz w biologii do bada-
nia i oznaczania komórek [36].

1Przyj¦li±my powszechnie u»ywane w literaturze jednostki. Energi¦ przedstawimy w [eV] lub [meV],
miar¡ dªugo±ci b¦dzie [nm] lub (rzadko) [µm], a g¦sto±ci powierzchniowej ªadunku [|e|cm−2].

2Na komputerze kwantowym mo»na rozwi¡za¢ wiele problemów znacznie szybciej ni» na kom-
puterze klasycznym [11], np. caªkowanie [12] czy przeszukiwanie baz danych [13]. Ró»nica w szy-
bko±ci oblicze« np. dla problemu dekodowania zaszyfrowanych wiadomo±ci [14] praktycznie decyduje
o rozwi¡zywalno±ci problemu.
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W tej pracy skoncentrujemy uwag¦ na tzw. sterowanych elektrostatycznie poziomych
kropkach kwantowych [20�23,33,37�55]. Kropki te generowane s¡ w nanourz¡dzeniach3

póªprzewodnikowych, charakteryzuj¡cych si¦ stosunkowo prostym procesem produkcji,
ªatwo±ci¡ integracji z ju» istniej¡c¡ elektronik¡ oraz du»¡ skalowalno±ci¡. Regulowanie
potencjaªu uwi¦zienia - sterowanie kropk¡ jest ªatwe, odbywa si¦ przez przyªo»enie
odpowiedniego napi¦cia do elektrod stanowi¡cych cz¦±¢ nanourz¡dzenia. Zalet¡ tych
konstrukcji jest mo»liwo±¢ ustalenia wszystkich istotnych parametrów kropek w proce-
sie produkcji lub ich zmiany podczas pracy.

1.1 Heterostruktura.
Elektrostatyczne poziome kropki kwantowe tworzone s¡ w heterostrukturach póªprze-
wodnikowych [56,57], które posiadaj¡ posta¢ naªo»onych na siebie warstw zbudowanych
z ró»nych materiaªów póªprzewodnikowych.
Istotnym elementem heterostruktury jest styk dwóch materiaªów tzw. heterozª¡cze,
w którym tworzy si¦ schodek energii potencjalnej. W jednej z warstw energia poten-
cjalna elektronu na dnie pasma przewodnictwa jest znacz¡co wy»sza, przez co stanowi
dla niego barier¦ potencjaªu.
Heterostruktura zawieraj¡ca trzy warstwy, z których w ±rodkowej energia elektronu
jest ni»sza ni» w warstwach zewn¦trznych, stanowi studni¦ kwantow¡.

W pracy b¦d¡ rozwa»ane heterostruktury na bazie GaAs oraz stopu AlGaAs, charak-
teryzuj¡cych si¦ doskonaª¡ jako±ci¡ heterozª¡cza, wynikaj¡c¡ z niemal tej samej staªej
sieci w obu materiaªach [58]. Dzi¦ki temu w heterostrukturze nie powstaj¡ napr¦»e-
nia ani defekty. Schodek energii potencjalnej powstaje dzi¦ki temu, »e przerwa ener-
getyczna pomi¦dzy dnem pasma przewodnictwa a wierzchoªkiem pasma walencyjnego
ma ró»n¡ szeroko±¢ w ró»nych materiaªach. Poziomy energetyczne po obu stronach
heterozª¡cza ukªadaj¡ si¦ w taki sposób, »eby ±rodek przerwy energetycznej le»aª na
jednym poziomie w obu materiaªach. Energia potencjalna elektronu na dnie pasma
przewodnictwa b¦dzie przyjmowaªa ni»sze warto±ci po stronie materiaªu o mniejszej
szeroko±ci przerwy. Wysoko±¢ schodka wynikaj¡c¡ z ró»nicy poªo»enia dna pasma prze-
wodnictwa Uband ªatwo jest wyznaczy¢, je±li znamy skªad materiaªowy. Dla rozwa»anych
w rozprawie struktur zbudowanych z GaAs:AlxGa1−xAs Uband wynosi [58] :

3Ze wzgl¦du na rozmiar rozwa»anych urz¡dze«, w dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy mówi¢ o nanou-
rz¡dzeniach i nanostrukturach
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Uband = 0.75 · x . (1.1)

Heterostruktury na bazie GaAs i AlGaAs wytwarza si¦ w technologii epitaksji
z wi¡zki molekularnej (ang. Molecular Beam Epitaxy - MBE) [59].
W technolgii tej na odpowiednio spreparowan¡ warstw¦ podªo»ow¡, wytwarzan¡ np.
metod¡ Czochralskiego, nanoszony jest dany materiaª (np. GaAs) warstwa atomowa po
warstwie atomowej. Powstaªe w ten sposób heterostruktury posiadaj¡ zadany, bardzo
dokªadny ukªad warstw. Heterozª¡cze jest bardzo gªadkie, �chropowato±¢� granicy
pomi¦dzy warstwami GaAs i AlGaAs jest rz¦du dwóch staªych sieci.

Przyjmijmy intuicyjny ukªad odniesienia zgodny z kierunkiem wzrostu, w którym
podªo»e i warstwy najwcze±niej naniesione s¡ �na dole�, a warstwy naniesione jako
ostatnie s¡ �na górze�. Znajduj¡cy si¦ w górnej cz¦±ci heterostruktury AlGaAs oraz
niektóre warstwy GaAs przy podªo»u domieszkuje si¦ donorami [60]. W technologii
MBE uzyskuje si¦ precyzyjne rozmieszczenie domieszek w kierunku wzrostu, gdy»
domieszkowanie realizuje si¦ przez dodanie atomów maj¡cych stanowi¢ domieszki przy
nanoszeniu danej warstwy. W kierunku równolegªym do warstw rozkªad domieszek jest
przypadkowy.
U»ywane s¡ dwa typy domieszkowania: obj¦to±ciowe, w którym domieszkuje si¦ wiele
warstw atomowych oraz tzw. domieszkowanie typu δ [61] (δ-doping), w którym do-
mieszkowana jest jedna monowarstwa atomowa. W rozprawie domieszkowanie typu
δ przybli»ymy domieszkowaniem obj¦to±ciowym. Jako domieszki typu n u»ywa si¦
krzemu, który wewn¡trz AlGaAs czy GaAs nie dyfunduje oraz nie ma tendencji do
tworzenia osobnych warstw. Krzem mo»e zajmowa¢ pozycj¦ glinu-galu i arsenu, przez
co mo»e stanowi¢ domieszk¦ zarówno typu n, jak i p. Domieszki ró»nych typów ulegaj¡
kompensacji, zatem efektywna g¦sto±¢ domieszkowania b¦dzie równa ró»nicy g¦sto±ci
domieszek typu n i typu p. Ilo±¢ domieszek typu donorowego (a wi¦c i akceptorowego)
w danym materiale zale»y od technologii wytworzenia [62] i zmienia si¦ w zakresie
40%-95%.
Okre±lenia �domieszki� czy �donory� b¦dziemy u»ywali tylko w stosunku do domieszek
(donorów), które nie ulegªy kompensacji.

W zale»no±ci od g¦sto±ci domieszkowania póªprzewodnik b¦dzie wykazywaª ró»ne
wªasno±ci �zyczne [63]. Dla niewielkiej g¦sto±ci domieszkowania (< 1017 cm−3) istotne
b¦dzie tylko oddziaªywanie elektronu z dodatnim centrum donorowym, na których
dany elektron jest zlokalizowany. Powstanie jeden poziom donorowy znajduj¡cy si¦ ok.
5 meV poni»ej dna pasma przewodnictwa.

5



Gdy domieszkowanie b¦dzie wi¦ksze (n+), elektrony zlokalizowane na donorach b¦d¡
oddziaªywa¢ z s¡siednimi centrami donorowymi oraz z pozostaªymi elektronami.
Poziom donorowy ulegnie rozszczepieniu i powstanie w¡skie pasmo donorowe.
Dla bardzo du»ego domieszkowania (n++ rz¦du 1019 cm−3) pasmo donorowe poszerza
si¦ i ª¡czy z pasmem walencyjnym. Taki materiaª jest przewodnikiem.

Wªasno±ci przewodz¡ce ma równie» dwuwymiarowy gaz elektronowy (2 Dimen-
sional Electron Gas - 2DEG), który tworzy si¦ w heterostrukturze zbudowanej z GaAs
i domieszkowanego donorami nAlGaAs. Cz¦±¢ elektronów przejdzie z poziomów dono-
rowych do GaAs, który posiada ni»ej poªo»one ni» AlGaAs dno pasma przewodnictwa.
Elektrony w GaAs b¦d¡ przyci¡gane do heterozª¡cza przez dodatni ªadunek zjoni-
zowanych donorów. Ich ruch w kierunku prostopadªym do warstw jest ograniczany,
a w pozostaªych dwóch wymiarach swobodny, dzi¦ki czemu 2DEG mo»e przewodzi¢
pr¡d tylko wzdªu» warstw.

Stykaj¡cej si¦ z GaAs warstwy AlGaAs o grubo±ci kilkunastu-kilkudziesi¦ciu nm
nie domieszkuje si¦ w celu zmniejszenia wpªywu potencjaªu pochodz¡cego od ªadunku
przypadkowo rozªo»onych zjonizowanych donorów tzw. potencjaªu �uktuuj¡cego.
Potencjaª �uktuuj¡cy pogarsza jako±¢ 2DEG oraz wprowadza zaburzenia do potencjaªu
w kropce kwantowej.

1.2 Nanourz¡dzenie.
Nanourz¡dzenia, w których generowane s¡ poziome kropki kwantowe zbudowane s¡
z heterostruktury oraz poªo»onych na niej metalowych elektrod steruj¡cych, które sªu»¡
do ksztaªtowania potencjaªu uwi¦zienia w kropce kwantowej.

Elektrody steruj¡ce s¡ nakªadane na znajduj¡c¡ si¦ na powierzchni heterostruktury
warstw¦ Al0.2Ga0.8As. Bariera Schottky'ego wyst¦puj¡ca na styku metal-póªprzewodnik
pomi¦dzy t¡ warstw¡ a elektrodami jest wysoka (ok. 0.87 eV), co uniemo»liwia przepªyw
elektronów do heterostruktury. Z tego powodu warstwa AlGaAs s¡siaduj¡ca z elektro-
dami stanowi warstw¦ blokuj¡c¡.

Jedna z elektrod (uziemienie) poª¡czona jest zª¡czem omowym z dwuwymiarowym
gazem elektronowym znajduj¡cym si¦ w dolnej cz¦±ci heterostruktury. Zª¡cze omowe
stosuje si¦ w celu zminimalizowania wpªywu bariery Schottky'ego. Stanowi je obszar
bardzo silnie domieszkowanego póªprzewodnika s¡siaduj¡cego z metalow¡ elektrod¡.
Ze znajduj¡cych si¦ najbli»ej metalu poziomów donorowych elektrony przejd¡ do met-
alu, powoduj¡c ugi¦cie dna pasma przewodnictwa i wyrównanie si¦ poziomu Fermiego
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w metalu z poziomem Fermiego w gazie elektronowym w póªprzewodniku. Za poziom
Fermiego w caªym nanourz¡dzeniu przyjmiemy zatem energi¦ Fermiego w rezerwuarze
elektronów - dwuwymiarowym gazie elektronowym.

Kropk¦ kwantow¡ generuje si¦ przez przyªo»enie ujemnych napi¦¢ pracy pomi¦dzy
uziemione zª¡cze omowe i odpowiednio uksztaªtowane elektrody steruj¡ce4. Spod elek-
trod steruj¡cych otaczaj¡cych planowany obszar kropki kwantowej dwuwymiarowy gaz
elektronowy zostanie wypchni¦ty do rezerwuaru. Obszar �wypchni¦cia� przypomina
pier±cie«, wewn¡trz którego znajduje si¦ maªa �kaªu»a�, stanowi¡ca sztuczny atom za-
wieraj¡cy kilka-kilkadziesi¡t elektronów.
Potencjaª uwi¦zienia w kierunku prostopadªym do warstw jest wynikiem przyci¡gania
elektronów do heterozª¡cza przez zjonizowane donory.

Planowan¡ geometri¦ elektrod steruj¡cych uzyskuje si¦ przez zastosowanie litogra�
wi¡zk¡ elektronow¡ [64]. W tej technologi wytwarza si¦ elektrody [65] oraz wpªywa-
j¡ce na ksztaªt elektrod nano-elementy póªprzewodnikowe [6,66], maj¡ce posta¢ nano-
walców naªo»onych na powierzchni¦ heterostruktury. Po wytworzeniu heterostruktury
pokrywa si¦ j¡ polimerem, którego ªa«cuchy w miejscach zaplanowanych elektrod lub
poza walcami uszkadza si¦ wi¡zk¡ elektronow¡.
Po usuni¦ciu uszkodzonych ªa«cuchów polimeru, w miejscu planowanych elektrod na-
noszona jest warstwa metalu (tytanu, potem zªota), a nadmiar materiaªu póªprzewod-
nikowego poza walcem usuwa si¦ wi¡zk¡ jonów. W wyniku procesów technologicznych
ksztaªt elektrod nieco odbiega od planowanego. Spowodowane to jest mi¦dzy innymi
odbijaniem elektronów na granicy polimer-póªprzewodnik, nierównolegªo±ci¡ wi¡zki
jonów, wnikaniem atomów metalu do póªprzewodnika lub rozchodzeniem si¦ metalu
na boki przy dolnej podstawie. Z tych powodów budowa elektrod nie jest tak dobrze
okre±lona jak budowa heterozª¡cza.

1.3 Cel pracy.
Eksperymentalne wyznaczenie potencjaªu uwi¦zienia w kropkach kwantowych jest nie-
mo»liwe, dlatego w wi¦kszo±ci prac teoretycznych dotycz¡cych sztucznych atomów
przyjmuje si¦ zewn¦trzny potencjaª uwi¦zienia w postaci przybli»onej, najcz¦±ciej po-
tencjaªu oscylatora harmonicznego [67, 68], prostok¡tnej studni potencjaªu lub jamy
potencjaªu o przebiegu gaussowskim [69].

4W dalszej cz¦±ci rozprawy zamiast �napi¦cie pracy przyªo»one pomi¦dzy uziemione zª¡cze omowe
a elektrod¦ steruj¡c¡ X� b¦dziemy pisali krótko �napi¦cie na X�.
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U»ycie modelowego potencjaªu uwi¦zienia znacznie upraszcza opis kropki kwantowej,
jednak nie pozwala uwzgl¦dni¢ jego zale»no±ci od napi¦¢ przyªo»onych do elektrod oraz
ilo±ci elektronów uwi¦zionych w kropce.

W pewnych szczególnych przypadkach mo»na wyliczy¢ potencjaª uwi¦zienia z pier-
wszych zasad. Udaje si¦ to wykona¢ w niektórych kropkach samorosn¡cych oraz
w kropkach elektrostatycznych. Kropki samorosn¡ce wytwarza si¦ przez naniesie-
nie na podªo»e kilku monowarstw póªprzewodnika o znacznym niedopasowaniu staªej
sieci. Caªkowity potencjaª uwi¦zienia w tych kropkach pochodzi od heterozª¡cza oraz
napr¦»e« sieci powstaªych w skutek niedopasowania staªych sieciowych. W tych ukªa-
dach potencjaª uwi¦zienia dla elektronów mo»na wyznaczy¢ stosuj¡c metod¦ opart¡ na
teorii spr¦»ysto±ci [70].

Celem niniejszej rozprawy jest wyznaczenie potencjaªu uwi¦zienia dla kropek kwan-
towych generowanych elektrostatycznie. W tych ukªadach potencjaª uwi¦zienia gen-
erowany jest przez przyªo»one do elektrod napi¦cia. Mo»na wyliczy¢ go z pierwszych
zasad elektrostatyki rozwi¡zuj¡c równanie Poissona. Potencjaª uwi¦zienia zale»y od
rozkªadu ªadunku uwi¦zionych w nim elektronów, który wyznaczymy przez rozwi¡zanie
równania Schrödingera. Rozkªad zale»nych od siebie potencjaªu elektrostatycznego
oraz ªadunku elektronów nazywany jest problemem Poissona-Schrödingera [71]. W roz-
prawie opracujemy teori¦ pozwalaj¡c¡ rozwi¡za¢ numerycznie problem
Poissona-Schrödingera w wybranych nanourz¡dzeniach.

W literaturze mo»na znale¹¢ kilka prac, w których rozwi¡zano numerycznie problem
Poissona-Schrödingera w nanostrukturach póªprzewodnikowych.
W pracy [72] przebadano urz¡dzenie dwuelektrodowe posiadaj¡ce symetri¦ osiow¡.
W pracach [73�75] przebadano nanourz¡dzenie trójelektrodowe, stanowi¡ce prototyp
tranzystora jednoelektronowego [6].
W ostatnim czasie ukazaªa si¦ seria prac [76�79], w których badano nanostruktury
wieloelektrodowe nie posiadaj¡ce symetrii, zbudowane z GaAs i jego stopów.
W pracach [80�82] zbadano nanostruktury oparte na krzemie (struktury MOS).

1.4 Ukªad pracy.
W rozdziale drugim przedstawimy teori¦ nanourz¡dze« dwuelektrodowych posiadaj¡-
cych symetri¦ cylindryczn¡. W szczególno±ci przedstawimy numeryczny sposób roz-
wi¡zania równania Poissona, samouzgodnienie problemu Poissona-Schrödingera oraz
problem warunków brzegowych.
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Obliczenia wykonamy dla nanostruktury dwuelektrodowej [83], która zostaªa skon-
struowana i przebadana eksperymentalnie przez zespóª pod kierownictwem
R. C. Ashoori'ego z Massachusetts Institute of Technology (MIT).
Zespóª ten zbudowaª, a nast¦pnie przebadaª szereg podobnych konstrukcji [37�40].

W rozdziale trzecim uzupeªnimy teori¦ z rozdziaªu drugiego o mo»liwo±¢ badania na-
nourz¡dze« posiadaj¡cych dowolny ukªad elektrod i nie posiadaj¡cych »adnej symetrii.
Zbadamy nanostruktur¦ wieloelektrodow¡ [47], wytworzon¡ i przebadan¡ eksperymen-
talnie przez zespóª pod kierownictwem L. Kouwenhovena z Uniwersytetu Technicznego
w Delft. Jest to konstrukcja reprezentatywna dla serii wieloelektrodowych struktur
planarnych [33, 41�53]. Dodatkowym utrudnieniem, które musimy uwzgl¦dni¢ w tych
rachunkach jest pole magnetyczne, poniewa» wszystkie pomiary byªy wykonywane
w jego obecno±ci.

W rozdziale czwartym wykorzystamy teori¦ opracowan¡ w rozdziale trzecim do
badania zjawiska autolokalizacji elektronu w s¡siedztwie uziemionej elektrody [84].
Obliczenia wykonamy dla nanourz¡dzenia zawieraj¡cego studni¦ kwantow¡ oraz jedn¡,
niesko«czenie dªug¡, ale o sko«czonej szeroko±ci elektrod¦ (±cie»k¦ pr¡dow¡).
Odpowiemy na pytanie, gdzie lokalizuje si¦ elektron? Czy poni»ej ±rodka ±cie»ki, czy
przy kraw¦dzi. Przebadamy rozkªady ªadunku i energii potencjalnej w nanourz¡dzeniu.

W Dodatku opiszemy dwie dokªadne metody diagonalizacji hamiltonianu. Pierwsza
to metoda czasu urojonego stosowana w problemach jednoelektronowych. Drug¡ jest
metoda mieszania kon�guracji [85], w ukªadach nie posiadaj¡cych wysokiej symetrii,
zastosowana do dokªadnego opisu ukªadów 2, 3 i 4 elektronowych.
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Rozdziaª 2

Urz¡dzenie dwuelektrodowe
posiadaj¡ce symetri¦ cylindryczn¡.

Przedmiotem oblicze« zaprezentowanych w tym rozdziale jest rozkªad potencjaªu elek-
trostatycznego w nanourz¡dzeniach, w których zespóª R. Ashooriego z MIT badaª
eksperymentalnie wªasno±ci kropek kwantowych [37�40, 83]. Schemat takiego nanou-
rz¡dzenia przedstawiony jest na rys. 2.1. Nanourz¡dzenie to ma planarn¡ struktur¦
i skªada si¦ z na przemian naªo»onych na siebie domieszkowanych i niedomieszkowanych
warstw póªprzewodnika GaAs i AlGaAs. Podªo»e z GaAs o grubo±ci 300 nm jest silnie
domieszkowane donorami i poª¡czone z zª¡czem omowym.
Dalsze warstwy s¡ naªo»one na podªo»e w nast¦puj¡cej kolejno±ci: bufor z GaAs o
grubo±ci 60 nm, 12.5 nm bariera tunelowa z AlGaAs, obszar studni kwantowej o
grubo±ci 17.5 nm z GaAs oraz 50 nm bariera blokuj¡ca z AlGaAs. W barierze bloku-
j¡cej w pracach [37�40,83] zastosowano domieszkowanie typu δ lub rozªo»ono domieszki
donorowe równomiernie w warstwie o grubo±ci 35 nm stanowi¡cej górn¡ cz¦±¢ bariery.
Na domieszkowan¡ donorami warstw¦ AlGaAs naªo»ony jest kapturek z GaAs w ksztaª-
cie walca o wysoko±ci h = 30 nm i promieniu podstawy R. Caªa struktura jest pokryta
metalem, który tworzy elektrod¦ górn¡ - bramk¦.

Pomi¦dzy bramk¦ i kontakt omowy przyªo»one jest ujemne napi¦cie staªe Vg modu-
lowane skªadow¡ zmienn¡ Vdc o bardzo maªej amplitudzie. Napi¦cie zmienne u»y-
wane jest w procesie pomiaru pojemno±ci kropki metod¡ spektroskopii pojemno±-
ciowej. Napi¦cie staªe jest ¹ródªem niejednorodnego pola elektrostatycznego, które
w studni kwantowej z GaAs w obszarze poni»ej kapturka tworzy potencjaª uwi¦zienia
dla elektronów w pªaszczy¹nie xy. Ograniczenie ruchu elektronów w kierunku z wynika
z ró»nicy poziomów dna pasma przewodnictwa GaAs/AlGaAs.
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Rys. 2.1: (a) schemat nanourz¡dzenia z zaznaczonymi elektrodami, ukªadem warstw i
miejscem, w którym generuje si¦ kropka kwantowa. Strzaªk¡ zaznaczono kanaª, którym
elektron przechodzi z podªo»a do kropki lub z kropki do podªo»a. (b) schematy-
czny przekrój przez nanourz¡dzenie. Zamieszczono oznaczenia rozmiarów wybranych
elementów nanourzdzenia: wysoko±ci kapturka h oraz promienia jego podstawy R.
Przedstawiono orientacj¦ ukªadu wspóªrz¦dnych, oraz przebieg powierzchni brzegowych
otaczaj¡cych obszar obliczeniowy (czerwona linia). Na te powierzchnie skªada si¦
powierzchnia górna i boczna kapturka oraz powierzchnia walca o promieniu Rc. (c)
poªo»enia dna pasma przewodnictwa Uband(z) dla % = Rc . Lini¡ przerywan¡ zazna-
czono poªo»enie poziomów donorowych, znajduj¡cych si¦ 4.7 meV poni»ej dna pasma
przewodnictwa. Poziomy donorowe w podªo»owej warstwie GaAs wyznaczaj¡ energi¦
Fermiego EF .

2.1 Spektroskopia pojemno±ciowa.
Spektroskopia pojemno±ciowa jest eksperymentaln¡ metod¡ badania elektronowych
poziomów energetycznych w kropkach kwantowych. Metoda ta bazuje na pomiarze
zmiany pojemno±ci elektrostatycznej nanourz¡dzenia spowodowanej wielokrotnym wcho-
dzeniem do i wychodzeniem z kropki kwantowej pojedynczego elektronu. W pracy [83]
przej±cia stymulowane s¡ okresowo zmiennym napi¦ciem Vdc (ok. 30 kHz) o maªej am-
plitudzie (ok. 3 mV).
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S¡ one obserwowane jedynie w sytuacji, gdy w zale»no±ci od warto±ci zmiennego
napi¦cia Vdc energia ukªadu N -elektronowego w kropce b¦dzie na przemian wi¦ksza
i mniejsza od energii Fermiego. Przy braku zewn¦trznych pól w temperaturze 0 K
energia Fermiego EF caªego nanourz¡dzenia jest wyznaczana przez energi¦ stanu pod-
stawowego donorów w podªo»u. W pracy przyj¦li±my EF jako energi¦ odniesienia
i przypisali±my jej warto±¢ EF = 0.

Obserwacj¦ poziomów energetycznych w kropce kwantowej rozpoczyna si¦ od opró-
»nienia kropki z elektronów przez przyªo»enie niskiego (silnie ujemnego) napi¦cia Vg.
Je±li b¦dzie podwy»sza¢ si¦ skªadow¡ staª¡ napi¦cia, to dla okre±lonej jej warto±ci
otrzyma si¦ gwaªtowne zwi¦kszenie pojemno±ci elektrostatycznej nanourz¡dzenia, czyli
pik pojemno±ciowy odpowiadaj¡cy przej±ciu pierwszego elektronu do kropki. Kolejny
N -ty pik pojemno±ciowy odpowiada¢ b¦dzie przej±ciu N -tego elektronu.

2.2 Potencjaª pola elektrostatycznego i jego ¹ródªa.
Caªkowite pole elektrostatyczne w nanostrukturze jest generowane przez napi¦cie przy-
ªo»one pomi¦dzy elektrody, zjonizowane donory w warstwach domieszkowanych i elek-
trony uwi¦zione w kropce. Korzystaj¡c z zasady superpozycji rozdzielamy potencjaª
ϕtot(~r) caªkowitego pola elektrostatycznego w nanostrukturze na dwie skªadowe, które
pochodz¡ od ró»nych ¹ródeª :

ϕtot(~r) = ϕelst(~r) + ϕeqd(~r) . (2.1)

ϕeqd(~r) jest potencjaªem pochodz¡cym od elektronów uwi¦zionych w kropce.
Wyznaczamy go caªkuj¡c g¦sto±¢ ªadunku elektronów ρeqd(~r1):

ϕeqd(~r) =
1

4πεε0

∫

Ω

d3r1
ρeqd(~r1)

|~r − ~r1| , (2.2)

gdzie Ω jest obszarem kropki i cz¦±ci barier.
ϕelst(~r) jest potencjaªem pola elektrostatycznego, które jest generowane przez zjoni-

zowane domieszki i ªadunki indukowane na elektrodach a jego niejednorodno±¢ poni»ej
kapturka stanowi potencjaª uwi¦zienia bocznego dla elektronów w kropce kwantowej.
Potencjaª ϕelst(~r) stanowi przedmiot naszych bada«, znajdujemy go rozwi¡zuj¡c rów-
nanie Poissona:
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∇2ϕelst(~r) = −ρd(~r)

εε0

, (2.3)

gdzie ρd(~r) jest g¦sto±ci¡ ªadunku zjonizowanych donorów w obszarze górnej cz¦±ci
bariery blokuj¡cej AlGaAs i w warstwie domieszkowanej podªo»a poni»ej bufora.

Jonizacji ulegaj¡ donory poªo»one w miejscach, w których energia potencjalna elek-
tronu liczona wzgl¦dem podªo»a jest wi¦ksza od energii wi¡zania donora. Poniewa» za
potencjaª odniesienia przyjmujemy w rachunku potencjaª podªo»a, energia potencjalna
elektronu wyniesie:

Utot(~r) = −|e|ϕtot(~r) + Uband(~r), (2.4)

gdzie Uband(~r) jest warto±ci¡ energii potencjalnej elektronu wynikaj¡c¡ z przesuni¦cia
dna pasma przewodnictwa w danym materiale (rys. 2.1c), a ϕtot(~r) oznacza caªko-
wity potencjaª elektrostatyczny dany wyra»eniem (2.1). Warunek na rozkªad g¦sto±ci
zjonizowanych donorów przyjmie posta¢:

ρd(~r) =





0 gdy Utot(~r) < ED

|e|nd(~r) gdy Utot(~r) > ED

, (2.5)

gdzie nd(~r) stanowi rozkªad g¦sto±ci wprowadzonych domieszek donorowych, a ED

stanowi energi¦ elektronu zwi¡zanego na dodatnim centrum donorowym, le»y ona
4.7 meV poni»ej dna pasma przewodnictwa GaAs. Zgodnie z przyj¦tym przez nas
poziomem odniesienia ED = EF = 0.

Zaªo»enie jednorodnego (ci¡gªego) rozkªadu ªadunku donorów jest mo»liwe dzi¦ki
obecno±ci niedomieszkowanych warstw buforowych � dolnej i górnej, które powoduj¡,
»e potencjaª pochodz¡cy od wielu punktowych ¹ródeª u±rednia si¦ w studni kwantowej.

2.3 Procedura numeryczna wyznaczania potencjaªu.
Rozwa»ana struktura posiada symetri¦ osiow¡, zatem rozkªad potencjaªu elektrostaty-
cznego zapisa¢ mo»na we wspóªrz¦dnych cylindrycznych, dzi¦ki czemu opis sprowadz-
imy do dwóch zmiennych (%, z). Równanie Poissona (2.3) w tych wspóªrz¦dnych
przyjmie posta¢:
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(
∂2

∂%2
+

1

%

∂

∂%
+

∂2

∂z2

)
ϕelst(%, z) +

ρd(%, z)

εε0

= 0. (2.6)

Równanie to rozwi¡zujemy iteracyjn¡ metod¡ nadrelaksacji. Jest to metoda ró»ni-
cowa, przy pomocy której wyznaczamy warto±ci potencjaªu na siatce. U»ywamy siatki
o staªych odlegªo±ciach mi¦dzyw¦zªowych, które wynosz¡: w kierunku z - ∆z = 2

nm, w kierunku % przyjmowali±my ∆% w zakresie od 2 nm dla maªych promieni kap-
turków (R < 80 nm) do 10 nm (dla R > 500 nm). Stosowanie siatki o w¦zªach
równoodlegªych dla funkcji gªadkich pozwala uzyska¢ przy pomocy trójpunktowego
ilorazu ró»nicowego dokªadno±¢ aproksymacji pochodnych rz¦du O(∆2):

∂f(x)

∂x
=
f(x+ ∆x)− f(x−∆x)

2∆x

+O(∆2
x)

∂2f(x)

∂x2
=
f(x+ ∆x) + f(x−∆x)− 2f(x)

∆2
x

+O(∆2
x).

(2.7)

Po zast¡pieniu pochodnych w równaniu (2.6) odpowiednimi ilorazami ró»nicowymi
otrzymamy:

ϕelst(%i + ∆%, zi) + ϕelst(%i −∆%, zi)− 2ϕelst(%i, zi)

∆2
%

+
1

%i

ϕelst(%i + ∆%, zi)− ϕelst(%i −∆%, zi)

2∆%

+
ϕelst(%i, zi + ∆z) + ϕelst(%i, zi −∆z)− 2ϕelst(%i, zi)

∆2
z

+
ρd(%i, zi)

εε0

= 0.

(2.8)

Równanie (2.8) stanowi zwi¡zek pomi¦dzy g¦sto±ci¡ ªadunku i warto±ci¡ potencjaªu
w punkcie centralnym oraz warto±ciami potencjaªu w czterech s¡siednich punktach.
Przegrupujemy wyrazy w równaniu tak, aby wyrazi¢ potencjaª w punkcie centralnym
przez pozostaªe wielko±ci:
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ϕelst(%i, zi) =
1

2

[
1

∆2
%

+
1

∆2
z

]−1

·
[
ϕelst(%i + ∆%, zi) + ϕelst(%i −∆%, zi)

∆2
%

+
1

%i

ϕelst(%i + ∆%, zi)− ϕelst(%i −∆%, zi)

2∆%

+
ϕelst(%i, zi + ∆z) + ϕelst(%i, zi −∆z)

∆2
z

+
ρd(%i, zi)

εε0

]
.

(2.9)

Wyra»enie to zostanie wykorzystane do iteracyjnego wyliczenia potencjaªu:

ϕn+1
elst (%i, zi) = (1− w)ϕn

elst(%i, zi) + w

[
1

∆2
%

+
1

∆2
z

]−1

·

·
[
ϕn

elst(%i + ∆%, zi) + ϕn
elst(%i −∆%, zi)

∆2
%

+
1

%i

ϕn
elst(%i + ∆%, zi)− ϕn

elst(%i −∆%, zi)

2∆%

+
ϕn

elst(%i, zi + ∆z) + ϕn
elst(%i, zi −∆z)

∆2
z

+
ρn

d(%i, zi)

εε0

]
,

(2.10)

gdzie w oznacza wag¦, któr¡ dobieramy tak, aby zoptymalizowa¢ zbie»no±¢ procedury
iteracyjnej.

Rozkªad potencjaªu liczymy przebiegaj¡c siatk¦ punktów w przestrzeni kolejno
w kierunkach % i z. Podczas pojedynczej iteracji warto±¢ funkcji ϕelst(%i, zi) mody�ku-
jemy dwustopniowo (rys. 2.2), najpierw w w¦zªach oznaczonych krzy»ami, nast¦pnie
w w¦zªach zaznaczonych okr¦gami. Zabieg ten zwi¦ksza stabilno±¢ procedury itera-
cyjnej.

j j j j

j j j

j j j j

@@ @@ @@¡¡ ¡¡ ¡¡

@@ @@ @@ @@¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡

@@ @@ @@¡¡ ¡¡ ¡¡
6

-

z

%

Rys. 2.2: Kolejno±ci oblicze« na w¦zªach siatki.

W wyra»eniu (2.10) znajduje si¦ wyraz zawieraj¡cy 1

%
, dlatego nie mo»emy u»y¢

tego wyra»enia do wyznaczenia potencjaªu na osi symetrii ϕn
elst(0, z).
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Mo»emy skorzysta¢ natomiast z faktu, »e dla % = 0 pochodna funkcji ϕelst(%, z) po
% musi si¦ zerowa¢:

∂ϕelst(%, z)

∂%

∣∣∣∣
%→ 0+

= 0. (2.11)

Aproksymacj¦ pochodnej prawostronnej na siatce:

∂ϕelst(%, z)

∂%+
=

4ϕelst(%i + ∆%, zi)− 3ϕelst(%i, zi)− ϕelst(%i + 2∆%, zi)

2∆%

+O(∆2
%) (2.12)

u»yjemy do warunku (2.11) aby uzyska¢ formuª¦ do procedury iteracyjnej:

ϕn+1
elst (0, zi) =

1

3
[4ϕn

elst(∆%, zi)− ϕn
elst(2∆%, zi)] . (2.13)

2.4 Warunki brzegowe dla rozwi¡zania równania
Poissona.

Wyznaczaj¡c ϕelst z równania Poissona nakªadamy na rozwi¡zanie warunek brzegowy
na powierzchni otaczaj¡c¡cej interesuj¡cy nas obszar, zaznaczony schematycznie na
rys. 2.1.b lini¡ czerwon¡. Obszar ten ma posta¢ cylindra z naªo»onym kapturkiem.
Na powierzchniach górnej metalowej elektrody - bramki oraz dolnej elektrody - podªo»a,
warto±¢ caªkowitego potencjaªu ϕtot jest ustalana w eksperymencie przez przyªo»one
napi¦cia [86]:

ϕtot(~relektroda) = Vg + Usch, (2.14)

gdzie Usch jest wysoko±ci¡ bariery Schottky'ego.

Zale»no±¢ na ϕelst wyznaczamy korzystaj¡c z równania (2.1):

ϕelst(~relektroda) = ϕtot(~relektroda)− ϕeqd(~relektroda). (2.15)

Ta procedura pozwala uwzgl¦dni¢ w rachunku ªadunek indukowany na elektrodach
przez elektrony uwi¦zione w kropce kwantowej.

Na powierzchni bocznej cylindra przyjmujemy warunek brzegowy von Neumanna.
Zakªadaj¡c neutralno±¢ ªadunkow¡ struktury »¡damy zerowania si¦ normalnej do po-
wierzchni skªadowej pola elektrycznego:
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~n · ~E = 0. (2.16)

T¦ zale»no±¢ stosujemy w ka»dej iteracji w postaci:

ϕn+1
tot (Rc, z) = ϕn

tot(Rc −∆%, z). (2.17)

W rzeczywisto±ci powy»szy warunek brzegowy jest speªniony dla Rc →∞, postawienie
go w sko«czonej odlegªo±ci od kropki kwantowej mo»e prowadzi¢ do zafaªszowania
przebiegu potencjaªu. Musimy zatem przyj¡¢ tak¡ wielko±¢ pudªa obliczeniowego, aby
niedokªadno±¢ wyznaczenia warto±ci potencjaªu w centrum struktury spowodowana
przybli»onym charakterem warunku brzegowego byªa do pomini¦cia. Przeprowadzono
nast¦puj¡cy rachunek testowy, maj¡cy na celu dobór wielko±ci obszaru oblicze«:

Rys. 2.3: Zale»no±¢ funkcjonaªu I (2.18) od wielko±ci obszaru oblicze« Rc. Pocz¡tkowa
wielko±¢ Rc jest nieco wi¦ksza od promienia kapturka R = 205 nm.

1. Przyjmujemy pocz¡tkow¡ wielko±¢ obszaru Rc.

2. Wyznaczamy funkcj¦ ϕelst(~r) na caªym obszarze.

3. Wyznaczamy funkcjonaª :

I = − |e|
Ωdot

∫

Ωdot

ϕelst(~r)d
3r. (2.18)
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4. Je±li wraz ze zwi¦kszaniem Rc funkcjonaª I nie zmienia si¦ ko«czymy procedur¦,
w przeciwnym wypadku zwi¦kszamy Rc i przechodzimy do punktu 2.

Na rys. 2.2 zamieszczono zale»no±¢ funkcjonaªu I od wielko±ci obszaru oblicze«
Rc, dla struktury o promieniu kapturka R = 205 nm. Dla maªego obszaru oblicze«
potencjaª jest silnie uzale»niony od Rc. Dla Rc > 2R funkcjonaª I(Rc) jest staªy, dalsze
zwi¦kszanie odlegªo±ci brzegu od kropki kwantowej nie wpªynie na potencjaª w kropce,
mo»emy wi¦c do rachunku wªa±ciwego u»y¢ tej warto±ci Rc.

2.5 Samouzgodnienie pole-ªadunek.
Wyst¦puj¡ca w równaniu (2.3) g¦sto±¢ ªadunku pochodzi od zjonizowanych donorów.
Jej zale»no±¢ od rozkªadu potencjaªu dana jest wyra»eniem (2.5). W rezultacie zale»y
ona od rozkªadu potencjaªu, który przy jej pomocy wyliczamy. Uwzgl¦dnili±my ten
fakt poprzez umieszczenie przy ρ w równaniu (2.10) indeksu n, który pozwala zmienia¢
rozkªad g¦sto±ci ªadunku w trakcie iteracji.

Drugi rodzaj ªadunku wyst¦puj¡cy w nanourz¡dzeniu - ªadunek elektronów uwi¦-
zionych w kropce kwantowej wchodzi do równania Poissona poprzez warunek brzegowy.
Jego rozkªad g¦sto±ci znajdujemy rozwi¡zuj¡c kwantowy problem ukªadu kilku elek-
tronów w potencjale zewn¦trznym Uconf (~r), który wydzielamy z potencjaªu Utot(~r) ode-
jmuj¡c od niego potencjaª pochodz¡cy od elektronów uwi¦zionych w kropce kwantowej
−|e|ϕeqd(~r) :

Uconf(~r) = Utot(~r) + |e|ϕeqd(~r) = −|e|ϕelst(~r) + Uband(~r). (2.19)

Rachunki te nawet w przypadku obecno±ci tylko jednego elektronu w kropce kwan-
towej s¡ czasochªonne i nie mog¡ by¢ wykonywane w ka»dej iteracji. Wprowadzamy
dla nich dodatkow¡ p¦tl¦ iteracyjn¡. Rachunki iteracyjne prowadzimy do uzyskania
samouzgodnienia rozkªadu ªadunku pochodz¡cego od obydwu ¹ródeª i rozkªadu poten-
cjaªu elektrostatycznego. Post¦pujemy wedªug schematu (rys 2.4):

1. Ustalamy napi¦cie przyªo»one do elektrod i liczb¦ elektronów uwi¦zionych w kropce
kwantowej. Narzucamy warunki brzegowe na potencjaª caªkowity ϕtot na elek-
trodzie.
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2. Wprowadzamy warunki pocz¡tkowe. Ich trafny wybór skraca istotnie czas obli-
cze«. We wszystkich punktach le»¡cych poni»ej kapturka przyjmujemy, »e donory
nie s¡ zjonizowane, za± w pozostaªym obszarze przyjmujemy rozkªad jonizacji
wyznaczony analitycznie dla przypadku % >> R.

Rozkªad g¦sto±ci ªadunku N elektronów uwi¦zionych pomi¦dzy barierami przyj-
mujemy w postaci:

ρeqd(%, z) =





Ne

π2a2d
exp

(
−%

2

a2

)
· cos

( π

2d
(z − z0)

)
; gdy |z − z0| < d

2

0 ; gdy |z − z0| ≥ d

2

,

(2.20)

gdzie d = 12.5 nm jest szeroko±ci¡ studni kwantowej, a = 30 nm - rozmiarem
gaussianu w kierunku %, z0 = 80.75 nm - ±rodkiem studni kwantowej.

3. Wedªug wzoru (2.2) liczymy potencjaª ϕeqd(~r) pochodz¡cy od ªadunku uwi¦zio-
nego w kropce. Korzystaj¡c z warunków brzegowych na ϕtot(~r), znajdujemy
warunki brzegowe na ϕelst(~r) korzystaj¡c z równo±ci (2.15).

4. Wykonujemy procedur¦ iteracyjn¡, w kolejnych krokach wyznaczaj¡c:

(a) potencjaª wewn¡trz obszaru oblicze« zgodnie z (2.10), nast¦pnie (2.13)

(b) potencjaª na brzegu z warunku (2.17)

(c) rozkªad ªadunku donorów z (2.5),

a» do uzyskania samouzgodnienia rozkªadu potencjaªu elektrostatycznego z g¦s-
to±ci¡ ªadunku zjonizowanych donorów.

5. Rozwi¡zujemy problem wªasny ukªaduN elektronów uwi¦zionych w kropce kwan-
towej utworzonej przez potencjaª wyliczony w punkcie 4. Znajdujemy nowy
rozkªad g¦sto±ci elektronów w kropce i wracamy do punktu 3. Samouzgodnienie
g¦sto±ci ªadunku uwi¦zionych w kropce elektronów uzyskujemy bardzo szybko,
zazwyczaj w kilku krokach iteracyjnych (3-5).

Procedura iteracyjna wykonywana w punkcie 4 przedstawionego schematu jest za-
zwyczaj bardzo wolno zbie»na. Wynika to st¡d, »e zmiany potencjaªu w danym punkcie
powoduj¡ zmiany rozkªadu zjonizowanych donorów, które wchodz¡ do nast¦pnej itera-
cji.
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Rys. 2.4: Schemat algorytmu iteracyjnego sªu»¡cego do wyznaczenia potencjaªu
uwi¦zienia w nanourz¡dzeniu. Z lewej strony przedstawiono blok zawieraj¡cy p¦tl¦
samouzgodnienia pole � ªadunek elektronów w kropce. Z prawej zamieszczono schemat
algorytmu wyznaczania ϕelst.

Powoduje to oscylacje, które zanikaj¡ tylko przy bardzo maªych wagach, co spowal-
nia rachunki. W rezultacie uzyskanie samouzgodnienia wymaga kilkudziesi¦ciu tysi¦cy
przebiegów caªej siatki punktów.

Znaczn¡ popraw¦ zbie»no±ci uzyskuje si¦ wprowadzaj¡c symulowane �schªadzanie�
ukªadu. Pomiary, których wyniki staramy si¦ odtworzy¢ wykonywane byªy w skrajnie
niskich temperaturach (kilkadziesi¡t mK). Rozkªad obsadze« stanów elektronowych
jest praktycznie zero-jedynkowy (2.5). Je»eli jednak wprowadzimy rozkªad Fermiego
Diraca dla temperatur sko«czonych, wtedy ulegn¡ zmianie rozkªady ªadunków zjoni-
zowanych donorów. Rozkªad g¦sto±ci zjonizowanych donorów przechodzi w:

ρd(~r) =
|e|nd(~r)

1 +
1

2
exp

(
ED − Utot(~r)

kBT

) . (2.21)

W granicy T → 0 rozkªad ten przechodzi w rozkªad dany wyra»eniem (2.5).
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Procedur¦ iteracyjn¡ zaczynamy zakªadaj¡c temperatur¦ ok. T = 15 K, czyli zna-
cznie wi¦ksz¡ od nominalnej, ale przy takiej temperaturze nie pojawiaj¡ si¦ oscylacje
rozkªadów i zbie»no±¢ uzyskuje si¦ bardzo szybko. Nast¦pnie w kolejnych krokach it-
eracyjnych obni»amy temperatur¦ do nominalnej.
Dzi¦ki symulowanemu �schªadzaniu� zbie»no±¢ uzyskuje si¦ przy dwudziestokrotnie
mniejszej liczbie iteracji.

Na rysunkach 2.5.a-b przedstawiono rozkªady ªadunków w podªo»u uzyskane dla
wysokiej i niskiej temperatury. Granica pomi¦dzy obszarem zjonizowanych i niezjoni-
zowanych donorów dla temperatur wysokich jest ªagodna, a dla temperatur niskich
bardzo ostra. W odró»nieniu od donorów znajduj¡cych si¦ w warstwie podªo»owej,
donory w warstwie blokuj¡cej ulegaj¡ caªkowitej jonizacji. W tym obszarze g¦sto±¢
ªadunku ρd(~r) = |e|nd(~r).

Rys. 2.5: Rozkªad ªadunku zjonizowanych donorów ρd(%, z) w podªo»u, (a) w tempe-
raturze T = 15 K, (b) w temperaturze 40 mK.

2.6 Odtworzenie wyników eksperymentalnych.
W obliczeniach przyj¦li±my szeroko±ci warstw póªprzewodnika i wysoko±¢ kapturka
zgodnie z podanymi przez autorów eksperymentu, przesuni¦cie dna pasma przewod-
nictwa GaAs wzgl¦dem AlGaAs równe 220 meV, pozostaªe dane materiaªowe takie jak
wysoko±¢ bariery Schottky'ego mi¦dzy bramk¡, a warstw¡ GaAs (0.65 meV), wzgl¦dn¡
przenikalno±¢ dielektryczn¡ (12.5) i mas¦ efektywn¡ (0.067) zgodnie z danymi litera-
turowymi dla GaAs [58].
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Spo±ród parametrów opisuj¡cych nanostruktur¦, dwa nie mog¡ by¢ okre±lone w eks-
perymencie z wystarczaj¡c¡ dokªadno±ci¡. Jest to promie« kapturka R oraz koncen-
tracja nd donorów w barierze blokuj¡cej. Promie« kapturka nie mo»e by¢ precyzyjnie
zmierzony, poniewa» w procesie technologicznym przykryty zostaª metalow¡ elektrod¡,
a w rachunku R oznacza promie« cylindra wykonanego z GaAs. Trudno±¢ z okre±le-
niem koncentracji domieszek z kolei wynika z faktu, »e proces ich rozmieszczania jest
przypadkowy. Krzem mo»e zajmowa¢ zarówno pozycj¦ galu-glinu jak i arsenu.
W zale»no±ci od tego, który pierwiastek zostaª podmieniony otrzymamy domieszk¦
donorow¡ lub akceptorow¡. W procesie technologicznym MBE, w którym wytworzono
struktur¦ warstwow¡, stosunek donorów do wszystkich domieszek mo»na zmienia¢ w za-
kresie 40%− 95% [62], w zale»no±ci od nieznanych nam warunków wytwarzania takich
jak temperatura czy ci±nienie par.

Rys. 2.6: Potencjaª elektrochemiczny µN dla N = 1, 2, 6, 12 i 20 elektronów w funkcji
napi¦cia Vg. Lini¡ poziom¡ zaznaczono energi¦ Fermiego, liniami pionowymi napi¦cia,
dla których s¡ obserwowane piki pojemno±ciowe w eksperymencie [83]
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Oba niedokªadnie wyznaczone parametry zostaªy w rachunku dobrane tak, by od-
tworzone byªy dane eksperymentalne. W rezultacie model zawiera dwa parametry
dopasowania. Od promienia kapturka R zale»y ksztaªt potencjaªu uwi¦zienia, który
z kolei wpªywa na warto±¢ energii oddzielaj¡cej poszczególne piki spektroskopii pojem-
no±ciowej, podczas gdy od koncentracji donorów nd zale»y warto±¢ napi¦cia bramki,
dla którego pierwszy elektron zostanie zwi¡zany w kropce. Warto±ci R i nd zostaªy
dobrane tak, aby odtworzy¢ poªo»enie dwóch pików pojemno±ciowych � pierwszego
i dwudziestego, który jest jednym z ostatnich dobrze widzianych w eksperymencie.
Ostatni pik zostaª wybrany dlatego, »eby pomniejszy¢ znaczenie bª¦du wyznaczenia
poªo»enia piku wynikaj¡cego z zaniedbania w rachunku tzw. potencjaªu �uktuuj¡cego.
Potencjaª ten przesuwa lekko piki pojemno±ciowe, jego obecno±¢ jest wyra¹nie widoczna
w eksperymencie.

Na rysunku 2.6 przedstawiony jest sposób wyznaczania napi¦¢ przyªo»onych do
bramki, dla których wyst¡pi¡ piki pojemno±ciowe. Uko±ne linie oznaczaj¡ warto±ci
tzw. potencjaªów elektrochemicznych kropek kwantowych zawieraj¡cych kolejno
N = 1, 2, 6, 12 i 20 elektronów. Odpowiadaj¡ one kolejnym zamkni¦tym powªokom
sztucznego atomu o symetrii cylindrycznej. Potencjaª elektrochemiczny de�niowany
jest jako ró»nica energii caªkowitej ukªadów N i N − 1 elektronów: µN = EN −EN−1,
gdzie EN jest energi¡ stanu podstawowego ukªadu N elektronów uwi¦zionych w kropce
kwantowej. Energie EN wyznaczyli±my metod¡ Hartree-Focka. Linia przerywana na
rysunku 2.6 przedstawia energi¦ Fermiego EF . Wyrównanie energii Fermiego z potenc-
jaªem elektrochemicznym okre±la warunki, dla których mo»liwe s¡ przej±cia N -tego
elektronu do kropki i z powrotem. Punkty przeci¦cia wykresów odpowiadaj¡cych po-
tencjaªom elektrochemicznym z prost¡ reprezentuj¡c¡ energi¦ Fermiego wyznaczaj¡
napi¦cia bramki, dla których pojawiaj¡ si¦ piki pojemno±ciowe. Linie pionowe na
rysunku 2.6 zostaªy narysowane dla warto±ci napi¦¢ bramki odpowiadaj¡cych ekspery-
mentalnym pikom pojemno±ciowym. Widzimy, »e poªo»enia przedstawionych 5-ciu
pików pojemno±ciowych s¡ dobrze odtworzone.

Wyniki przedstawione na tym rysunku otrzymano dla R = 205 nm i
nd = 4.62 · 1017 cm−3, które odpowiada dwuwymiarowej koncentracji zjonizowanych
donorów na poziomie 1.6·1012 cm−2 w warstwie o domieszkowaniu typu δ. U»ywaj¡c tak
dobranych warto±ci obydwu parametrów wyliczyli±my zale»no±¢ poªo»enia pierwszych
dwóch pików pojemno±ciowych od pola magnetycznego. Odpowiadaj¡ one ukªadom
jedno- i dwu-elektronowym, dla których poziomy energetyczne mog¡ by¢ wyznaczone
dokªadnie (bez korzystania z przybli»enia Hartree-Focka).
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Rys. 2.7: Potencjaª elektrochemiczny µN w funkcji pola magnetycznego dla jednego
(N=1) i dwóch (N=2) elektronów. Wyznaczony przez nas numerycznie oznaczyli±my
liniami, eksperymentalny symbolami.

Krzywe ci¡gªe na rys. 2.7 przedstawiaj¡ wyznaczony numerycznie potencjaª elek-
trochemiczny µN dla N = 1 i 2. Na wykresie wyniki oblicze« porównywane s¡ z
danymi eksperymentalnymi, które zaznaczono kwadratami. Obliczenia dobrze odt-
warzaj¡ warto±¢ pola magnetycznego, dla którego pojawia si¦ na wykresie �zaªamanie�
wynikaj¡ce z przej±cia singlet-tryplet dla ukªadu kropki kwantowej z dwoma elektron-
ami. Ta zgodno±¢ oznacza, »e ksztaªt potencjaªu (energia oscylatora) jest wyznaczony
poprawnie z równania Poissona. Dotychczasowa interpretacja wyniku eksperymental-
nego bazuj¡ca na zaªo»eniu parabolicznego potencjaªu uwi¦zienia z energi¡ oscylatora
dobran¡ do energii stanu podstawowego ukªadu jednoelektronowego h̄ω0 = 5.4 meV
daje przej±cie singlet-tryplet dla okoªo 2-krotnie wi¦kszego pola magnetycznego.

Dla du»ych pól magnetycznych krzywa ci¡gªa ró»ni si¦ od warto±ci eksperymental-
nych, co wynika z zaniedbania w modelu niektórych dodatkowych efektów takich jak:
potencjaªu �uktuuj¡cego lub zmiany wysoko±ci bariery Schottkiego w polu magnety-
cznym.

2.7 Dwa obszary lokalizacji elektronu.
Na rys. 2.8 zamieszczono przebieg energii potencjalnej elektronu Uconf (%, z) w nano-
strukturze, grub¡ czerwon¡ lini¡ zaznaczono poziom Fermiego EF . Na rysunku wida¢
dwa obszary o energii mniejszej od zera � a wi¦c dwa mo»liwe miejsca lokalizacji elek-
tronu. Jedno znajduje si¦ w studni kwantowej (w ukªadzie podwójnej bariery), drugie
w warstwie buforowej.
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Rys. 2.8: Przebieg energii potencjalnej elektronu Uconf (%, z) w nanourz¡dzeniu. Czer-
won¡ lini¡ zaznaczono poziom Fermiego.

Nanourz¡dzenia dyskutowane w pracach [37�40, 83] byªy konstruowane z my±l¡, »eby
kropka generowaªa si¦ w studni kwantowej.
Jednak dla struktury o du»ym promieniu kapturka oraz odpowiednim napi¦ciu pracy
caªkowita energia elektronu zlokalizowanego w warstwie buforowej jest ni»sza ni» ener-
gia elektronu zlokalizowanego w ukªadzie podwójnej bariery. Elektron b¦dzie si¦ zatem
lokalizowaª w warstwie buforowej, tworz¡c bardzo rozlegª¡ kropk¦ kwantow¡, tak jak
pokazano na rys. 2.9.a. Rozkªad ten uzyskano dla struktury o promieniu kapturka 550

nm dla napi¦cia Vg = 0.41 V.
Elektron zlokalizowany w tej kropce mo»e by¢ przeniesiony z powrotem do podªo»a

przez zmniejszenie napi¦cia Vg. Zwi¡zane jest to z �efektem d¹wigni�, energia po-
tencjalna w podªo»u stanowi¡cym podstaw¦ d¹wigni wynosi zawsze zero, za± �rami¦�
d¹wigni umieszczone jest w elektrodzie.
Przy zwi¦kszeniu napi¦cia Vg energia potencjalna w pobli»u metalowej elektrody zmieni
si¦ o warto±¢ zmiany napi¦cia |e|∆Vg, w podªo»u pozostanie staªa i równa zero. Pomi¦dzy
elektrod¡ a podªo»em zmiana energii wyniesie uªamek |e|∆Vg.

Stosunek zmiany energii potencjalnej w kropce do zmiany napi¦cia przyªo»onego
do elektrody nazywany jest wspóªczynnikiem konwersji. Wspóªczynnik konwersji dla
kropki w studni jest wi¦kszy ni» dla kropki w podªo»u, gdy» studnia znajduje si¦
bli»ej elektrody, dlatego przy podwy»szaniu ujemnego napi¦cia Vg elektron z podªo»a
przejdzie do studni (rys. 2.9.b).
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Rys. 2.9: Rozkªad ªadunku elektronu w buforze (a) i w studni (b). Liniami czerwonymi
zaznaczono poªo»enie bariery tunelowej.

Przej±cie to jest bardzo gwaªtowne, zachodzi przy zmianie napi¦¢ rz¦du jednego mV.
�agodne przej±cie elektronu z podªo»a do bufora, lub z podªo»a do studni (rys. 2.10)
wymaga zmiany napi¦cia rz¦du 20 mV, co jest znacznie wi¦ksz¡ warto±ci¡ ni» amplituda
napi¦cia zmiennego Vdc u»ytego w eksperymencie. Za powstanie piku pojemno±ciowego
odpowiada zatem przej±cie elektronu pomi¦dzy kropkami.

Pokazali±my tylko jako±ciowy opis tego efektu, gdy» bezpo±rednia blisko±¢ silnie
domieszkowanej warstwy podªo»owej oraz bardzo ªagodny przebieg potencjaªu elek-
trostatycznego sprawia, »e elektrony w kropce le»¡cej w warstwie buforowej bardzo
silnie odczuwaj¡ potencjaª �uktuuj¡cy.

2.8 Ksztaªt potencjaªu uwi¦zienia.
Rozwa»my kropk¦ kwantow¡ powstaj¡c¡ w studni. Energia Uconf (%) = Uconf (%, z0)

stanowi potencjaª uwi¦zienia bocznego dla z0 ustalonego w studni kwantowej.
Zale»no±¢ Uconf (%) od napi¦cia bramki Vg przedstawiono na kwazitrójwymiarowym
rysunku 2.11. Gruba ci¡gªa linia odpowiada energii Fermiego przesuni¦tej o ener-
gi¦ jednoelektronowego stanu podstawowego dla ruchu skwantowanego w kierunku z

w studni kwantowej. Jak wida¢ na rys. 2.11 potencjaª uwi¦zienia bocznego mo»e by¢
przybli»ony paraboliczn¡ funkcj¡ %. Rosn¡ce (ujemne) napi¦cie bramki obni»a energi¦
potencjaln¡ elektronu. Prowadzi to do lokalizacji kolejnych elektronów w kropce, co
powoduje skokowe obni»enie energii wi¡zania.
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Rys. 2.10: G¦sto±¢ ªadunku elektronu na osi symetrii (% = 0) w funkcji napi¦cia
przyªo»onego do bramki.

Ten efekt jest spowodowany pojawieniem si¦ ªadunku indukowanego na elektrodach.
Zmiana napi¦cia bramki praktycznie nie zmienia ksztaªtu potencjaªu uwi¦zienia bocz-
nego. Na ksztaªt ten ma natomiast wpªyw geometria poszczególnych elementów na-
nourz¡dzenia. Najwi¦kszy wpªyw ma promie« kapturka R. Przebiegi potencjaªu
uwi¦zienia bocznego dla wybranych promieni przedstawione s¡ na rys. 2.12.a-2.12.d
czarnymi kóªkami. Na rysunkach tych przedstawione s¡ równie» ich dopasowania
funkcj¡ eksponencjalno-wykªadnicz¡ (linie ci¡gªe) [87]:

U(%) = −U0exp[−(%/L)p]. (2.22)

Na rysunku 2.12.a przedstawili±my energi¦ potencjaln¡ uwi¦zienia bocznego dla promienia
kapturka R = 205 nm, którego wielko±¢ dopasowali±my do danych eksperymentalnych
w podrozdziale 2.6.

Lini¡ przerywan¡ zaznaczyli±my parabol¦ najlepiej dopasowan¡ do warto±ci poten-
cjaªu przy osi. Parabola ta dobrze pasuje do przebiegu tylko dla % < 100 nm. Dalszy
zasi¦g paraboliczno±ci uzyskali±my dla struktury o promieniu kapturka 120 nm, dla
której przebieg Uconf (%) wraz z dopasowaniami przedstawili±my na rys. 2.12.d.
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Rys. 2.11: Zale»no±¢ energii potencjalnej uwi¦zienia bocznego od napi¦cia przyªo»onego
do bramki. Grub¡ lini¡ zaznaczono poªo»enie poziomu Fermiego przesuni¦tego o ener-
gi¦ jednoelektronowego stanu podstawowego dla prostok¡tnej studni potencjaªu o sze-
roko±ci 12.5 nm. Podano liczb¦ elektronów uwi¦zionych w kropce dla odpowiednich
przedziaªów napi¦¢ bramki. Promie« kapturka jest ustalony i wynosi 205 nm.

Równie» dla tej struktury zasi¦g dobrego dopasowania jest ograniczony. Tej wady
pozbawione s¡ dopasowania funkcj¡ (2.22), które bardzo dobrze odtwarzaj¡ przebiegi
energii potencjalnej uwi¦zienia bocznego w caªym obszarze poni»ej bramki.

Szczególnym przypadkiem (2.22) jest funkcja Gaussa (p = 2), która stanowi naj-
lepsze przybli»enie (2.22) dla maªych promieni kapturka R. Uconf (%), którego przebieg
jest prawie idealnym gaussianem otrzymali±my dla R = 70 nm (rys. 2.12.c).
Zastosowanie modelowego potencjaªu w postaci funkcji Gaussa pozwala na uproszcze-
nie oblicze« [69].

Dla du»ych promieni kapturka przebieg Uconf (%) zbli»ony jest do prostok¡tnej studni
potencjaªu (rys. 2.12.b). Pªaskie dno tej studni sprawia, »e istotny staje si¦ �uktuuj¡cy
potencjaª pochodz¡cy od zjonizowanych domieszek. Jego obecno±¢ powoduje, »e elek-
trony b¦d¡ lokalizowa¢ si¦ w wielu przypadkowych minimach, potencjaª ten w widmie
spektroskopii pojemno±ciowej objawi si¦ przypadkowym rozkªadem linii.
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Rys. 2.12: Przebieg energii potencjalnej uwi¦zienia bocznego (kóªka) dla struktur o
promieniu kapturka (a) R = 205 nm, (b) R = 800 nm, (c) R = 70 nm i (d) R = 120
nm. Liniami ci¡gªymi zaznaczyli±my dopasowanie funkcj¡ (2.22), liniami przerywanymi
na (a) i (d) przybli»enie paraboliczne.

Przebiegi potencjaªów 2.12.a,b,c,d byªy wyznaczane dla napi¦¢ Vg wynosz¡cych od-
powiednio −0.375,−0.470,+0.100 i −0.125 V. Napi¦cia te dobrano tak, »eby w kropce
zwi¡zany byª jeden elektron.
Zauwa»my, »e parametr L z dopasowania (2.22) jest zbli»ony do promienia kapturka R.
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2.9 Optymalizacja parametrów nanourz¡dzenia.
Pokazali±my ju», »e wyznaczony przez nas potencjaª elektrostatyczny odtwarza ekspery-
mentalne dane z pracy [83]. Mo»emy wi¦c przebada¢ wpªyw parametrów nanourz¡dze-
nia na jego podstawowe wªasno±ci �zyczne.

Rys. 2.11 i 2.12 pokazuj¡, »e potencjaª uwi¦zienia bocznego mo»e by¢ przybli»ony
funkcj¡ paraboliczn¡, je±li promie« kropki nie jest zbyt du»y. Dzi¦ki temu elektronowe
wªasno±ci kropek mog¡ by¢ opisane za pomoc¡ modelowego, parabolicznego potencjaªu
uwi¦zienia. Jednak jak widzimy na rys. 2.12 obszar parabolicznego przebiegu jest
ograniczony. Odst¦pstwo modelowego i prawdziwego przebiegu potencjaªu nie b¦dzie
miaªo znaczenia, gdy rozkªad g¦sto±ci ªadunku zwi¡zanych elektronów b¦dzie le»aª
w obszarze parabolicznego przebiegu potencjaªu.

Spójrzmy jak to wygl¡da w przypadku realnego nanourz¡dzenia wykorzystanego
w pracach [37�40,83], dla którego przebieg potencjaªu zilustrowany jest na rys. 2.12.a.
Na rys. 2.13 przedstawione s¡ dwa przebiegi potencjaªu w centralnej cz¦±ci nanourz¡-
dzenia, dla napi¦cia Vg = −0.375 V, przy którym w kropce wi¡»e si¦ jeden elektron,
oraz dla Vg = −0.292 V, przy którym w kropce wi¡»e si¦ 20 elektronów. Rozkªad
g¦sto±ci ªadunku elektronów w kropce zaznaczony jest liniami czerwonymi dla N = 1

i N = 20. Na rys. 2.13 krzy»yki odpowiadaj¡ rozwi¡zaniu numerycznemu równa-
nia Poissona (2.3) w w¦zªach siatki, a linie ci¡gªa i kreskowana pokazuj¡ paraboliczne
przybli»enia tych rozwi¡za«. Widzimy, »e potencjaª uwi¦zienia jest prawie parabo-
liczny w obszarze lokalizacji elektronów.
Zarówno pojedynczy elektron, jak i ukªad 20-elektronowy bardzo sªabo penetruj¡ ob-
szar, w którym wyst¦puje odst¦pstwo potencjaªu od ksztaªtu parabolicznego.

Paraboliczn¡ energi¦ potencjaln¡ uwi¦zienia bocznego:

U(%) = U0 +me
ω2

0

2
%2 (2.23)

charakteryzuj¡ dwa parametry: U0 - warto±¢ potencjaªu w minimum oraz ω0 - okre±la-
j¡ce ksztaªt potencjaªu uwi¦zienia blisko minimum. Kwant energii oscylatora tj. h̄ω0

mo»e by¢ interpretowany jako energia wzbudzenia elektronu w kropce kwantowej.
Do opisu elektronowych wªasno±ci parabolicznej kropki kwantowej wystarczy znajo-
mo±¢ wielko±ci U0 i h̄ω0. Wielko±ci te z kolei s¡ uzale»nione od napi¦cia Vg, ilo±ci
elektronów w kropce i parametrów nanourz¡dzenia np. domieszkowania lub promienia
kapturka.
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Rys. 2.13: Przebieg energii potencjalnej uwi¦zienia bocznego (krzy»yki) oraz ich dopa-
sowania (linie czarne), w sytuacji gdy lokalizuje si¦ N = 1 i 20 elektronów. Poziom¡
lini¡ zaznaczono energi¦ Fermiego. Czerwonymi liniami zaznaczono radialny rozkªad
g¦sto±ci ªadunku elektronów zlokalizowanych w kropce dla jednego i N = 20 elek-
tronów.

Zale»no±¢ U0 i h̄ω0 od napi¦cia bramki przedstawiona jest na rys. 2.14. h̄ω0 bardzo
sªabo ro±nie wraz z wzrostem napi¦cia na bramce, natomiast dno studni potencjaªu
U0 obni»a si¦ liniowo wraz ze wzrostem Vg, co oznacza, »e wspóªczynnik konwersji jest
w przybli»eniu staªy (równy ∼ −0.5 meV/mV). Staªo±¢ czynnika konwersji wynika
z prostej budowy urz¡dzenia, przypominaj¡cej kondensator pªaski.

Na rys. 2.15 przedstawili±my zale»no±¢ U0 i h̄ω0 od ilo±ci elektronów zlokali-
zowanych w studni. Energia wi¡zania h̄ω0 bardzo wolno ro±nie, a dno studni potencjaªu
U0 opada liniowo wraz ze wzrostem ilo±ci elektronów N uwi¦zionych w kropce kwan-
towej. Zale»no±¢ ta jest spowodowana zmian¡ ªadunku indukowanego na elektrodach,
wynikaj¡c¡ z obecno±ci ªadunku w kropce.
Ka»dy dodatkowy elektron obni»a poªo»enie minimum potencjaªu o okoªo 1 meV.
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Rys. 2.14: Zale»no±¢ h̄ω0 oraz warto±¢ potencjaªu w minimum U0 od napi¦cia bramki
Vg dla wybranych warto±ci domieszkowania nd.

U0 jest liniow¡ funkcj¡ N , gdy» ilo±¢ ªadunku indukowanego jest wprost proporcjo-
nalna do ilo±ci elektronów w kropce. Z zale»no±ci U0 od liczby elektronów zwi¡zanych
w kropce wynika wa»na �zyczna wªasno±¢ nanourz¡dzenia � okazuje si¦, »e zwi¦ksze-
nie liczby elektronów powoduje pogª¦bienie potencjaªu. Efekt ten znacznie wpªywa
na elektronowe wªasno±ci kropki. Jego dyskusja przedstawiona jest w pracy [84] oraz
w rozdziale czwartym rozprawy.
Na rysunkach 2.14 i 2.15 wida¢ równie», »e wzrost domieszkowania powoduje obni»enie
liniowych funkcji U0(Vg), ale nie wpªywa na ich nachylenie.

Na rys. 2.16 przedstawiona jest zale»no±¢ U0 i h̄ω0 od koncentracji nd zjonizowanych
donorów dla trzech warto±ci promienia kapturka R. Jak widzimy energia wi¡zania h̄ω0

jest prawie niezale»na od nd, a dno studni potencjaªu U0 opada w dóª, w przybli»eniu
liniowo wraz ze wzrostem nd.
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Rys. 2.15: Zale»no±¢ h̄ω0 oraz warto±¢ potencjaªu w minimum U0 od ilo±ci elektronówN
dla wybranych warto±ci domieszkowania nd

Liniowa zale»no±¢ U0 i h̄ω0 od koncentracji zjonizowanych donorów jest raczej nieoczeki-
wanym wynikiem.

W przeciwie«stwie do liniowych zale»no±ci pokazanych na rys. 2.14-2.16 zale»no±¢
warto±ci U0 i h̄ω0 od promienia kapturka R jest silnie nieliniowa (rys. 2.17).
Warto±¢ potencjaªu w minimum U0 szybko opada wraz z R. Energia wzbudzenia
oscylatora h̄ω0 jest niemonotoniczn¡ funkcj¡ R, ro±nie wraz ze wzrostem promienia dla
R < 65 nm, przyjmuje maksimum dla R = 65 nm, nast¦pnie maleje wraz z wzrostem R.
Interesuj¡ce jest to, »e maksymalna warto±¢ h̄ω0 = 6.9 meV odpowiada potencjaªowi
uwi¦zienia bocznego o ksztaªcie prawie idealnego Gaussianu (rys. 2.12.c).
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Rys. 2.16: Zale»no±¢ h̄ω0 oraz warto±¢ potencjaªu w minimum U0 od g¦sto±ci
domieszkowania nd dla wybranych warto±ci promienia kapturka R.

Rys. 2.17 przedstawia równie» warto±¢ ∆U , która jest zde�niowana jako:

∆U = Uconf (Rc, z0)− Uconf (0, z0), (2.24)

gdzie Rc jest promieniem cylindrycznej powierzchni, która stanowi warunek brzegowy,
a z0 odpowiada granicy mi¦dzy studni¡ kwantow¡ a barier¡ blokuj¡c¡.
∆U mo»e by¢ interpretowana jako gª¦boko±¢ jamy potencjaªu uwi¦zienia bocznego
i jest odpowiedzialna za ograniczenie ruchu elektronów w pªaszczy¹nie poprzecznej.
Gª¦boko±¢ jamy potencjaªu uwi¦zienia bocznego jest monotonicznie rosn¡c¡ funkcj¡ R.
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Rys. 2.17: Zale»no±¢ h̄ω0 (linia ci¡gªa), warto±ci potencjaªu w minimum U0 (linia
przerywana) oraz gª¦boko±ci studni potencjaªu ∆U (linia kropkowana) od promienia
kapturka R.

2.10 Podsumowanie i wnioski.
Dobra zgodno±¢ wyniku oblicze« z danymi eksperymentalnymi pozwala uzna¢, »e
wszystkie istotne zjawiska �zyczne zostaªy uwzgl¦dnione poprawnie.

Dzi¦ki ograniczonej liczbie stopni swobody w modelowanym urz¡dzeniu mo»liwa
byªa peªna dyskusja zale»no±ci potencjaªu uwi¦zienia od wszystkich istotnych para-
metrów struktury. Potencjaª uwi¦zienia w decyduj¡cym stopniu zale»aª od dwóch pa-
rametrów - napi¦cia przyªo»onego pomi¦dzy dwie elektrody oraz promienia kapturka.
W nanourz¡dzeniu generuj¡ si¦ dwie kropki kwantowe, pierwsza w studni kwantowej,
druga w warstwie buforowej. Przeniesienie elektronu z ukªadu podwójnej kropki do
podªo»a wymaga du»ej zmiany napi¦cia, w przeciwie«stwie do przeniesienia elektronu
z jednej kropki do drugiej. W rezultacie pik pojemno±ciowy obserwuje si¦ wyª¡cznie
przy przej±ciu elektronu przez barier¦ tunelow¡ pomi¦dzy kropkami.
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Zmieniaj¡c rozmiar kapturka mo»na modelowa¢ ksztaªt potencjaªu uwi¦zienia, który
prowadzi do wymaganych elektronowych wªasno±ci urz¡dzenia. Promie« kapturka R
ma decyduj¡cy wpªyw na energi¦ wzbudzenia stanu jednoelektronowego. Zale»no±¢
energii wzbudzenia od R jest silnie nieliniowa i posiada maksimum równe 6.9 meV dla
R = 65 nm. Dla tej warto±ci promienia potencjaª uwi¦zienia bocznego posiada prze-
bieg gaussowski. Zwi¦kszaj¡c promie« mo»na uzyska¢ przebiegi na znacznym obszarze
bliskie paraboli, lub dla bardzo du»ego kapturka potencjaª z pªaskim dnem bliskim pros-
tok¡tnej studni. Na ksztaªt potencjaªu uwi¦zienia natomiast nie ma wpªywu przyªo»one
pomi¦dzy elektrody napi¦cie, koncentracja donorów i liczba elektronów zwi¡zanych
w kropce. Te trzy parametry maj¡ wpªyw jedynie na gª¦boko±¢ potencjaªu uwi¦zienia.

Gª¦boko±¢ potencjaªu uwi¦zienia w przeciwie«stwie do jego ksztaªtu mo»e by¢ re-
gulowana po wytworzeniu nanourz¡dzenia poprzez przyªo»enie odpowiednich napi¦¢
pomi¦dzy elektrody. Przedstawione wyniki pokazuj¡, »e w tego typu kropkach wspóª-
czynnik konwersji napi¦cie bramki - warto±¢ energii potencjalnej w minimum jest staªy.

Szczególnie ciekawym wynikiem jest zwi¦kszanie gª¦boko±ci jamy potencjaªu w fun-
kcji liczby uwi¦zionych w kropce elektronów, którego przyczyn¡ jest oddziaªywanie
z ªadunkiem indukuj¡cym si¦ na powierzchni metalu.

Prace nad kropkami [37�40, 83] dostarczyªy nam wielu cennych wskazówek oraz
narz¦dzi, dzi¦ki którym mogli±my podj¡¢ trudne wyzwanie, jakim jest próba opisu
ukªadu o znacznie wi¦kszym stopniu skomplikowania, czyli urz¡dzenia wieloelektrodo-
wego, opisanego w nast¦pnym rozdziale.
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Rozdziaª 3

Urz¡dzenie wieloelektrodowe.

Po±ród wielu propozycji zbudowania no±nika informacji kwantowej � qubitu najbardziej
obiecuj¡cym jest stan spinowy elektronu uwi¦zionego w kropce kwantowej.
W tym kierunku id¡ badania grupy konstruktorów kropek kwantowych na uniwer-
sytecie w Delft w Holandii. Aktualnie konstruowane i badane s¡ pojedyncze i pod-
wójne kropki kwantowe zbudowane na bazie planarnej struktury póªprzewodnikowej,
z uªo»onymi na jej powierzchni odpowiednio wymodelowanymi metalowymi elektro-
dami. Jedn¡ z takich konstrukcji jest nanourz¡dzenie, w którym rozwi¡zano problem
wykrywania obecno±ci elektronu w kropce kwantowej [44]. Sªu»y¢ ono ma do odczytu
spinu elektronu [47]. To nanourz¡dzenie stanowi¢ b¦dzie temat tego rozdziaªu.
Przebadany zostanie rozkªad potencjaªu elektrostatycznego stanowi¡cego potencjaª
uwi¦zienia bocznego dla elektronów w wygenerowanej kropce kwantowej.
Na rysunku 3.1.a przedstawiono schemat, który przedstawia trójwymiarow¡ struktur¦
rozwa»anego nanourz¡dzenia, a na rysunku 3.1.b przedstawiono ksztaªt i umiejscowie-
nie na powierzchni struktury metalowych elektrod.

Sterowanie urz¡dzeniem odbywa si¦ przy pomocy napi¦¢ przyªo»onych pomi¦dzy
cztery elektrody (rys. 3.1.b), sªu»¡ce do ksztaªtowania potencjaªu w kropce kwantowej
i elektrod¦ podªo»ow¡, poª¡czon¡ zª¡czem omowym z warstwami póªprzewodnikowymi.
Poni»ej elektrod uªo»one s¡ kolejno warstwy póªprzewodnika: domieszkowana dono-
rami nAlGaAs � b¦d¡ca ¹ródªem elektronów, niedomieszkowana AlGaAs speªniaj¡ca
funkcj¦ bufora, oraz warstwa GaAs, której granica z AlGaAs stanowi schodek poten-
cjaªu, poni»ej którego pojawi si¦ kropka kwantowa.

Elektrony w stanach donorowych w AlGaAs znajduj¡ si¦ okoªo 200 meV powy»ej
wolnych poziomów elektronowych na dnie pasma przewodnictwa GaAs. Opuszczaj¡
zatem stany donorowe lokalizuj¡c si¦ tu» poni»ej schodka.
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Rys. 3.1: (a) quasi-trójwymiarowy schemat nanourz¡dzenia przedstawionego w pracy
[47]. Kolorem szarym zaznaczono obszar generowania si¦ kropki kwantowej. Kartez-
ja«ski ukªad wspóªrz¦dnych (x, y, z) zorientowali±my tak jak na rysunku, o± z
skierowano zgodnie z kierunkiem wzrostu warstw, o± y zostaªa zorientowana w kierunku
pola magnetycznego ~B = (0, B, 0). Grubo±ci poszczególnych warstw wynosz¡: GaAs
ponad 1 µm, AlGaAs 20 nm, nAlGaAs 70 nm. (b) poªo»enie i ksztaªt metalowych
elektrod uªo»onych na powierzchni heterostruktury. Oznaczenia elektrod przyj¦to za
autorami pracy [47].

Ruch tych elektronów w kierunku prostopadªym do ukªadu warstw ogranicza schodek
potencjaªu w heterozª¡czu oraz pole elektrostatyczne wytworzarzane przez dodatnie
ªadunki opuszczonych przez elektrony jonów donorowych. Poni»ej schodka potencjaªu
pojawia si¦ dwuwymiarowy gaz elektronowy (2DEG).

Obszary zawieraj¡ce gaz elektronowy poª¡czone s¡ przy pomocy zª¡cza omowego
ze znajduj¡cymi si¦ w du»ej(> µm) odlegªo±ci od elektrod T, M, P i R elektrodami
drenu i ¹ródªa, stanowi¡cymi elementy tzw. kontaktu punktowego [88,89], który sªu»yª
w eksperymencie do kontroli ªadunku uwi¦zionego w kropce. Ró»nica potencjaªów
przyªo»ona pomi¦dzy dren i ¹ródªo wynosz¡ca 0.2 mV mo»e by¢ w naszych rachunkach
zaniedbana, dlatego przyj¦li±my napi¦cia na obydwu elektrodach jako jeden poziom
odniesienia. Przyj¦li±my za autorami artykuªu [47] warto±¢ potencjaªu na elektro-
dach drenu i ¹ródªa równ¡ 0 V. Obszary ¹ródªa i drenu stanowi¡ du»e rezerwuary
elektronów i wyznaczaj¡ energi¦ Fermiego, która b¦dzie stanowi¢ energi¦ odniesienia
EF = 0.
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Nanourz¡dzenie nie posiada »adnej symetrii, dlatego problem musi by¢ rozwi¡zy-
wany w przestrzeni jawnie trójwymiarowej. Rachunki wykonujemy w prostopadªo±cien-
nym pudle obliczeniowym, które wybrali±my w taki sposób, aby obejmowaªo obszar
kropki kwantowej wraz z otoczeniem, w którym znajduj¡ si¦ elektrody maj¡ce wpªyw
na rozkªad potencjaªu w kropce.

Przyj¦li±my kartezja«ski ukªad wspóªrz¦dnych, którego osie zorientowane s¡ w sposób
przedstawiony na rysunku 3.1.a. O± z skierowali±my prostopadle do pªaszczyzn póªprze-
wodnikowych, jest to tzw. kierunek wzrostu nanostruktury. O± y jest równolegªa
do metalowych elektrod T , M , R i P , w jej kierunku skierowane jest przyªo»one
do ukªadu pole magnetyczne ~B = (0, B, 0).
Pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych, punkt (0, 0, 0) zaznaczyli±my na schemacie w miejscu
przeci¦cia si¦ póªosi Ox, Oy i Oz. Pªaszczyzna z = 0 jest miejscem styku warstw
GaAs i AlGaAs, pªaszczyzny x = 0 i y = 0 nie s¡ przypisane do »adnego �zycznego
elementu, przyj¦li±my je na skraju pudªa obliczeniowego.
W odlegªo±ci 90 nm powy»ej pªaszczyzny z = 0 znajduje si¦ brzeg warstwy póªprzewod-
nikowej, na który naniesiono metalowe elektrody T , M , R i P . Maj¡ one tak dobrany
ksztaªt, aby kropka kwantowa powstawaªa w obszarze oznaczonym szarym kolorem
na rysunku 3.1. Do elektrod podª¡czone s¡ odpowiednio dobrane ujemne wzgl¦dem
potencjaªu ¹ródªa i drenu napi¦cia. Powstaªe pole elektryczne powoduje wypchni¦cie
gazu elektronowego z obszaru poªo»onego bezpo±rednio poni»ej elektrod oraz powstanie
lokalnego minimum potencjaªu w obszarze kropki kwantowej. Minimum to powinno
by¢ pªytkie, gdy» urz¡dzenia konstruowane s¡ z my±l¡ o tym, aby w obszarze poje-
dynczej kropki kwantowej byª zlokalizowany tylko jeden elektron i na takiej sytuacji
b¦dziemy si¦ skupiali.

Najprawdopodobniej podstawowe elementy, które b¦d¡ cz¦±ciami skªadowymi bra-
mek kwantowych w komputerze kwantowym, b¦d¡ miaªy budow¦ zbli»on¡ do opisanego
w tym rozdziale urz¡dzenia. Umiej¦tno±¢ teoretycznego opisu wªasno±ci takich nano-
urz¡dze« daªaby �zykom mo»liwo±¢ zaprojektowania urz¡dze« posiadaj¡cych zadane
parametry. Zatem niezwykle wa»ne jest opracowanie modelu nanourz¡dzenia pozwala-
j¡cego wyznaczy¢ parametry kropki kwantowej oraz funkcje falowe elektronów w niej
uwi¦zionych. W tym celu nale»y wyliczy¢ rozkªad potencjaªu elektrostatycznego oraz
rozkªady nieskompensowanych ªadunków w funkcji zarówno napi¦¢ przyªo»onych do elek-
trod, jak i zewn¦trznego pola magnetycznego. Model musi uwzgl¦dnia¢ parametry
materiaªowe i �zyczne takie jak: wysoko±¢ barier zwi¡zanych z ró»nic¡ skªadu, ksztaªt
elektrod, grubo±ci poszczególnych warstw i temperatur¦ pracy 300 mK.
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Konieczne jest sprawdzenie poprawno±ci modelu przez odtworzenie wyników uzyskanych
w eksperymencie opisanym w pracy [47]. W tym celu postaramy si¦ odtworzy¢ rozkªad
linii transmisji przedstawiaj¡cych pary napi¦¢ VM i VR, dla których autorzy pracy [47]
mierz¡ zmian¦ ªadunku uwi¦zionego w kropce.

3.1 Potencjaª pola elektrostatycznego i jego ¹ródªa.
Rozkªad potencjaªu caªkowitego pola elektrostatycznego ϕtot(~r) w nanourz¡dzeniu jest
ksztaªtowany przez napi¦cia przyªo»one pomi¦dzy podªo»e i metalowe elektrody znaj-
duj¡ce si¦ na powierzchni struktury oraz przez ªadunek znajduj¡cy si¦ wewn¡trz het-
erostruktury. G¦sto±¢ tego ªadunku ρtot(~r) opisuj¡c¡ rozkªad ¹ródeª potencjaªu stanowi
suma trzech g¦sto±ci ªadunku maj¡cych ró»n¡ natur¦ i ró»ny rozkªad przestrzenny:

ρtot(~r) = ρeqd(~r) + ρd(~r) + ρel(~r). (3.1)

Pierwszy skªadnik sumy ρeqd(~r) stanowi g¦sto±¢ ªadunku elektronów uwi¦zionych w kropce
kwantowej, jego rozkªad uzyskujemy rozwi¡zuj¡c odpowiedni problem kwantowy1.

Drugi skªadnik sumy ρd(~r) stanowi rozkªad ªadunku pochodz¡cego od zjonizowa-
nych donorów w domieszkowanej warstwie nAlGaAs, a trzeci ρel(~r) stanowi g¦sto±¢
ªadunku elektronów stanowi¡cych dwuwymiarowy gaz elektronowy poni»ej warstwy
barierowej AlGaAs.

Korzystaj¡c z zasady superpozycji mo»na potencjaª caªkowity ϕtot(~r) rozdzieli¢
na skªadniki pochodz¡ce od ró»nych ¹ródeª i liczy¢ je osobno. Oddzielnie policzymy
potencjaª pochodz¡cy od ªadunku uwi¦zionego w kropce kwantowej ϕeqd(~r).
W ten sposób oddzielimy skªadow¡ potencjaªu elektrostatycznego ϕelst(~r) wchodz¡c¡
do wyra»enia na potencjaª uwi¦zienia dla elektronów w kropce kwantowej. Potencjaª
ten b¦dzie traktowany jako zewn¦trzny w kwantowym problemie sztucznego atomu.
Potencjaª caªkowity stanowi sum¦ obu skªadników:

ϕtot(~r) = ϕelst(~r) + ϕeqd(~r). (3.2)

Potencjaª ϕeqd(~r) liczymy korzystaj¡c bezpo±rednio z prawa Coulomba:
1problem ukªadu kilku elektronów liczymy metod¡ mieszania kon�guracji opisan¡ w Dodatku
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ϕeqd(~r) =
1

4πεε0

∫
d3r′

ρe(~r
′)

|~r − ~r′| . (3.3)

Potencjaª elektrostatyczny pochodz¡cy od pozostaªych ¹ródeª ªadunku oraz potencja-
ªów przyªo»onych do elektrod liczymy z równania Poissona:

∇2ϕelst(~r) = −ρ(~r)
εε0

(3.4)

z odpowiednio dobranymi warunkami brzegowymi na powierzchni otaczaj¡cej obszar
oblicze«. W sposób naturalny znajdziemy warunki brzegowe na potencjaª caªkowity
ϕtot(~r), a z nich uzyskamy warunki na ϕelst(~r) poprzez odj¦cie:

ϕelst(~r) = ϕtot(~r)− ϕeqd(~r). (3.5)

G¦sto±¢ ªadunku ρ(~r) opisuj¡c¡ rozkªad ¹ródeª potencjaªu ϕelst(~r) stanowi suma dwóch
skªadowych: g¦sto±ci ªadunku zjonizowanych donorów ρd(~r) i g¦sto±ci ªadunku gazu
elektronowego ρel(~r):

ρ(~r) = ρd(~r) + ρel(~r). (3.6)

G¦sto±¢ ªadunku zjonizowanych donorów zale»y od rozkªadu caªkowitego pola elek-
trostatycznego ϕtot(~r). Jonizacji ulegaj¡ donory poªo»one w miejscach, w których
energia potencjalna elektronu liczona wzgl¦dem podªo»a jest wi¦ksza od energii wi¡za-
nia donora. Poniewa» za potencjaª odniesienia przyjmujemy w rachunku potencjaª
podªo»a, warunek na rozkªad g¦sto±ci zjonizowanych donorów b¦dzie miaª posta¢:

ρd(~r) =





0 gdy − |e|ϕtot(~r) < ED

|e|nd(~r) gdy − |e|ϕtot(~r) > ED

, (3.7)

gdzie nd stanowi rozkªad g¦sto±ci wprowadzonych domieszek donorowych, a ED stanowi
energi¦ wi¡zania donora, która w polu magnetycznym B = 10 T le»y 10 meV poni»ej
dna pasma przewodnictwa AlGaAs.

Drugi skªadnik wyra»enia (3.6) ρel(~r) stanowi g¦sto±¢ ªadunku elektronów uwi¦-
zionych poni»ej warstwy barierowej AlGaAs. Jego rozkªad stanowi istotny problem
rachunkowy.
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W sposób dokªadny mo»emy go wyliczy¢ tylko w obszarze asymptotycznym, to znaczy
w du»ej odlegªo±ci od metalowych elektrod. W bezpo±rednim s¡siedztwie kropki kwan-
towej musimy posªu»y¢ si¦ metod¦ przybli»on¡.

3.2 Rozkªad potencjaªu i g¦sto±ci ªadunku elektrono-
wego w obszarze asymptotycznym.

W obszarze, w którym niejednorodno±ci pola elektrostatycznego wywoªane napi¦ciami
przyªo»onymi do metalowych elektrod mog¡ by¢ zaniedbane, mo»emy zaªo»y¢, »e
pole elektrostatyczne jest równolegªe do osi z, co oznacza, »e potencjaª elektrostaty-
czny zale»y wyª¡cznie od zmiennej z. W obszarze tym rozkªad potencjaªu pola elek-
trostatycznego jest wynikiem równowagi pomi¦dzy zjonizowanymi donorami w warst-
wie barierowej i uwi¦zionym poni»ej niej gazem elektronowym.

Wybierzmy o± y ukªadu zgodnie z kierunkiem zewn¦trznego pola magnetycznego.
Wówczas przy zaªo»eniu cechowania Landaua potencjaª wektorowy pola elektromag-
netycznego ma posta¢:

~A = (−Bz, 0, 0) (3.8)

i prowadzi do hamiltonianu elektronu w polu magnetycznym, w obecno±ci pola elek-
trostatycznego i skoku dna pasma przewodnictwa wynikaj¡cego z ró»nicy skªadu warstw
póªprzewodnika:

H(x, y, z) = − h̄2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ ih̄ωcz

∂

∂x
+
m

2
ω2

cz
2 + Uband(z)− |e|ϕelst(z),

(3.9)

gdzie:

ωc =
|e|B
m

. (3.10)

Hamiltonian komutuje z operatorami p¦du w kierunku x i y, dlatego funkcji wªasnej
operatora (3.9) oczekujemy w postaci:

ψas(x, y, z) = Ceiqxeikyφas(z). (3.11)
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Po podziaªaniu operatorem (3.9) na funkcj¦ (3.11) otrzymujemy równanie, które musi
speªnia¢ funkcja φas(z). Jest to równanie wªasne:

Hq(z)φ
as
nq(z) = εnqφ

as
nq(z) (3.12)

operatora Hq(z) postaci:

Hq(z) = − h̄2

2m

∂2

∂z2
+
m

2
ω2

c (z − zq)
2 + Uband(z)− |e|ϕelst(z), (3.13)

gdzie: zq =
h̄q

mωc

.
Odpowiadaj¡ce kolejnym stanom wzbudzonym warto±ci wªasne εnq oraz funkcje wªasne
φas

nq(z) operatoraHq(z) nie zale»¡ od wektora falowego k ruchu w kierunku równolegªym
do pola y, ale zale»¡ od wektora falowego okre±laj¡cego fal¦ pªask¡ w kierunku x.
Zale»no±¢ ta wprowadzana jest poprzez przesuni¦cie poªo»enia minimum oscylatora
zq. Energi¦ caªego ukªadu uzyskujemy dodaj¡c do warto±ci wªasnych operatora (3.13)
energi¦ kinetyczn¡ ruchu w kierunku równolegªym do pola:

Enkq = εnq +
h̄2k2

2m
. (3.14)

Uwi¦zieniu na skraju bariery ulegaj¡ elektrony, których energie s¡ ni»sze od energii
Fermiego, któr¡ przyj¦li±my za energi¦ odniesienia EF = 0, czyli speªniaj¡ce warunek:
Enkq < 0.

Po znalezieniu funkcji wªasnych φas
nq(z) oraz energii wªasnych εnq hamiltonianu

(3.13), mo»na wyliczy¢ g¦sto±¢ ªadunku uwi¦zionego poni»ej bariery:

ρas
el (z) =

Eqkn<0∑

n,k,q

−2|e||ψas
nkq(x, y, z)|2 =

∑
n

−|e|
2π2

∫

Enkq<0

dkdq|φas
nq(z)|2 =

∑
n

−|e|
2π2

∫

εnq<0

dq

∫ kF

−kF

dk|φas
nq(z)|2 ,

(3.15)

gdzie kF =

√
−2mεnq

h̄2 .
W wyra»eniu tym mo»emy wykona¢ caªkowanie po k. Uzyskujemy:
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ρas
el (z) =

∑
n

−|e|
π2

∫

εnq<0

dq

√
−2mεnq

h̄2 |φas
nq(z)|2 . (3.16)

Tak wyliczona g¦sto±¢ ªadunku stanowi ¹ródªo pola i od niej zale»y rozkªad potencjaªu
pola elektrostatycznego.

Drugie ¹ródªo pola stanowi ªadunek zjonizowanych donorów, liczymy go zgodnie
z wyra»eniem (3.7), w którym kªadziemy ϕtot(~r) = ϕelst(~r), poniewa» w warunkach
asymptotycznych mo»emy zaniedba¢ potencjaª pochodz¡cy od ªadunku uwi¦zionego
w kropce kwantowej. Rozkªad potencjaªu pola elektrostatycznego liczymy rozwi¡zuj¡c
jednowymiarowe równanie Poissona:

∂2

∂z2
ϕas

elst(z) = −ρ
as
el (z) + ρas

d (z)

εε0
. (3.17)

Poniewa» równanie Poissona (3.17) zawiera ¹ródªa pola, do wyliczenia których musimy
rozwi¡za¢ równanie Schrödingera (3.12), a ono z kolei zawiera potencjaª elektrostaty-
czny b¦d¡cy rozwi¡zaniem równania Poissona, oba równania rozwi¡zujemy iteracyjnie,
a» do uzyskania samouzgodnienia. Równanie (3.12) rozwi¡zujemy w obszarze poni»ej
bariery AlGaAs, na odcinku wystarczaj¡co dªugim, by wyliczona g¦sto±¢ ªadunku elek-
tronów (3.16) zd¡»yªa si¦ wyzerowa¢.

Równanie (3.17) rozwi¡zujemy w tym samym obszarze, uzupeªnionym o odcinek
wnikaj¡cy w barier¦ na gª¦boko±¢ wi¦ksz¡ od spodziewanego zasi¦gu jonizacji donorów.
Samouzgodnienie uzyskujemy, gdy speªnione s¡ jednocze±nie dwa warunki. Pierwszy
warunek jest speªniony, gdy liczba zjonizowanych donorów jest równa liczbie uwi¦zio-
nych elektronów, co przejawia si¦ zerowaniem pochodnej potencjaªu elektrostatycznego
po obu stronach przedziaªu caªkowania. Drugi warunek wymaga, by jonizacji ulegªa
taka liczba donorów, aby skok potencjaªu na podwójnej warstwie dodatnio naªad-
owanych donorów i ujemnie naªadowanego gazu elektronowego poni»ej bariery wyrów-
naª skok poªo»enia dna pasma przewodnictwa na granicy GaAs i AlGaAs.
W rezultacie g¦sto±¢ powierzchniowa ªadunku gazu elektronowego zgromadzonego pod
barier¡ σas

el :

σas
el =

∫
ρas

el (z)dz (3.18)

zale»y od wysoko±ci schodka potencjaªu (rys. 3.2.b). Ze wzgl¦du na neutralno±¢
ªadunkow¡ σas

el jest co do moduªu równa powierzchniowej g¦sto±ci ªadunku zjonizo-
wanych donorów: σas

el = −σas
d .
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Przy zaªo»eniu jednorodnego rozkªadu donorów w caªej obj¦to±ci warstwy domieszko-
wanej asymptotyczny zasi¦g jonizacji d jest staªy σas

d = ndd. Dla odpowiednio do-
branego d speªniony jest drugi warunek samouzgodnienia.

Rys. 3.2: (a) energia elektronu w heterostrukturze Uband(z) wynikaj¡ca z prze-
suni¦cia dna pasma przewodnictwa, lini¡ przerywan¡ zaznaczono poªo»enie poziomu
donorowego w nAlGaAs, u doªu rysunku zamie±cili±my schemat uªo»enia warstw pla-
narnych. (b) caªkowita energia potencjalna elektronu Uconf (z) (linia czarna) i g¦sto±¢
ªadunku ρas = ρas

d + ρas
el (linia czerwona) dla warunku asymptotycznego. (c) warto±¢

energii εnq dla n = 0 i n = 1 w funkcji zq. (d) ªadunek powierzchniowy gazu elektrono-
wego σas

el w funkcji wysoko±ci bariery Uband (krzy»e). Zamieszczono równie» zale»no±¢
σas

el od gª¦boko±ci studni Uas
conf (zs) (okr¦gi).
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Zaªo»enie nominalnego skªadu AlxGa1−xAs, który wynosiª x = 0.27 daje wysoko±¢
bariery U = 229meV . Wyliczona asymptotyczna g¦sto±¢ powierzchniowa ªadunku
wyniosªa −3.5 · 1011 |e|cm−2. Liczba ta jest bliska warto±ci eksperymentalnej, która
wynosi −3. ·1011 |e|cm−2 [47]. Odst¦pstwo wyniku oblicze« od warto±ci eksperymental-
nej mo»e wynika¢ z zaniedbania oddziaªywania pomi¦dzy elektronami gromadz¡cymi
si¦ poni»ej bariery potencjaªu. W celu skompensowania tego efektu w dalszym ci¡gu
pracy zaªo»ona zostaªa nieco ni»sza wysoko±¢ bariery Uband = 200 meV, by obliczona
g¦sto±¢ gazu elektronowego pokryªa si¦ z eksperymentaln¡.

Autorzy pracy [47] podaj¡, »e w dwuwymiarowym gazie elektronowym zalegaj¡cym
w studni kwantowej obsadzony jest tylko stan podstawowy ruchu elektronu w kierunku
z. Nasze obliczenia odtwarzaj¡ ten fakt, zamieszczona na rys. 3.2.c energia εnq jest
ujemna tylko dla n = 0. Oznacza to, »e w (3.16) mo»emy opu±ci¢ sum¦, a wkªad
do g¦sto±ci ρas

el b¦dzie pochodziª jedynie od stanu n = 0.

3.3 Rozkªad potencjaªu i g¦sto±ci ªadunku elektrono-
wego w pobli»u elektrod.

W obszarze poªo»onym bezpo±rednio pod elektrodami energia potencjalna elektronów
jest dodatnia równie» poni»ej warstwy barierowej AlGaAs i dwuwymiarowy gaz elek-
tronowy jest z niego usuwany. W miar¦ oddalania si¦ od elektrod energia poten-
cjalna elektronu maleje, gdy staje si¦ ujemna gaz elektronowy nie jest caªkowicie
usuwany. Poprawne uwzgl¦dnienie tego procesu jest niezwykle istotne, poniewa» de-
cyduje o ksztaªcie i rozmiarach barier potencjaªu, które oddzielaj¡ wn¦trze kropki
kwantowej od bocznych rezerwuarów ªadunku.

G¦sto±¢ elektronowa ρel(x, y, z) zale»y od rozkªadu potencjaªu ϕtot(x, y, z).
Zale»no±ci tej niestety nie da si¦ wyznaczy¢ w sposób dokªadny. Musimy uwzgl¦dni¢
j¡ w sposób przybli»ony. Zakªadamy, »e w obszarze, w którym energia potencjalna
elektronu jest wi¦ksza od energii Fermiego (EF = 0), g¦sto±¢ ªadunku elektronowego
jest równa 0. W obszarze, gdzie energia potencjalna elektronu jest mniejsza od energii
Fermiego przyjmujemy proporcjonalny do energii potencjalnej elektronu udziaª g¦sto±ci
uzyskany dla rozwi¡zania asymptotycznego:

ρel(x, y, z) =





0 gdy τ ≤ 0

τρas
el (z) gdy τ > 0

, (3.19)
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gdzie:

τ =
Uconf(x, y, zs)

Uas
conf (zs)

=
−|e|ϕtot(x, y, zs) + Uband(zs)

|e|ϕas
elst(zs) + Uband(zs)

. (3.20)

Wyst¦puj¡ce w powy»szym warunku zs, odpowiada poªo»eniu ±rodka ci¦»ko±ci ªadunku
elektronów w obszarze asymptotycznym:

zs =
1

σas
el

∫
zρas

el (z)dz . (3.21)

Przyj¦ty rozkªad g¦sto±ci ρel(x, y, z) (3.19) zapewnia prawidªowe odtworzenie rozkªadu
gazu elektronowego w obszarze asymptotycznym (w tej granicy τ = 1 ) i symuluje
wypychanie gazu elektronowego z obszarów, w których energia potencjalna elektronu
jest dodatnia. Przyj¦cie warunku (3.20) w punkcie zs usuwa ªadunek z obszaru,
w którym obszar ujemnej energii potencjalnej tworzy jam¦ zbyt maª¡ do uwi¦zienia
elektronów.

3.4 Warunek brzegowy dla rozwi¡zania równania
Poissona.

Równanie Poissona rozwi¡zujemy w trójwymiarowym obszarze przestrzeni obejmuj¡-
cym kropk¦ kwantow¡, odpowiednio du»e fragmenty elektrod, do których podª¡czone s¡
napi¦cia steruj¡ce oraz otoczenie, które mo»e wpªyn¡¢ na wynik oblicze« rozkªadu po-
tencjaªu w kropce kwantowej. Jako obszar caªkowania wybieramy prostopadªo±cienne
pudªo obliczeniowe o dªugo±ciach kraw¦dzi Lx, Ly, Lz. Musi ono by¢ na tyle roz-
legªe, by jego zwi¦kszanie nie zmieniaªo wyników oblicze« potencjaªu w kropce kwan-
towej. Standardowym testem jest wykonanie oblicze« dla rosn¡cych rozmiarów pudªa i
wybranie ostatecznych rozmiarów, dla których nasyca si¦ krzywa zale»no±ci potencjaªu
w ±rodku kropki kwantowej w funkcji rozmiarów pudªa obliczeniowego. Ostatecznie
przyj¦te w rachunkach pudªo obliczeniowe miaªo nast¦puj¡ce rozmiary:
Lx = Ly = 600 nm, Lz = 490 nm. Usytuowanie pudªa obliczeniowego wzgl¦dem
elektrod nanourz¡dzenia w kierunkach xy wida¢ na rysunku 3.1.b. W kierunku osi z
obszar pudªa przyj¦to 200 nm poni»ej i 290 nm powy»ej pªaszczyzny skoku potencjaªu
na zª¡czu AlGaAs/GaAs, czyli miejsca, w którym powstaje kropka kwantowa.
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Dla uzyskania jednoznacznego rozwi¡zania równania Poissona wymagane jest okre-
±lenie warunków brzegowych na powierzchni zamkni¦tej otaczaj¡cej obszar caªkowania
oraz na powierzchniach przewodników znajduj¡cych si¦ wewn¡trz obszaru obliczenio-
wego [86]. Narzucamy je na sze±ciu ±ciankach pudªa obliczeniowego oraz wewn¡trz
obj¦tych pudªem obliczeniowym metalowych elektrod. Warunki brzegowe narzucamy
na caªkowity potencjaª ϕtot(~r), nast¦pnie zgodnie z wyra»eniem (3.5) przeliczamy
na ϕelst(~r).

Na elektrodach caªkowity potencjaª elektrostatyczny jest staªy i okre±lony przez
przyªo»one do nich napi¦cia. Na ich powierzchni narzucamy wi¦c warunki Dirichleta,
zadaj¡c warto±ci potencjaªu, analogicznie jak to zrobili±my w rozdziale 2:

ϕtot = VX + USch , (3.22)

gdzie X numeruje elektrody P , T ,M i R, VX stanowi napi¦cie przyªo»one do elektrody
X, a USch stanowi napi¦cie Schottky'ego pojawiaj¡ce si¦ na styku metal póªprzewod-
nik i wynosz¡ce dla GaAs −0.65 V.

Na ±ciankach pudªa obliczeniowego okre±lamy warunki von Neumanna, »¡daj¡c
zerowania si¦ pochodnej normalnej potencjaªu do powierzchni danej ±cianki:

~n · ∇ϕtot = 0 , (3.23)

gdzie ~n jest wersorem normalnym do odpowiedniej ±cianki. Warunki von Neumanna
narzucone na caª¡ powierzchni¦ pudªa obliczeniowego s¡ zgodnie z prawem Gaussa
równoznaczne z »¡daniem neutralno±ci ªadunkowej zawartego w nim ukªadu.
Na ±ciankach pionowych (prostopadªych do planarnej struktury) warunek von Neu-
manna sprowadza si¦ do »¡dania równolegªo±ci pola elektrycznego do osi z.
Jest on równoznaczny z warunkiem wykorzystanym w rachunku asymptotycznym.
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3.5 Procedura numeryczna, samouzgodnienie pole-ªadunek.

Równanie Poissona rozwi¡zywane jest na trójwymiarowej siatce przestrzennej metod¡
ró»nic sko«czonych. Krok siatki zostaª dobrany metod¡ prób w ten sposób, aby mogªy
by¢ poprawnie uwzgl¦dnione ksztaªty elektrod i rozkªady ªadunków. W kierunkach
x, y wystarczaj¡cy okazaª si¦ krok siatki ∆x = ∆y = 12.5 nm. W kierunku z krok
siatki musiaª by¢ znacznie mniejszy ze wzgl¦du na stosunkowo siln¡ lokalizacj¦ w tym
kierunku gazu elektronowego poni»ej bariery potencjaªu. Wystarczaj¡cy okazaª si¦
dopiero krok siatki ∆z = 2 nm.

W kolejnych iteracjach mody�kowane s¡ zale»ne od siebie rozkªady potencjaªu
ϕelst(x, y, z) i ªadunku ρtot(x, y, z), podobnie jak to zostaªo przedstawione w rozdziale
2.5. Sam algorytm zmody�kowali±my tak, »eby uwzgl¦dni¢ w rachunku gaz elek-
tronowy, oraz brak symetrii cylindrycznej. Przepiszmy równanie Poissona (3.4) we
wspóªrz¦dnych kartezja«skich:

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
ϕelst(x, y, z) +

ρ(x, y, z)

εε0

= 0 . (3.24)

Po zast¡pieniu w nim pochodnych ilorazami ró»nicowymi oraz odpowiednim prze-
grupowaniu wyrazów uzyskujemy wyra»enie do wykorzystania w iteracyjnej procedurze
wyliczenia potencjaªu:

ϕn+1
elst (xi, yi, zi) = (1− w)ϕn

elst(xi, yi, zi) + w

[
1

∆2
x

+
1

∆2
y

+
1

∆2
z

]−1

·
[
ϕn

elst(xi + ∆x, yi, zi) + ϕn
elst(xi −∆x, yi, zi)

∆2
x

+
ϕn

elst(xi, yi + ∆x, zi) + ϕn
elst(xi, yi −∆y, zi)

∆2
y

+
ϕn

elst(xi, yi, zi + ∆z) + ϕn
elst(xi, yi, zi + ∆z)

∆2
z

+
ρn(xi, yi, zi)

εε0

]
.

(3.25)

Zgodnie z wyra»eniem (3.6) g¦sto±¢ ªadunku wchodz¡ca do równania Poissona (3.4)
jest sum¡ dwóch skªadników: g¦sto±ci ªadunku zjonizowanych donorów, której za-
le»no±¢ od rozkªadu potencjaªu dana jest wyra»eniem (3.7) oraz g¦sto±ci zgromad-
zonego poni»ej bariery gazu elektronowego z zale»no±ci¡ od potencjaªu dan¡ wyra»e-
niem (3.19). Obie g¦sto±ci liczymy w ka»dej iteracji.
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Trzeci rodzaj ªadunku wyst¦puj¡cy w nanourz¡dzeniu - ªadunek elektronów uwi¦-
zionych w kropce kwantowej wchodzi do równania Poissona poprzez warunek brzegowy
(3.5). Rozkªad tego ªadunku znajdujemy rozwi¡zuj¡c kwantowy problem ukªadu kilku
cz¡stek w potencjale zewn¦trznym. Rachunki te nawet w przypadku obecno±ci tylko
jednego elektronu w kropce kwantowej s¡ czasochªonne i nie mog¡ by¢ wykonywane
w ka»dej iteracji. Wprowadzamy dla nich dodatkow¡ p¦tl¦ iteracyjn¡.

Rachunki iteracyjne prowadzimy do uzyskania samouzgodnienia rozkªadu ªadunku
pochodz¡cego od wszystkich trzech ¹ródeª i rozkªadu potencjaªu elektrostatycznego.
Post¦pujemy wedªug nast¦puj¡cego schematu:

1. Ustalamy napi¦cia przyªo»one do elektrod i liczb¦ elektronów uwi¦zionych w kropce
kwantowej. Narzucamy warunki brzegowe na potencjaª caªkowity ϕtot na elek-
trodach i powierzchniach bocznych pudªa obliczeniowego.

2. Wprowadzamy warunki pocz¡tkowe. We wszystkich punktach le»¡cych poni»ej
elektrod przyjmujemy, »e wszystkie donory zostaj¡ zjonizowane, a gaz elek-
tronowy jest caªkowicie usuni¦ty. W punktach nie le»¡cych poni»ej elektrod
przyjmujemy g¦sto±¢ ªadunku zjonizowanych donorów i g¦sto±¢ ªadunku gazu
elektronowego zgodnie z wcze±niej wykonanymi rachunkami asymptotycznymi.
Rozkªad g¦sto±ci ªadunku uwi¦zionego w kropce kwantowej przyjmujemy w postaci
gaussianu:

ρeqd(x, y, z) =
−N |e|

π3/2axayaz

exp

(
−(x− x0)

2

a2
x

− (y − y0)
2

a2
y

− (z − z0)
2

a2
z

)
, (3.26)

gdzie N oznacza liczb¦ elektronów uwi¦zionych w kropce, a rozmiary gaussianu
przyjmujemy nast¦puj¡ce: ax = 10 nm, ay= 10nm, az = 3 nm. Gaussian centru-
jemy w oczekiwanym minimum energii potencjalnej, x0 = 250 nm, y0 = 200 nm,
z0 = −9 nm.

3. Wedªug wzoru (3.3) liczymy potencjaª ϕeqd(~r) pochodz¡cy od ªadunku uwi¦zio-
nego w kropce. Z warunków brzegowych (3.22-3.23) na ϕtot(~r) znajdujemy, ko-
rzystaj¡c z (3.5) warunki brzegowe na ϕelst(~r).

4. Wykonujemy procedur¦ iteracyjn¡ w wersji trójwymiarowej opisan¡ wzorem (3.25),
a» do uzyskania samouzgodnienia rozkªadu potencjaªu elektrostatycznego z g¦s-
to±ci¡ ªadunku zjonizowanych donorów i g¦sto±ci¡ gazu elektronowego uwi¦zio-
nego poni»ej bariery AlGaAs.
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5. Rozwi¡zujemy problem wªasny ukªaduN elektronów uwi¦zionych w kropce kwan-
towej utworzonej przez potencjaª wyliczony w punkcie 4. Znajdujemy nowy
rozkªad g¦sto±ci elektronów w kropce i wracamy do punktu 3. Samouzgodnienie
g¦sto±ci ªadunku uwi¦zionych w kropce elektronów uzyskujemy bardzo szybko,
zazwyczaj w kilku krokach iteracyjnych (3-5).

Procedura iteracyjna wykonywana w punkcie 4 przedstawionego schematu, podobnie
jak w przypadku symetrii cylindrycznej jest bardzo wolno zbie»na. Zastosowali±my
wi¦c symulowane �schªadzanie� ukªadu przedstawione w poprzednim rozdziale (po-
drozdz. 2.3), z dodaniem zale»no±ci rozkªadu ªadunku gazu elektronowego uwi¦zionego
poni»ej bariery AlGaAs od temperatury:

ρel(~r) =
τρas

el (z)

1 + exp

(−|e|ϕtot(x, y, zs) + Uband(zs)

kBT

) , (3.27)

gdzie τ jest dane wyra»eniem (3.20). Wyra»enie to w granicy T → 0 przechodzi
w wyra»enie (3.19).

3.6 Parametr dopasowania.
Parametry geometryczne i materiaªowe caªego nanourz¡dzenia oraz napi¦cia przykªa-
dane do elektrod P ,M iR przyj¦li±my zgodnie z danymi przedstawionymi w pracy [47].
Jedynym parametrem, który nie jest dobrze okre±lony byªa g¦sto±¢ domieszek donoro-
wych nd. Zostaªa ona przez nas potraktowana jako parametr dopasowania.
Dobrali±my j¡ tak, »eby dla napi¦¢ VM = −1.07 V, VR = −0.96 V, VP = 0 V otrzyma¢
przebieg energii potencjalnej Uconf (x, y, z), dla którego energia pojedynczego elektronu
uwi¦zionego w kropce wyniosªa zero. S¡ to napi¦cia, dla których obserwuje si¦ w eks-
perymencie przej±cie pierwszego elektronu do kropki. Dla przyj¦tej zbyt du»ej g¦sto±ci
nd energia potencjalna w kropce jest zbyt niska, co wida¢ na rys. 3.3a. Wtedy dla
napi¦¢ VM = −1.07 V, VR = −0.96 V w kropce mo»e zlokalizowa¢ si¦ nie jeden, a kilka
elektronów, lub obszar kropki mo»e zosta¢ zalany przez gaz elektronowy. Z kolei dla
zbyt maªego nd energia potencjalna elektronu w kropce jest zbyt du»a i kropka b¦dzie
pusta (rys. 3.3.c). Wªa±ciw¡ energi¦ potencjaln¡ przedstawion¡ na rys. 3.3.b. uzyskuje
si¦ dla g¦sto±ci donorów nd = 2.053 · 1017 cm−3.
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Rys. 3.3: Przebieg energii potencjalnej elektronu dla domieszkowania: (a) 2.500 · 1017

cm−3, (b) 2.053 · 1017 cm−3, (c)1.800 · 1017 cm−3. Czerwon¡ lini¡ oznaczono poziom
Fermiego. Skala na rysunkach jest ta sama. Napi¦cia na elektrodach wynosiªy: VM =
−1.07 V, VR = −0.96 V, VP = 0 V i VT = −1.3 V.

3.7 Rozkªad potencjaªu w nanourz¡dzeniu.
Przeprowad¹my dyskusj¦ rozkªadu potencjaªu przy napi¦ciach przyªo»onych do elek-
trod takich, jakie byªy zadane w eksperymencie [47]: VM = −1.07 V, VR = −0.96 V,
VP = 0 V oraz dla napi¦cia VT = −1.3 V. Po przyªo»eniu napi¦¢ do elektrod w na-
nourz¡dzeniu wygeneruje si¦ niejednorodne pole elektryczne. Potencjaª uwi¦zienia
bocznego (w kierunkach x − y), mo»emy wydoby¢ u»ywaj¡c przekroju pªaszczyzn¡
prostopadª¡ do osi z, która b¦dzie przecinaªa obszar kropki kwantowej. Kropka zlokali-
zowana jest w warstwie GaAs, która w naszym ukªadzie wspóªrz¦dnych opisana jest
ujemnymi warto±ciami z.
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Rys. 3.4: Energia elektronu w nanostrukturze Uconf (x, y, z = −6 nm). (a) wykres
quasi-trójwymiarowy, (b) poziomice. Na rysunkach zaznaczono lini¡ czerwon¡ poªo»e-
nie energii Fermiego. Na rysunku (b) kolorem szarym oznaczone jest poªo»enie elek-
trod. Napi¦cia na elektrodach wynosiªy: VM = −1.07 V, VR = −0.96 V, VP = 0 V i
VT = −1.3 V.

Na rys. 3.4.a i 3.4.b przedstawili±my przebieg potencjaªu uwi¦zienia w przekroju
pªaszczyzn¡ z = −6 nm na dwa sposoby. Rysunek 3.4.a zawiera bardziej intuicyjny,
quasi-trójwymiarowy przebieg energii potencjalnej. Na rys. 3.4.b zamie±cili±my dostar-
czaj¡ce wi¦cej informacji poziomice. Czerwon¡ poziomic¡ zaznaczono warto±¢ energii
potencjalnej elektronu Uconf (x, y, z = −6 nm) = EF . Lokalne minimum potencjaªu
znajduje si¦ w punkcie o wspóªrz¦dnych (x = 220 nm, y = 200 nm).
W pobli»u minimum tworzy si¦ kropka kwantowa, a otaczaj¡ce ten obszar bariery
potencjaªu stanowi¡ potencjaª uwi¦zienia bocznego.

3.8 Kanaªy transmisji.
Jak widzimy na rys. 3.4.a i 3.4.b potencjaª uwi¦zienia bocznego posiada w dwóch
miejscach punkty siodªowe, w których bariery potencjaªu s¡ obni»one. S¡ to kanaªy
transmisji, przez które elektrony mog¡ tunelowa¢ pomi¦dzy rezerwuarem gazu elektro-
nowego a kropk¡ kwantow¡. Kanaª znajduj¡cy si¦ pomi¦dzy elektrod¡ T i M nazwi-
jmy lewym kanaªem transmisji, a znajduj¡cy si¦ pomi¦dzy elektrodami R i T prawym
kanaªem transmisji.

Na wysoko±¢ barier tunelowych w obydwu kanaªach transmisji najwi¦kszy wpªyw
ma warto±¢ napi¦cia VT . Im wy»sze napi¦cie VT tym bariera b¦dzie ni»sza.
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Rys. 3.5: Przebieg energii potencjalnej Uconf (x, y, z = −6 nm) dla napi¦cia (a) VT =
−1.1 V (b) VT = −1.3 V. Pozostaªe napi¦cia wynosz¡: VM = −1.07 V, VR = −0.96 V,
VP = 0 V. Lini¡ czerwon¡ zaznaczono poziom Fermiego.

Je±li napi¦cie b¦dzie zbyt wysokie, to nie wytworzy si¦ bariera oddzielaj¡ca obszar
zalegania gazu elektronowego od obszaru kropki kwantowej (rys. 3.5.a), przez co nie
otrzyma si¦ kropki kwantowej. Przy VT ≈ −1.3 V wysoko±¢ barier pozwala uzyska¢
zgodn¡ z eksperymentem wysoko±¢ obu kanaªów transmisji. Przy rozkªadzie potencjaªu
przedstawionym na rysunku 3.5.b wida¢, »e elektrony mog¡ przechodzi¢ tylko przez
kanaª lewy, gdzie warto±¢ energii potencjalnej jest niska.

Zmieniaj¡c ukªad napi¦¢ mo»na regulowa¢ wysoko±¢ barier i otwiera¢ lub zamyka¢
kanaªy. Przebieg barier zale»y od wszystkich czterech napi¦¢ na czterech elektrodach.
Manipulowanie a» czterema parametrami � napi¦ciami jest kªopotliwe, dlatego w eks-
perymencie [47] zmieniano napi¦cia tylko na dwóch elektrodach M i R. My chcemy
odtworzy¢ wyniki eksperymentalne, dlatego post¡pimy podobnie i napi¦cia VT i VP

ustalimy, a zmienia¢ b¦dziemy VM i VR.
Na rys. 3.6 przedstawione s¡ trzy przebiegi energii potencjalnej

Uconf (x, y, z = −6 nm) dla trzech par napi¦¢ VM i VR. Pary te s¡ tak dobrane, by
energia pojedynczego elektronu uwi¦zionego w kropce kwantowej E1 byªa równa EF .
Rys. 3.6.a jest identyczny z 3.4b, na rys. 3.6.b przedstawiony jest rozkªad potencjaªu
po przyªo»eniu mniejszego o 140 mV napi¦cia na elektrod¦ M . Przyªo»enie ni»szego
napi¦cia VM powoduje podwy»szenie energii potencjalnej w lewym kanale transmisji i
jego zablokowanie.
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Rys. 3.6: Przebieg energii potencjalnej Uconf(x, y, z = −6 nm) dla napi¦cia na elek-
trodach: (a) VM = −1.07 V, VR = −0.96 V, (b) VM = −1.21 V, VR = −0.9 V, (c)
VM = −1.35 V, VR = −0.82 V. Przyj¦to napi¦cia VP = 0 V i VT = −1.3 V.

Wysoka warto±¢ energii potencjalnej w lewym kanale uniemo»liwia przechodzenie elek-
tronu pomi¦dzy kropk¡ a gazem elektronowym. Zauwa»my, »e wraz z obni»eniem
napi¦cia VM musieli±my podwy»szy¢ napi¦cie VR o 55 mV, aby energia elektronu
lokalizowanego w kropce pozostawaªa na poziomie Fermiego E1 = EF . Pomimo
znacznego zwi¦kszenia napi¦cia przyªo»onego na elektrod¦ R prawy kanaª pozostaje
nadal zamkni¦ty. Dalsze zwi¦kszanie napi¦cia na elektrodzie R (do VR = −0.82 V) i
zmniejszanie napi¦cia na elektrodzie M nie spowoduje wystarczaj¡cego pogª¦bienia
prawego kanaªu transmisji (Rys. 3.6.c). Powodem tego jest umiejscowienie pomi¦dzy
obszarem kropki i gazem elektronowym �dzióbka� na elektrodzie R.
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Rys. 3.7: (a-b) przebiegi energii potencjalnej Uconf (x, y, z = −6 nm) dla kon�guracji
napi¦¢: (a) VM = −1.07 V, VR = −0.92 V, (b) VM = −1.35 V, VR = −0.75 V.
Zaznaczono poªo»enia kanaªów transmisji: lewego(odcinek zielony) i prawego(odcinek
niebieski). (c-d) Przebieg energii potencjalnej wzdªu» kanaªu (c) lewego Uconf (x, y =
212.5 nm, z = −6 nm) i (d) prawego Uconf (x(w), y(w), z = −6 nm). Parametr w
oznacza mierzon¡ wzdªu» kanaªu prawego odlegªo±¢ od punktu �+�. Lini¡ czarn¡ oz-
naczyli±my przebiegi dla kon�guracji napi¦¢ z rys. (a), a czerwon¡ z rys. (b).

Kanaª prawy mo»na otworzy¢ przez obni»enie napi¦cia na elektrodzie R, przy za-
chowaniu staªego napi¦cia na elektrodzie M , na przykªad dla kon�guracji napi¦¢
VM = −1.35 V i VR = −0.75 V, dla których przebieg energii potencjalnej
Uconf (x, y, z = −6 nm) przedstawili±my na rys. 3.7.b. Prawy kanaª transmisji jest
otwarty i elektrony mog¡ przez niego przechodzi¢. Kanaª lewy jest zamkni¦ty. Dla
tej kon�guracji napi¦¢ minimum w kropce b¦dzie gª¦bsze i rozleglejsze, zdolne uwi¦zi¢
wi¦ksz¡ ilo±¢ elektronów.
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W tym wypadku uwi¦zieniu ulegn¡ trzy elektrony. Na rys. 3.7.a zamie±cili±my prze-
bieg energii potencjalnej Uconf (x, y, z = −6 nm) dla napi¦¢ VM = −1.07 V, VR = −0.92

V, dla których pojemno±¢ kropki równie» wynosi N = 3, ale otwarty jest lewy kanaª
transmisji. Przebieg energii potencjalnej wzdªu» kanaªów lewego (odcinek zaznaczony
kolorem zielonym) i prawego (odcinek zaznaczony kolorem niebieskim) przedstawili±my
na rys. 3.7.c-d. Dla wysokich napi¦¢ VM elektron b¦dzie mógª przechodzi¢ kanaªem
lewym, a dla niskich kanaªem prawym.

Dla napi¦¢ po±rednich obydwie bariery b¦d¡ posiada¢ zbli»on¡ wysoko±¢.
Je±li ta wysoko±¢ b¦dzie du»a, tunelowanie nie b¦dzie miaªo miejsca. Efekt ten jest
wyra¹nie widoczny w eksperymencie.

3.9 Linie transmisji.
Warunkiem koniecznym tunelowania elektronu z rezerwuaru do kropki zawieraj¡cej
N − 1 elektronów jest ujemna warto±¢ potencjaªu elektrochemicznego µN ukªadu N

elektronów uwi¦zionych w kropce. Przypomnijmy, potencjaª elektrochemiczny µN jest
to ró»nica pomi¦dzy energi¡ stanu podstawowego ukªadu N elektronowego i N − 1

elektronowego: µN = EN − EN−1. Tunelowanie elektronu z powrotem do rezerwuaru
elektronów nast¦puje, gdy potencjaª elektrochemiczny µN jest dodatni.
Przy odpowiednio dobranych napi¦ciach na elektrodach M i R, dla których potencjaª
elektrochemiczny zeruje si¦, niewielka skªadowa zmienna napi¦cia przyªo»onego do zna-
jduj¡cej si¦ pomi¦dzy elektrodami R i M elektrody P powoduje transmisj¦ elektronów
z rezerwuaru elektronowego do kropki i z powrotem.
Speªniaj¡ce ten warunek pary napi¦¢ VR i VM ukªadaj¡ si¦ na wykresie w linie nazy-
wane liniami transmisji.
Autorzy pracy [47] wyznaczyli eksperymentalnie linie transmisji dla kropek kwan-
towych zawieraj¡cych N = 0, 1, 2, 3 i 4 elektrony. Wykorzystuj¡c teori¦ przedstawion¡
w podrozdziaªach (3.1-3.6) wyznaczyli±my teoretyczne przebiegi tych linii i na rys. 3.8
zestawili±my je z danymi eksperymentalnymi. Wyniki naszych oblicze« bardzo do-
brze odtwarzaj¡ eksperymentalne poªo»enia linii transmisji. Otrzymali±my poprawne
zarówno odlegªo±ci pomi¦dzy liniami jak i nachylenia poszczególnych linii.

Uzyskali±my eksperymentalnie obserwowan¡ zmian¦ nachylenia linii N = 3 i N = 4,
przy przej±ciu z VM niskich do VM wysokich. Ten efekt jest spowodowany przesuwaniem
si¦ minimum potencjaªu. Wraz z rosn¡cym napi¦ciem VR minimum potencjaªu i kropka
kwantowa przesuwa si¦ w stron¦ elektrody R.
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Rys. 3.8: Przebieg linii transmisji w funkcji napi¦¢ VM i VR. Linie wyznaczone teo-
retycznie zaznaczono kolorowymi odcinkami, które poprowadzili±my pomi¦dzy parami
napi¦¢ VM i VR (na schemacie - okr¦gi). Dla tych par napi¦¢ wyliczony potencjaª
elektrochemiczny µN wynosi 0. Dane eksperymentalne [47] zaznaczyli±my krzy»ykami,
których wielko±¢ odzwierciedla rozrzut punktów pochodz¡cych z pomiaru. Cyframi
oznaczono liczb¦ elektronów lokalizuj¡cych si¦ w kropce dla danych napi¦¢.

Mniejsza odlegªo±¢ do tej elektrody powoduje, »e potencjaª uwi¦zienia b¦dzie zale»aª
silniej od napi¦cia VR.

Jak widzimy na rys. 3.8, pierwsza i druga linia transmisji urywa si¦ caªkowicie,
a linia trzecia po urwaniu dla napi¦cia VM = −1.2 V znowu jest obserwowana dla
VM = −1.3 V. Urywanie si¦ linii nast¦puje gdy bariery oddzielaj¡ce kropk¦ od gazu s¡
wysokie.
Efekt zaniku linii udaªo nam si¦ odtworzy¢ w sposób jako±ciowy, przez wyznaczenie
wysoko±ci barier tunelowych od napi¦¢ (rozdziaª 3.8).
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3.10 Rozkªad ªadunków w nanourz¡dzeniu.
Rozwi¡zuj¡c problem Poissona-Schrödingera wyznaczyli±my rozkªad ªadunku zjonizo-
wanych donorów, dwuwymiarowego gazu elektronowego oraz uwi¦zionych elektronów.
Donory ulegaj¡ jonizacji, gdy energia potencjalna elektronu zlokalizowanego na cen-
trum donorowym jest wi¦ksza od energii Fermiego (3.7). Rozkªad zjonizowanych
donorów scaªkujemy w kierunku z, aby uzyska¢ g¦sto±¢ powierzchniow¡ ªadunku:

σd(x, y) =

∫
ρd(x, y, z)dz . (3.28)

Rozkªad σd(x, y) przedstawili±my na rys. 3.9.b. Poni»ej elektrod oraz w pobli»u kropki
wszystkie donory s¡ zjonizowane. Dopiero w du»ej odlegªo±ci od elektrod w kierunkach
x− y ilo±¢ zjonizowanych donorów maleje i ρd(x, y, z) przechodzi w rozkªad asympto-
tyczny ρas

d (z). Jednak przej±cie to jest bardzo wolne. G¦sto±¢ powierzchniow¡ gazu
elektronowego σel(x, y) zamieszczon¡ na rys. 3.9.a wyznaczyli±my z zale»no±ci:

σel(x, y) =

∫
ρel(x, y, z)dz . (3.29)

Rys. 3.9: (a) g¦sto±¢ powierzchniowa gazu elektronowego σel(x, y), (b) g¦s-
to±¢ powierzchniowa ªadunku zjonizowanych donorów σd(x, y). Ciemniejszy kolor
odpowiada wi¦kszej co do moduªu g¦sto±ci powierzchniowej. G¦sto±ci wyznaczyli±my
dla napi¦¢ VM = −1.07 V i VR = −0.96 V.
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W odró»nieniu od rozkªadu donorów rozkªad gazu elektronowego w warstwie GaAs
σel(x, y) przechodzi w asymptotyczny w stosunkowo niewielkiej odlegªo±ci od elektrod
w kierunkach x− y.

Na rys. 3.10 przedstawili±my rozkªad ªadunku ρ(x, y0, z) w przekroju pªaszczyzn¡
przecinaj¡c¡ obszar kropki y0 = 200 nm (3.10.a) i pªaszczyzn¡ przecinaj¡c¡ obszar,
w którym rozkªad ªadunku b¦dzie d¡»yª do asymptotycznego y0 = 575 nm (3.10.b).

Rys. 3.10: G¦sto±¢ ªadunku ρ(~r) w przekroju pªaszczyzn¡ (a) y = 200 nm, (b) y = 575
nm. Na wykresie (b) osie s¡ przeciwnie skierowane ni» osie na wykresie (a). Na rys.
(c) zaznaczyli±my usytuowanie pªaszczyzn przekrojów wzgl¦dem elektrod.

Na rys. 3.10.b widzimy, »e warstwa zjonizowanych donorów dla du»ych x (x > 400 nm)
rozdziela si¦ na górn¡ (bli»ej elektrod) i doln¡ (bli»ej gazu elektronowego). Jonizacja
dolnej warstwy jest skutkiem istnienia skoku dna pasma przewodnictwa na styku GaAs
z AlGaAs i zostaªa opisana wcze±niej w podrozdziale 3.4. Rozkªady gazu elektrono-
wego oraz donorów w dolnej warstwie szybko zmierzaj¡ do rozkªadu asymptotycznego.
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Górna warstwa donorów ulega jonizacji pod wpªywem ujemnych napi¦¢ przyªo»onych
do elektrod. Pomi¦dzy zjonizowanymi warstwami donorów znajduje si¦ obszar, gdzie
energia potencjalna elektronu jest staªa i wynosi EF .

Rys. 3.11: G¦sto±¢ ªadunku elektronu uwi¦zionego w kropce ρeqd(x, y,−6 nm) z zaz-
naczonymi konturami elektrod oraz poziomicami energii potencjalnej Uconf(x, y, z =
−6 nm). Kwadratem zaznaczyli±my obszar, w którym rozwi¡zywali±my równanie
Schrödingera. (b) G¦sto±¢ ªadunku elektronu uwi¦zionego w kropce ρeqd(x, y,−6 nm)
w kwadracie z (a) dla z = −9 nm. (c) G¦sto±¢ ªadunku elektronu w przekroju
pªaszczyzn¡ y = 200 nm (niebieska linia na (a)).

Trzecim rodzajem ªadunku w nanourz¡dzeniu jest ªadunek elektronu uwi¦zionego
w kropce ρeqd(x, y, z). Przekrój ρeqd(x, y,−6 nm) dla napi¦¢ VM = −1.07 V i
VR = −0.96 V zamie±cili±my na rysunku 3.11.a wraz z poziomicami potencjaªu i kon-
turem elektrod. Na quasi-tójwymiarowym wykresie 3.11.b zamie±cili±my przekrój
ρeqd(x, y,−9 nm), dla (x, y) tylko z obszaru kropki. Funkcja falowa w kierunkach x− y
posiada ksztaªt iloczynu gaussianów.
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Brak asymetrii wynikaj¡cej z rozkªadu potencjaªu jest przypadkowym wynikiem, spo-
wodowanym zwi¦kszeniem energii w kierunku x przez pole magnetyczne. Na rys. 3.11.c
zamie±cili±my przekrój ρeqd(x, 200 nm, z), widzimy »e elektron jest przyci¡gany do bar-
iery i silnie spªaszczony w kierunku z. Maksimum ªadunku znajduje si¦ ok. 9 nm
poni»ej bariery, warto±¢ oczekiwana poªo»enia w kierunku z wynosi ok. 8 nm.
Warto±¢ oczekiwana poªo»enia w kierunkach x i y zale»y od poªo»enia minimum, czyli
od kon�guracji napi¦¢.

3.11 Wpªyw ªadunku elektronów uwi¦zionych
w kropce na pozostaªe ªadunki.

Wnanostrukturze opisanej w rozdziale drugim obserwowali±my silny wpªyw liczby elek-
tronów uwi¦zionych w kropce na rozkªad potencjaªu w nanourz¡dzeniu. Byªo to spo-
wodowane pojawieniem si¦ na powierzchni metalowej bramki ªadunku indukowanego,
który byª ¹ródªem dodatkowego pola. Efekt ten byª uwzgl¦dniany poprzez warunki
brzegowe narzucone na rozwi¡zanie równania Poissona. Podobny efekt obserwujemy
w nanostrukturze badanej w tym rozdziale.

Ilo±ciowy wpªyw ªadunku elektronów uwi¦zionych w kropce ρeqd(~r) na potencjaª
uwi¦zienia wyznaczamy odejmuj¡c warto±¢ Uconf(~rqd) otrzyman¡ dla pustej kropki
(N = 0) od warto±ci Uconf (~rqd) otrzymanej w przypadku, gdy w kropce uwi¦ziony
jest jeden elektron(N = 1):

∆Uconf = UN=1
conf (~rqd)− UN=0

conf (~rqd) , (3.30)

gdzie ~rqd = (220 nm, 200 nm,−9 nm). Dla napi¦¢ VM = −1.07 V i VR = −0.96 V
otrzymano ∆Uconf = −0.41 meV.
Za efekt pogª¦bienia minimum potencjaªu w kropce odpowiedzialne s¡ dwa procesy,
odepchni¦cie gazu elektronowego od obszaru kropki oraz indukowanie ªadunku powierz-
chniowego na metalowych elektrodach. Na pogª¦bienie minimum nie ma natomiast
wpªywu proces jonizacji wi¦kszej liczby donorów.

Wpªyw ka»dego z osobna procesu na gª¦boko±¢ minimum wyznaczyli±my w sposób
przybli»ony zakªadaj¡c, »e zachodzi tylko dany proces. Dwa pozostaªe zaniedbali±my.
Za obni»enie Uconf (~rqd) po wej±ciu elektronu do kropki odpowiedzialny jest gªównie
proces odepchni¦cia gazu elektronowego od obszaru kropki, dla rozwa»anych napi¦¢
powoduje on obni»enie Uconf (~rqd) o 0.4 meV.
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Wi¦kszy jest wpªyw gazu elektronowego z rezerwuaru lewego, który nawet dla niskich
napi¦¢ VM znajduje si¦ bli»ej kropki. Znacznie mniejszy wpªyw na gª¦boko±¢ minimum
ma ªadunek indukowany na powierzchni metalowych elektrod. �adunek ten powoduje
zmniejszenie Uconf (~rqd) o 0.01 meV. Maªy wpªyw tego efektu spowodowany jest tym, »e
nanourz¡dzenie dyskutowane w tym rozdziale nie posiada jednej, du»ej elektrody, lecz
kilka w¡skich, poªo»onych daleko od kropki. Wej±cie elektronu do kropki nie powoduje
zmiany rozkªadu zjonizowanych domieszek, co tªumaczymy du»¡ odlegªo±ci¡ kropki
od niezjonizowanych donorów (rys. 3.9.a).

3.12 Podsumowanie.
Wyznaczyli±my teoretyczny rozkªad potencjaªu elektrostatycznego w modelowej nano-
strukturze, której konstrukcja odpowiada w przybli»eniu nanourz¡dzeniu zbudowanemu
przez autorów pracy [47]. Obliczenia wykonano korzystaj¡c z pierwszych zasad elek-
trostatyki poprzez rozwi¡zanie równania Poissona w obszarze roboczym nanourz¡dze-
nia. Wyznaczyli±my równie» rozkªady ªadunku gazu elektronowego, zjonizowanych
donorów oraz elektronów uwi¦zionych w kropce. Dzi¦ki temu byli±my w stanie obliczy¢
przebieg potencjaªu poni»ej elektrod, stanowi¡cego potencjaª uwi¦zienia dla kropki
kwantowej.

Potencjaª uwi¦zienia ma charakter barier oddzielaj¡cych minimum globalne, w któ-
rych zalega gaz elektronowy od minimum lokalnego, w którym tworzy si¦ sztuczny
atom. Miejsca o mniejszej wysoko±ci barier stanowi¡ kanaªy transmisji, przez które
mog¡ tunelowa¢ elektrony. Udaªo nam si¦ wyznaczy¢ wysoko±¢ tych barier w fun-
kcji napi¦¢ przyªo»onych do elektrod, dzi¦ki czemu mogli±my okre±li¢ warunki prze-
chodzenia elektronu z gazu elektronowego do kropki.

Wyliczony rozkªad energii potencjalnej dla elektronu zostaª wykorzystany do roz-
wi¡zania równania wªasnego dla ukªadu kilku elektronów uwi¦zionych w kropce kwan-
towej. Przebadanie potencjaªów elektrochemicznych dla ukªadów 1,2,3 i 4 elektronów
w funkcji przyªo»onych do elektrod napi¦¢ VM i VR pozwoliªo nam odtworzy¢ ekspery-
mentalne poªo»enia linii transmisji. Uzyskana doskonaªa zgodno±¢ wyników oblicze«
z danymi eksperymentalnymi przekonuje, »e mo»liwe jest teoretyczne przewidzenie
wªa±ciwo±ci sterowanych napi¦ciowo nanourz¡dze« póªprzewodnikowych.

Zbadali±my wpªyw ªadunku elektronu uwi¦zionego w kropce na warto±ci potencjaªu
w jej obszarze. Dodanie jednego elektronu do kropki przesuwa minimum o ok. 0.4 meV,
co wynika gªównie z odepchni¦cia gazu elektronowego od obszaru kropki.
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Rozdziaª 4

Problem Poissona-Schrödingera dla
elektronu uwi¦zionego w studni
kwantowej, w s¡siedztwie metalowej
elektrody.

4.1 Wprowadzenie.
W dyskutowanych w rozprawie nanourz¡dzeniach potencjaª uwi¦zienia dla elektronów
w kropce kwantowej byª generowany i regulowany przez napi¦cia przyªo»one pomi¦dzy
kontakt omowy i elektrody poªo»one na powierzchni póªprzewodnika. Elektrody stanowi¡
metalowe elementy przewodz¡ce, poª¡czone z rezerwuarami elektronów (uziemione lub
poª¡czone ze stabilizatorami napi¦cia). Ich obecno±¢ ma okre±lone skutki dla elek-
tronów znajduj¡cych si¦ w ich pobli»u. Pojawia si¦ efekt oddziaªywania elektronu
z ªadunkiem indukowanym na powierzchni przewodnika. Efekt ten zostaª pokazany
w pracy [84], w której dyskutowany jest problem elektronu znajduj¡cego si¦ w studni
kwantowej lub we fragmencie drutu kwantowego, poªo»onych w bezpo±rednim s¡siedztwie
niesko«czenie rozlegªej przewodz¡cej pªaszczyzny.

Okazuje si¦, »e potencjaª indukowany wynikaj¡cy z redystrybucji elektronów w prze-
wodniku wywoªanej obecno±ci¡ elektronu w pobli»u jego powierzchni prowadzi do po-
jawienia si¦ potencjaªu uwi¦zienia bocznego, formuj¡cego stabilny pakiet falowy.
Ten pakiet jest w stanie pokonywa¢ bariery potencjaªu lub odbija¢ si¦ od nich z praw-
dopodobie«stwem 100%, podobnie jak elektron w mechanice klasycznej.
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W pracy [84] obecno±¢ ªadunku indukowanego byªa uwzgl¦dniana metod¡ obrazów,
dzi¦ki czemu mo»liwe byªo analityczne wyliczenie potencjaªu indukowanego.
Niestety metoda obrazów stosowalna jest jedynie w przypadku niesko«czenie rozlegªej
pªaszczyzny przewodz¡cej. Elektrody znajduj¡ce si¦ w nanourz¡dzeniach posiadaj¡
sko«czone rozmiary i nie ma mo»liwo±ci analitycznego wyliczenia potencjaªu induko-
wanego. Mo»na go natomiast uzyska¢ rozwi¡zuj¡c równanie Poissona.

Przy rozwi¡zywaniu równania Poissona obecno±¢ metalowych elektrod i wszystkich
efektów zwi¡zanych z ich obecno±ci¡ jest uwzgl¦dniana poprzez narzucenie warunków
brzegowych na ich powierzchni (staªa, okre±lona warto±¢ potencjaªu). Poniewa» przy nu-
merycznym rozwi¡zywaniu problemuPoissona-Schrödingera obliczenia mo»na wykona¢
dla dowolnego ksztaªtu elektrod, mo»emy przedyskutowa¢ problem, którego nie udaje
si¦ rozwi¡za¢ analitycznie, a jest wa»nym uzupeªnieniem pracy [84].

Rozwa»a¢ b¦dziemy ukªad, w którym na powierzchni planarnej struktury zawiera-
j¡cej w¡sk¡ studni¦ kwantow¡ uªo»ona jest niesko«czenie dªuga, ale o sko«czonej sze-
roko±ci metalowa elektroda. Jest to typowy ukªad ±cie»ki pr¡dowej uªo»onej na póªprze-
wodnikowej nanostrukturze. Schemat struktury przedstawia rys. 4.1.

Rys. 4.1: Schemat struktury zawieraj¡cej studni¦ kwantow¡, nad któr¡ znajduje si¦
metalowa elektroda oddzielona od niej izolatorem. (a) schemat quasi-trójwymiarowy,
(b) przekrój w pªaszczy¹nie x-z.
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Studnia kwantowa oddzielona jest od metalu barier¡ potencjaªu, któr¡ stanowi
warstwa izolatora lub póªprzewodnika o wy»ej poªo»onym dnie pasma przewodnictwa.
Wybierzmy kartezja«ski ukªad wspóªrz¦dnych, tak jak na rysunku 4.1.a, o± z zorien-
tujmy tak by byªa prostopadªa do warstw póªprzewodnikowych, o± y b¦dzie zorien-
towana równolegle do kierunku ±cie»ki. Punkt (0, 0, 0) zlokalizowany jest w studni
kwantowej (z = 0) dokªadnie poni»ej ±rodka metalowej elektrody (x = 0).

Na rys. 4.1.b przedstawiona jest ta sama struktura w przekroju pªaszczyzn¡ y =

0, z zaznaczonymi wymiarami: odlegªo±ci¡ metal � studnia kwantowa h, szeroko±ci¡
metalowej elektrody d i jej wysoko±ci¡ l.

4.2 Problem Poissona-Schrödingera.
Zaªó»my teraz, »e w studni kwantowej bezpo±rednio pod elektrod¡ znajduje si¦ elek-
tron. Zgodnie z [84] mo»emy oczekiwa¢, »e w stanie podstawowym ukªadu funkcja
falowa elektronu uformuje si¦ w postaci pakietu falowego rozmytego w kierunku po-
przecznym (x, y). Zakªadamy, »e studnia kwantowa jest na tyle w¡ska, »e elektron
w niej zlokalizowany ma zamro»ony ruch w kierunku z i problem funkcji falowej elek-
tronu sprowadza si¦ do dwóch wymiarów. Niech stan elektronu w studni kwantowej
opisuje funkcja falowa ψ(x, y), wówczas g¦sto±¢ ªadunku elektronu:

ρe(x, y, z) = −|e||ψ(x, y)|2 · δ(z) (4.1)

stanowi ¹ródªo potencjaªu elektrostatycznego, który liczymy rozwi¡zuj¡c równanie
Poissona uwzgl¦dniaj¡c w warunkach brzegowych obecno±¢ metalowych elektrod:

∇2ϕtot(~r) = −ρe(~r)

εε0
. (4.2)

Równanie (4.2) rozwi¡zujemy na siatce zawieraj¡cej w kierunku x i y 91 punktów,
w kierunku z 105 punktów. Odlegªo±ci pomi¦dzy w¦zªami siatki zmieniaj¡ si¦ w za-
le»no±ci od odlegªo±ci od centrum struktury, w kierunku x i y wynosz¡:





∆ = 5 nm dla |x|, |y| < 150 nm

∆ = 10 nm dla 150 < |x|, |y| < 300 nm

. (4.3)
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W kierunku z:




∆z = 1 nm dla |z − s| < s+ 20 nm

∆z = 2 nm dla s+ 20 < |z − s| < s+ 60 nm

∆z = 4 nm dla |z − s| > s+ 60

, (4.4)

gdzie s =
(h+ l)

2
. Na powierzchni obszaru obj¦tego powy»sz¡ siatk¡ narzucamy na

potencjaª warunki brzegowe von Neumanna, »¡daj¡c zerowania si¦ pochodnej normal-
nej potencjaªu. Powierzchni¦ t¦ stanowi¡ ±cianki boczne prostopadªo±cianu, którego
rozmiary wynosz¡:
Lx = 600 nm, Ly = 600 nm, Lz = 400 nm. Ponadto w caªej obj¦to±ci metalowej
elektrody narzucamy warunki Dirichleta: ϕtot(x, y, z) = 0 dla |x| < d/2, h < z < h+ l,
gdzie l jest grubo±ci¡ elektrody, któr¡ w rachunkach przyj¦to równ¡ 30 nm.
Szczegóªy rozwi¡zania na siatce równania Poissona (4.2) przedstawione zostaªy w po-
drozdziaªach 2.3 i 3.5.

Caªkowity potencjaª elektrostatyczny w ukªadzie stanowi sum¦ potencjaªów pochodz¡-
cych od ªadunku wªa±ciwego elektronu ϕe(x, y, z) i od ªadunku indukowanego ϕind(x, y, z):

ϕtot(x, y, z) = ϕe(x, y, z) + ϕind(x, y, z) . (4.5)

Potencjaª caªkowity ϕtot(x, y, z) wyznaczamy z równania Poissona, wykorzystuj¡c do tego
celu opisan¡ w rozdziale trzecim procedur¦ numeryczn¡ dan¡ wyra»eniem(3.25).
Potencjaª ϕe(x, y, z) liczymy z prawa Coulomba:

ϕe(~r) =
1

4πεε0

∫

V

ρe(~r1)

|~r − ~r1|d
3r1 . (4.6)

Odejmuj¡c oba potencjaªy uzyskujemy potencjaª indukowany:

ϕind(x, y, z) = ϕtot(x, y, z)− ϕe(x, y, z) , (4.7)

który stanowi potencjaª uwi¦zienia bocznego dla elektronu w studni kwantowej.
Ostatecznie wyliczamy energi¦ potencjaln¡ uwi¦zienia bocznego dla elektronu Uconf :
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Uconf (x, y) = −|e|ϕind(x, y, 0) . (4.8)

Wchodzi ona do dwuwymiarowego równania Schrödingera, przy pomocy którego wyz-
naczamy funkcj¦ falow¡ elektronu:

[
− h̄2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ Uconf (x, y)

]
ψ(x, y) = Eindψ(x, y) . (4.9)

4.3 Samouzgodnienie pole-ªadunek.
Poniewa» funkcja falowa elektronu zale»y od potencjaªu elektrostatycznego, a on z kolei
od rozkªadu g¦sto±ci elektronowej, obliczenia (4.1) do (4.9) wykonujemy iteracyjnie, a»
do uzyskania samouzgodnienia. W pierwszym kroku iteracyjnym przyjmujemy funkcj¦
falow¡ w postaci gaussianu:

ψ(x, y) =
1

πa2
exp

(−(x− x0)
2 − y2

2a2

)
, (4.10)

gdzie x0 jest odlegªo±ci¡ maksimum funkcji falowej od ±rodka elektrody, a a- szeroko±ci¡
poªówkow¡ pakietu.

Wyznaczywszy rozkªad potencjaªu indukowanego ϕind(x, y, z) w przestrzeni wokóª
elektrody mo»na wyznaczy¢ ªadunek indukowany na jej powierzchni:

σind(~r) = εε0 [−∇ϕtot(~r) · ~n] , (4.11)

gdzie ~n jest wektorem normalnym do powierzchni przewodnika.
Ze wzgl¦du na nieci¡gªo±¢ pochodnej ϕtot na brzegu metalu posªu»yli±my si¦ trójpunk-

tow¡ aproksymacj¡ pochodnej jednostronnej. Zale»no±¢ na σind(x, y, z) na dolnej po-
wierzchni elektrody ma posta¢:

σind(x, y, z) = εε0 [−4ϕ(x, y, z − 2∆z) + 3ϕ(x, y, z) + ϕ(x, y, z −∆z)] . (4.12)

Dla powierzchni bocznych i górnej u»ywamy podobnego, ale odpowiednio zmody�ko-
wanego wyra»enia.
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4.4 Formowanie ksztaªtu funkcji falowej elektronu
znajduj¡cego si¦ poni»ej elektrody.

Na rys. 4.2.a i 4.2.c przedstawiono rozkªad g¦sto±ci ªadunku elektronu ρe(x, y = 0)

w kolejnych iteracjach dla dwóch pakietów pocz¡tkowych postaci (4.10). Obydwa paki-
ety pocz¡tkowe scentrowane s¡ w punkcie x0 = 0, dokªadnie poni»ej ±rodka elektrody o
szeroko±ci d = 30 nm, znajduj¡cej si¦ w odlegªo±ci h = 20 nm powy»ej studni. Pakiety
ró»ni¡ si¦ szeroko±ci¡ � rys. 4.2.a dotyczy ewolucji startowego pakietu w¡skiego (a = 25

nm), natomiast rys. 4.2.c szerokiego (a = 40 nm). Obok, na rysunkach 4.2.b i 4.2.d
zamieszczono energi¦ Eind (okr¦gi), odpowiednio dla pocz¡tkowego pakietu w¡skiego
i dla pakietu szerokiego. Energia ta jest warto±ci¡ wªasn¡ wyst¦puj¡cego w równaniu
(4.9) operatora.

Równanie to nie jest jednak»e niezale»ne. Wyst¦puj¡cy w (4.9) potencjaª elek-
trostatyczny zawiera zale»no±¢ od funkcji falowej, któr¡ uwzgl¦dniamy w procedurze
samouzgodnienia. Sytuacja jest analogiczna do jednoelektronowego przybli»enia w ukªa-
dzie wielu ciaª, uzyskiwanego w przybli»eniu pola ±redniego. W tym przypadku warto±¢
wªasna samouzgodnionego hamiltonianu ma sens �energii jednoelektronowej� [84].
Energia caªkowita ukªadu nie jest z ni¡ to»sama, wymaga odj¦cia poªowy oddziaªy-
wania. Dlatego wprowadzamy drug¡ energi¦ E, która ma sens �energii caªkowitej�
w rachunku pola ±redniego i jest zachowana podczas ewolucji czasowej ukªadu [84]:

E = Eind − 1

2

∫
Uconf (x, y)|ψ(x, y)|2dxdy . (4.13)

Energia ta ma jednocze±nie sens pracy jak¡ trzeba przekaza¢ elektronowi, aby przenie±¢
go �powoli� (pozwalaj¡c na caªkowit¡ relaksacj¦ ªadunku indukowanego) spod elektrody
do niesko«czono±ci. Energia caªkowita zostaªa przedstawiona na rysunku 4.2.b i 4.2.d
krzy»ykami.

Pomimo ró»nego startu, przedstawione na rysunkach 4.2.a,b i 4.2.c,d wielko±ci zbie-
gaj¡ si¦ w procedurze iteracyjnej do takich samych warto±ci samouzgodnionych.
Jednocze±nie energia caªkowita w kolejnych iteracjach maleje, co oznacza zbie»no±¢ pro-
cedury iteracyjnej do stanu podstawowego. Dla rozkªadu stabilnego energia caªkowita
E przyjmuje warto±¢ −0.45 meV podczas gdy jednoelektronowa Eind wynosi −1.14

meV.
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Rys. 4.2: (a,c) Rozkªad g¦sto±ci ªadunku elektronu ρe(x, y = 0) w kolejnych iteracjach,
(b,d) energia elektronu w kolejnych iteracjach. Okr¦gami zaznaczono Eind b¦d¡c¡
warto±ci¡ wªasn¡ równania (4.9), krzy»ami energi¦ caªkowit¡ E dan¡ wyra»eniem
(4.13). Wykresy a-b wykonano dla zaªo»onego w pierwszej iteracji silnie skupionego
w przestrzeni kon�guracyjnej pakietu falowego, wykresy c-d dla pakietu rozmytego.
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4.5 Badanie lokalnych minimów energii elektronu.
Podobny rachunek wykonali±my dla startowego pakietu falowego przyj¦tego niecen-
tralnie pod elektrod¡, a wi¦c dla x0 6= 0 (4.10). Na rys. 4.3 przedstawiono przebieg
samouzgadniania dla pakietu pocz¡tkowego przesuni¦tego o wielko±¢ x0 = 60 nm,
w ukªadzie, w którym elektroda o szeroko±ci d = 70 nm oddalona jest od studni
o h = 20 nm. Na rysunku 4.3.a przedstawiony jest rozkªad g¦sto±ci ªadunku elek-
tronu (w kierunku x) w kolejnych iteracjach, a na rysunku 4.3.b rozkªad g¦sto±ci
ªadunku indukowanego na dolnej powierzchni elektrody. W przeciwie«stwie do ukªadu
z pakietem o x0 = 0, rozkªad ªadunku gromadz¡cego si¦ na powierzchni elektrody
wykazuje pocz¡tkowo asymetri¦, gromadzi si¦ go wi¦cej przy kraw¦dzi bli»szej elek-
tronu. �adunek na kraw¦dzi jest du»y w porównaniu z pozostaªym ªadunkiem na
elektrodzie, jednak nie na tyle, aby zlokalizowa¢ pakiet dokªadnie poni»ej kraw¦dzi,
nawet dla szerokich elektrod.

Pakiet pocz¡tkowy przesuni¦ty wzgl¦dem ±rodka d¡»y do takiego samego stanu
stabilnego jak pakiet scentrowany w x0 = 0. Obie g¦sto±ci zbiegaj¡ do rozkªadu
symetrycznego wzgl¦dem x = 0, co oznacza, »e w stanie podstawowym warto±¢ oczeki-
wana wspóªrz¦dnej x elektronu b¦dzie wynosiªa 0 (dokªadnie poni»ej ±rodka elektrody).
Fakt ten jest istotnym wynikiem poniewa» nie jest oczywisty. Zauwa»my, »e g¦sto±¢
ªadunku indukowanego ma maksima na brzegach elektrody, co wynika z zaªo»enia ostrej
kraw¦dzi. Przy zaªo»eniu ªagodniejszej krzywizny powierzchni przewodnika, boczne
maksima g¦sto±ci ªadunku indukowanego obni»¡ si¦.

Rys. 4.3: (a) Rozkªad ujemnego ªadunku elektronu −ρe(x, y = 0) w kolejnych it-
eracjach. (b) rozkªad dodatniego ªadunku powierzchniowego σind(x, y = 0, z = h)
w kolejnych iteracjach.
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4.6 Rozkªady ªadunków i potencjaªu elektrostatycznego.
Na rys. 4.4.a zaprezentowano rozkªad ªadunku powierzchniowego indukowanego na
elektrodzie σind(x, y, z = h) dla ukªadu znajduj¡cego si¦ w stanie podstawowym.
Przyj¦to odlegªo±¢ elektrody od studni kwantowej staª¡ i równ¡ h = 20 nm.

Wyra¹nie wida¢ maksimum ªadunku σind(x, y, h) w miejscu powy»ej poªo»enia mak-
simum funkcji falowej elektronu, oraz zanikanie σind(x, y, h) w miar¦ oddalania si¦ od
pªaszczyzny y = 0. W kierunku x σind przyjmuje najwi¦ksze warto±ci na kraw¦dziach
oraz powy»ej poªo»enia elektronu.

Na rys. 4.4.b przedstawili±my quasi-trójwymiarowy wykres σind(x, y = 0, z).
Najwi¦cej ªadunku indukuje si¦ na dolnej powierzchni elektrody, na powierzchniach
bocznych jest go zdecydowanie mniej. Na ±ciance najbardziej oddalonej od studni
ªadunek jest ±ladowy.

Rys. 4.4: Rozkªad ªadunku powierzchniowego: (a) na dolnej powierzchni elektrody
σind(x, y, z = h), (b) w przekroju σind(x, y = 0, z) powy»ej elektronu (o± z skierowano
do czytelnika, »eby poprawi¢ czytelno±¢ wykresu).

Oddziaªywanie elektronu z ªadunkiem powierzchniowym prowadzi do powstania
minimum energii potencjalnej elektronu w studni kwantowej Uconf (x, y), której przebieg
przedstawiono na rys. 4.5.a. Widoczna jest asymetria, wzdªu» elektrody w kierunku
y jama energii potencjalnej jest szersza ni» w kierunku poprzecznym do elektrody x.
Dla porównania na rys. 4.5.b zamieszczono przebieg Uconf (x, 0) i Uconf(0, y).
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Rys. 4.5: (a) Przebieg energii potencjalnej elektronu Uconf (x, y) w studni kwantowej
poni»ej zaznaczonej schematycznie elektrody metalowej. (b) przebieg energii poten-
cjalnej Uconf (x, 0)(linia czerwona) i Uconf (0, y)(linia czarna).

Asymetria potencjaªu uwi¦zienia ma odzwierciedlenie w asymetrii funkcji falowych
uwi¦zionych elektronów, które przedstawione s¡ na rysunku 4.6.a i 4.6.b. Dla w¡skich
elektrod efekt jest wi¦kszy ni» dla szerokich, co sprawia, »e funkcja falowa elektronu
dla maªych d b¦dzie bardziej spªaszczona w x-sie ni» dla d du»ych (rys. 4.6.a-b).

Rys. 4.6: Rozkªad ªadunku elektronu ρe(x, y) w studni dla ukªadu (a) z szerok¡ elek-
trod¡ d = 60 nm, (b) z w¡sk¡ elektrod¡ d = 20 nm.
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4.7 Zale»no±¢ energii od wybranych parametrów ge-
ometrycznych nanostruktury.

Wielko±¢ efektu autolokalizacji mo»e by¢ mierzony oboma energiami E i Eind.
Zale»¡ one mi¦dzy innymi od odlegªo±ci elektrody od studni kwantowej h i od sze-
roko±ci elektrody d.
Najwi¦ksz¡ bezwzgl¦dn¡ warto±¢ energii uwi¦zienia pakietu uzyskuje si¦ dla maªych
d i du»ych h.
Na rysunku 4.7.a przedstawiona jest zale»no±¢ energii Eind oraz E od szeroko±ci elek-
trody d dla h = 20 nm a na rysunku 4.7.b zale»no±¢ obu energii od odlegªo±ci studnia
- elektroda h dla d = 30 nm. Dla h = 3 nm i d = 30 nm energie osi¡gaj¡ warto±ci
E = −3.8 meV i Eind = −8.3 meV.

Zauwa»my, »e energia Eind jest wtedy wi¦ksza co do bezwzgl¦dnej warto±ci od ener-
gii stanu podstawowego elektronu zlokalizowanego na donorze ED = −4.7 meV.
Jest to wynikiem braku przesuni¦cia energii o energi¦ stanu podstawowego studni kwan-
towej oraz silnej lokalizacji funkcji falowej w kierunku z, która powoduje znaczny wzrost
energii oddziaªywania w porównaniu z elektronem rozmytym w trzech wymiarach.

Rys. 4.7: Energia elektronu: okr¦gi - Eind, krzy»e - energia caªkowita E, (a) w funkcji
szeroko±ci ±cie»ki d, (b) w funkcji odlegªo±ci ±cie»ki od studni h.
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Warto±ci energii E nawet dla du»ych d i maªych h s¡ maªe (rz¦du meV). Nawet dla
materiaªów o du»ej masie efektywnej i maªej przenikalno±ci dielektrycznej, ewentualna
obserwacja elektronu lokalizuj¡cego si¦ pod elektrod¡, lub wykorzystanie tego zjawiska
w nanoelektronice mo»liwe b¦dzie tylko w bardzo niskich temperaturach.

4.8 Podsumowanie i wnioski.
Elektron znajduj¡cy si¦ w studni kwantowej poni»ej metalowej elektrody na skutek
oddziaªywania z ªadunkiem indukowanym na jej powierzchni ulega uwi¦zieniu tworz¡c
pakiet falowy z energi¡ wi¡zania rz¦du kilku meV. Oddziaªywanie z ªadunkiem in-
dukowanym nie pozwala na oddalenie si¦ elektronu od elektrody. Jego ruch w kierunku
poprzecznym jest zatem niemo»liwy (w przyj¦tej geometrii ukªadu jest nim kierunek
x). Przesuni¦cie elektronu w kierunku wzdªu» elektrody (tutaj y) nie oddala go od po-
wierzchni przewodnika. W tym kierunku mo»e si¦ porusza¢ i oczekujemy, »e b¦dzie
posiadaª wªa±ciwo±ci opisane w pracy [84].

Swoboda ruchu tylko w jednym wymiarze jest wªasno±ci¡ drutu kwantowego.
Przewidujemy zatem pojawienie si¦ pod elektrod¡ �indukowanego drutu kwantowego�,
który �zwykªym� drutem kwantowym nie jest. Ró»nica polega na braku rozmycia elek-
tronu w kierunku ruchu y. W drucie kwantowym funkcja falowa elektronu w kierunku
y jest fal¡ pªask¡. W indukowanym drucie kwantowym elektron powinien porusza¢
si¦ w postaci stabilnego pakietu falowego, który mo»e tunelowa¢ przez bariery poten-
cjaªu lub odbija¢ si¦ od nich z prawdopodobie«stwem 100% (analogicznie jak elektron
klasyczny). Te wªasno±ci daj¡ mo»liwo±¢ wykorzystania kanaªu tworz¡cego si¦ poni»ej
elektrod jako elektronowodu. W poª¡czeniu z przedstawion¡ w pracy [84] mo»liwo±ci¡
kontrolowania transmisji elektronu to zjawisko oferuje mo»liwo±¢ precyzyjnego sterowa-
nia pojedynczymi elektronami. Te cechy czyni¡ rozpatrywan¡ struktur¦ obiecuj¡cym
elementem komputera kwantowego, sªu»¡cym do rozprowadzania elektronów pomi¦dzy
ró»nymi obszarami ukªadu bramek logicznych.
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Rozdziaª 5

Dyskusja wyników i wnioski.

Zasadniczym przedmiotem bada« teoretycznych prowadzonych w niniejszej rozprawie
byªy tzw. elektrostatyczne kropki kwantowe tworzone w nanourz¡dzeniach póªprze-
wodnikowych. W rozpatrywanych kropkach kwantowych potencjaª uwi¦zienia dla elek-
tronów w nich schwytanych stanowi potencjaª pola elektrostatycznego. Jego rozkªad
mo»na zmienia¢ reguluj¡c napi¦cia przyªo»one do elektrod stanowi¡cych cz¦±¢ nanou-
rz¡dzenia. Pozwala to wpªywa¢ na wªasno±ci wytworzonych w nich sztucznych atomów.
Mo»liwo±¢ sterowania powoduje, »e tego typu ukªady mog¡ znale¹¢ liczne zastosowania
w elektronice i aktualnie stanowi¡ przedmiot intensywnych bada« eksperymentalnych.

Rozpatrywane nanostruktury s¡ tak skonstruowane, aby po przyªo»eniu napi¦¢
pracy do odpowiednio uksztaªtowanych na powierzchni nanostruktury metalowych
elektrod wytworzyªa si¦ w materiale póªprzewodnikowym kropka kwantowa.
�adunek na powierzchni elektrod powstaj¡cy po przyªo»eniu napi¦¢ pracy wymusza
rozkªad potencjaªu elektrostatycznego w caªym nanourz¡dzeniu. On z kolei decyduje
o rozkªadach pozostaªych ªadunków znajduj¡cych si¦ w nim: zjonizowanych donorów,
dwuwymiarowego gazu elektronowego oraz elektronów uwi¦zionych w kropce kwan-
towej. �adunki te wraz z ªadunkiem na powierzchni elektrod s¡ ¹ródªem potencjaªu
w caªym nanourz¡dzeniu, w szczególno±ci potencjaªu uwi¦zienia w kropce kwantowej,
stanowi¡cej przedmiot bada«.

Ze wzgl¦du na wzajemn¡ zale»no±¢ rozkªadów potencjaªu oraz ªadunków w caªym
nanourz¡dzeniu, przy ich wyznaczaniu trzeba rozwi¡za¢ problem Poissona-Schrödingera
z zale»nym od rozkªadu potencjaªu rozkªadem ¹ródeª pola i warunkami brzegowymi
zadanymi na powierzchni otaczaj¡cej obszar oblicze«. W tym celu zastosowali±my
numeryczn¡, samouzgodnion¡ metod¦ rachunkow¡.
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Caªkowity potencjaª elektrostatyczny rozdzielili±my na dwie cz¦±ci ze wzgl¦du na
ró»n¡ rol¦ jak¡ speªniaj¡ one w nanourz¡dzeniu. Cz¦±¢ pierwsza, której ¹ródªem s¡:
ªadunek powierzchniowy indukowany na elektrodach, ªadunek zjonizowanych donorów
oraz ªadunek dwuwymiarowego gazu elektronowego wyznaczyli±my rozwi¡zuj¡c rów-
nania Poissona. W obszarze kropki kwantowej ta cz¦±¢ potencjaªu stanowi potencjaª
uwi¦zienia b¦d¡cy dla elektronów w kropce potencjaªem zewn¦trznym.
Cz¦±¢ drug¡ potencjaªu, generowan¡ przez ªadunek uwi¦zionych w kropce elektronów
wyznaczamy z prawa Coulomba i wykorzystujemy przy wyznaczeniu rozkªadu ªadunków
stanowi¡cych ¹ródªo pierwszej cz¦±ci potencjaªu oraz warunku brzegowego dla równa-
nia Poissona.

Rozkªad zjonizowanych donorów wyznaczamy przyjmuj¡c, »e jonizacja zachodzi,
gdy energia potencjalna elektronu liczona wzgl¦dem poziomu Fermiego w miejscu
donora jest wy»sza od energii wi¡zania donora. Rozkªad dwuwymiarowego gazu elek-
tronowego wyznaczamy z warunku, »e gaz gromadzi si¦ tylko tam, gdzie istniej¡ nieob-
sadzone elektronowe poziomy energetyczne ni»sze od energii Fermiego. Zarówno ener-
gia elektronu zlokalizowanego na donorze, jak i energia elektronu w gazie elektronowym
zale»¡ od caªkowitego potencjaªu elektrostatycznego w nanourz¡dzeniu.

Warunek brzegowy narzucony na rozwi¡zanie równania Poissona okre±la po±rednio
rozkªad ªadunku indukowanego na powierzchni elektrod.

Rozkªad ªadunku elektronów uwi¦zionych w kropce wyznaczamy z moduªu funkcji
falowej, któr¡ wyliczamy rozwi¡zuj¡c równanie Schrödingera dla ukªadu N elektronów
znajduj¡cych si¦ w jamie zewn¦trznego potencjaªu, któr¡ stanowi wyliczany przez nas
potencjaª uwi¦zienia. Wyznaczone z równania Schrödingera energie ukªadu uwi¦zio-
nych elektronów stanowi¡ wielko±ci, które posªu»yªy do odtwarzania wyników ekspery-
mentalnych � poªo»enia linii transmisji w funkcji przyªo»onych do elektrod napi¦¢ lub
pola magnetycznego w ukªadzie.

W rozdziale drugim, korzystaj¡c z przedstawionej metody rachunkowej, przeba-
dali±my nanostruktur¦ dwuelektrodow¡ przedstawion¡ w pracy [83]. W tym nanou-
rz¡dzeniu potencjaª uwi¦zienia bocznego jest generowany przez napi¦cia przyªo»one
pomi¦dzy elektrod¦ doln¡ - podªo»e i elektrod¦ górn¡ � bramk¦, posiadaj¡c¡ ksztaªt
cylindrycznego kapelusza z szerokim rondem i niskim kapturkiem. Boczna cz¦±¢ bramki
- rondo znajduje si¦ bli»ej dolnej elektrody (podªo»a) ni» centrum - kapturek.
Dzi¦ki temu energia potencjalna elektronu przyjmuje najmniejsze warto±ci bezpo±red-
nio poni»ej ±rodka kapturka.
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Ukªad warstw póªprzewodnikowych znajduj¡cy si¦ pomi¦dzy elektrodami powoduje,
»e poni»ej kapturka powstaj¡ dwa minima oddzielone od siebie barier¡ tunelow¡: pier-
wsze � poªo»one bli»ej bramki, drugie � poªo»one bli»ej podªo»a. Elektron mo»e by¢
uwi¦ziony w jednym z nich: dla niskiego (bardziej ujemnego) napi¦cia przyªo»onego na
bramk¦ w minimum bli»szym podªo»a, dla napi¦¢ wy»szych (mniej ujemnych) bli»ej
bramki. Tunelowanie pomi¦dzy kropkami zachodzi przy bardzo maªej zmianie napi¦cia
przyªo»onego do bramki (rz¦du 1 mV). Napi¦cie tego rz¦du stanowi amplitud¦ skªado-
wej zmiennej napi¦cia przyªo»onego do bramki, sªu»¡cej do wymuszania przej±cia elek-
tronu przez barier¦ tunelow¡. Obserwowany w eksperymencie sygnaª pojemno±ciowy
pochodzi zatem od przej±cia elektronu pomi¦dzy dwiema sprz¦»onymi kropkami kwan-
towymi. Wynik ten jest do±¢ istotny, poniewa» autorzy pracy [83] interpretuj¡ go jako
przej±cia pomi¦dzy kropk¡ a rezerwuarem elektronów. Zgodnie z naszymi obliczeniami
przej±cie to zachodzi dopiero przy zmianie napi¦cia wi¦kszej o rz¡d wielko±ci i nie jest
obserwowane w postaci ostrego piku pojemno±ciowego.

W zastosowanym do interpretacji danych eksperymentalnych [83] modelu teorety-
cznym wi¦kszo±¢ parametrów nanourz¡dzenia mo»na byªo przyj¡¢ zgodnie z danymi
podanymi przez jego konstruktorów. Dwa parametry ukªadu nie wyznaczone w ekspe-
rymencie z wystarczaj¡c¡ dokªadno±ci¡ musiaªy zosta¢ dopasowane do danych ekspery-
mentalnych. Parametrami dopasowania s¡: promie« wewn¦trzny kapturka R i nieskom-
pensowana g¦sto±¢ donorów nd. Zostaªy one wykorzystane do odtworzenia poªo»enia
dwóch pików pojemno±ciowych widzianych w eksperymencie � pierwszego i ostatniego
(dwudziestego). Po dobraniu obu parametrów przebadane zostaªo poªo»enie dwóch
pierwszych pików pojemno±ciowych w funkcji pola magnetycznego.
Ich przebiegi eksperymentalne zostaªy dobrze odtworzone bez dalszych parametrów
dopasowania. W szczególno±ci z du»¡ dokªadno±ci¡ odtworzone zostaªo przej±cie singlet
� tryplet dla ukªadu dwóch elektronów w polu magnetycznym. Jest to silna przesªanka
±wiadcz¡ca o poprawno±ci modelu teoretycznego.

Uzyskana metoda rachunkowa zostaªa zastosowana do przebadania przebiegu ener-
gii potencjalnej elektronu wewn¡trz studni kwantowej poni»ej bramki. Minimum tej
energii powstaje poni»ej ±rodka kapturka � na osi symetrii prostopadªej do elektrod.
Wraz z oddalaniem si¦ od osi symetrii w kierunku równolegªym do pªaszczyzn elektrod
potencjaª ro±nie: przy osi powoli, w odlegªo±ci równej promieniowi kapturka najszyb-
ciej, a dla du»ych odlegªo±ci, rz¦du 1.2 � 2 promieni kapturka wzrost energii potencjal-
nej nasyca si¦ i asymptotycznie zmierza do staªej, maksymalnej warto±ci.
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Z rachunku wynika, »e ksztaªt potencjaªu uwi¦zienia pomi¦dzy osi¡ symetrii a ob-
szarem jego maksymalnych warto±ci zale»y od wielko±ci promienia kapturka. Dla
maªych promieni, mniejszych od 100 nm przebieg potencjaªu jest zbli»ony do funkcji
Gaussa. Idealny gaussian uzyskali±my dla promienia 70 nm. Dla kapturków bardzo
du»ych, wi¦kszych od 500 nm, potencjaª posiada przebieg zbli»ony do prostok¡tnej
studni potencjaªu. W minimum jest prawie staªy, a w odlegªo±ci równej promieniowi
kapturka gwaªtownie ro±nie do warto±ci maksymalnej. Dla kapturków o promieniu
100− 150 nm potencjaª w minimum na du»ym obszarze posiada przebieg dobrze przy-
bli»ony parabol¡.

Parabol¦, któr¡ przybli»amy energi¦ potencjaln¡ w minimum opisujemy dwoma
parametrami � jej warto±ci¡ w minimum i wspóªczynnikiem krzywizny. Wspóªczynnik
krzywizny, który zale»y tylko od promienia kapturka ma decyduj¡cy wpªyw na warto±¢
energii wzbudzenia stanu jednoelektronowego. Korzystna dla zastosowa« nanourz¡-
dzenia jest mo»liwie najwi¦ksza jej warto±¢, poniewa» decyduje ona o rozdzielczo±ci
spektroskopii pojemno±ciowej. Okazuje si¦, »e energia wzbudzenia bardzo sªabo zale»y
od wi¦kszo±ci czynników decyduj¡cych o potencjale uwi¦zienia. W funkcji napi¦cia
bramki, jest prawie staªa, w funkcji liczby uwi¦zionych cz¡stek oraz w funkcji g¦s-
to±ci domieszek donorowych nd ro±nie bardzo wolno. Parametrem decyduj¡cym o jej
warto±ci jest promie« kapturka R, od którego silnie zale»y. Zale»no±¢ ta jest nieliniowa i
niemonotoniczna. Energia wzbudzenia osi¡ga maksymaln¡ (najkorzystniejsz¡) warto±¢
równ¡ 6.9 meV dla promienia kapturka 70 nm i maleje do zera zarówno gdy promie«
kapturka d¡»y do zera, jak i do warto±ci makroskopowych. Zadaj¡c podczas pro-
cesu produkcyjnego odpowiedni rozmiar kapturka mo»na uzyska¢ odpowiedni¡ energi¦
wzbudzenia oraz ksztaªt potencjaªu uwi¦zienia, a tym samym wymagane elektroniczne
wªasno±ci urz¡dzenia.

Sterowanie nanourz¡dzeniem uzyskuje si¦ dzi¦ki zale»no±ci warto±ci energii poten-
cjalnej w minimum od napi¦cia przyªo»onego pomi¦dzy bramk¦ i podªo»e. Okazuje si¦,
»e wraz z wzrostem napi¦cia poªo»enie minimum obni»a si¦ liniowo. Mo»liwo±¢ prze-
suwania poªo»enia minimum energii potencjalnej elektronu w kropce kwantowej wzgl¦-
dem energii Fermiego pozwala na zmian¦ liczby elektronów uwi¦zionych w kropce kwan-
towej i formowanie ró»nych sztucznych atomów. Energia Fermiego jest okre±lona przez
najwy»ej poªo»one poziomy energetyczne rezerwuaru elektronów od strony podªo»a.
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Na poªo»enie minimum energii potencjalnej ma równie» wpªyw liczba elektronów
uwi¦zionych w kropce. Uwi¦zione elektrony powoduj¡ indukowanie si¦ na powierzchni
metalowej bramki dodatniego ªadunku, co z kolei prowadzi do obni»enia potencjaªu
uwi¦zienia. Minimalna warto±¢ energii potencjalnej zale»y od liczby elektronów uwi¦-
zionych w kropce równie» liniowo.

Uzyskana zgodno±¢ wyników oblicze« z danymi eksperymentalnymi dla dwuelek-
trodowej kropki kwantowej o symetrii cylindrycznej zach¦ciªa nas do zamodelowania
i przebadania bardziej skomplikowanej struktury wieloelektrodowej, skonstruowanej i
przebadanej eksperymentalnie w laboratorium TU Delft w Holandii [47].
Nanourz¡dzenie to zostaªo zbudowane na bazie nieco innej struktury planarnej, ni»
omówiona powy»ej. Na podªo»u z GaAs umieszczona jest warstwa AlGaAs stano-
wi¡ca dla elektronu schodek energii potencjalnej. Warstwa AlGaAs zawiera domieszki
donorowe. Na powierzchni struktury (AlGaAs) umieszczone s¡ cztery metalowe elek-
trody. W obszarze asymptotycznym znajduj¡cym si¦ w du»ej odlegªo±ci od elek-
trod, elektrony opuszczaj¡ stany donorowe w AlGaAs przechodz¡c do ni»ej poªo»onego
pasma przewodnictwa GaAs. Na skutek przyci¡gania przez opuszczone dodatnie cen-
tra donorowe elektrony pozostaj¡ poni»ej schodka potencjaªu tworz¡c dwuwymiarowy
gaz elektronowy.

Po przyªo»eniu do elektrody napi¦cia ujemnego wzgl¦dem podªo»a pojawia si¦ do-
datkowe pole elektrostatyczne, które powoduje dodatkow¡ jonizacj¦ donorów w pobli»u
elektrody, oraz wypchni¦cie gazu elektronowego z obszaru znajduj¡cego si¦ bezpo±red-
nio pod ni¡. Przez odpowiedni dobór liczby elektrod, ich ksztaªtu i przyªo»onych do
elektrod napi¦¢, poni»ej ukªadu elektrod, tu» pod stopniem potencjaªu pojawia si¦
jama potencjaªu, w której mog¡ zosta¢ uwi¦zione elektrony tworz¡c sztuczny atom.

Obecno±¢ elektronów w jamie potencjaªu wpªywa na rozkªad zjonizowanych donorów
i elektronów w dwuwymiarowym gazie elektronowym otaczaj¡cym sztuczny atom.
Problem Schrödingera - Poissona dla tego nanourz¡dzenia nala»aªo rozwi¡za¢ równie»
w sposób samouzgodniony. Tym razem, w odró»nieniu od poprzednio omówionego na-
nourz¡dzenia, ukªad nie posiada »adnej symetrii. Rachunki musiaªy by¢ wykonane na
trójwymiarowej siatce przestrzennej w ukªadzie wspóªrz¦dnych kartezja«skich. Kroki
siatki w trzech kierunkach przestrzennych wybrano w sposób pozwalaj¡cy uwzgl¦d-
ni¢ wszystkie szczegóªy geometrii nanourz¡dzenia. Poniewa» eksperyment z u»yciem
opisywanego nanourz¡dzenia wykonany byª w silnym polu magnetycznym, nale»aªo
jego obecno±¢ równie» uwzgl¦dni¢.
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W pierwszym kroku rachunkowym zostaª rozwi¡zany problem asymptotyczny, a
wi¦c znaleziony zostaª rozkªad potencjaªu, rozkªad ªadunku zjonizowanych donorów
i dwuwymiarowego gazu elektronowego w polu magnetycznym. Rozwi¡zanie to poz-
woliªo zamodelowa¢ zmian¦ rozkªadu g¦sto±ci gazu elektronowego w pobli»u wygen-
erowanej poni»ej elektrod kropki kwantowej. Nast¦pnie wyznaczyli±my rozkªady po-
tencjaªu elektrostatycznego, ªadunku gazu elektronowego i zjonizowanych donorów oraz
uwi¦zionych w kropce kwantowej elektronów w roboczej cz¦±ci nanourz¡dzenia.

Szczególnie istotny jest przebieg potencjaªu poni»ej elektrod, stanowi¡cego poten-
cjaª uwi¦zienia dla elektronów tworz¡cych sztuczny atom. Znaj¡c potencjaª uwi¦zienia
mo»na byªo rozwi¡za¢ problemy wªasne ukªadów zªo»onych z jednego lub kilku elek-
tronów uwi¦zionych w kropce kwantowej, wyliczy¢ ich energie caªkowite, a z nich po-
tencjaªy elektrochemiczne sztucznych atomów.

Minimum potencjaªu uwi¦zienia, w którym tworzy si¦ kropka kwantowa jest od-
dzielone barierami potencjaªu od obszarów, w których zalega gaz elektronowy.
Miejsca o mniejszej wysoko±ci barier mog¡ stanowi¢ kanaªy transmisji, przez które
tuneluj¡ elektrony. Wyznaczyli±my wysoko±¢ tych barier dla napi¦¢ pracy, dzi¦ki czemu
mogli±my okre±li¢ drog¦, któr¡ elektrony przechodz¡ z gazu elektronowego do kropki.

Poniewa» w nanourz¡dzeniu [47] znane byªy wszystkie jego parametry geometryczne,
jedynym parametrem, który musiaª by¢ dopasowany do danych do±wiadczalnych byªa
g¦sto±¢ nieskompensowanych domieszek donorowych w warstwie barierowej (AlGaAs).
Parametr ten zostaª tak dobrany, »eby przy takich samych jak w eksperymencie warto±-
ciach napi¦¢ przyªo»onych do elektrod uzyska¢ transmisj¦ pierwszego elektronu przez
stanowi¡ce lewy kanaª transmisji obni»enie bariery, oddzielaj¡cej kropk¦ kwantow¡ od
bocznego rezerwuaru elektronów (dwuwymiarowego gazu elektronowego). Po dobraniu
jedynego nieznanego parametru teorii mo»na byªo przebada¢ wªasno±ci generowanych
w kropce kwantowej sztucznych atomów w funkcji przyªo»onych do elektrod napi¦¢.
Obliczyli±my potencjaªy elektrochemiczne ukªadów 1-4 elektronów w funkcji napi¦¢
przykªadanych do elektrod. To pozwoliªo wyznaczy¢ teoretycznie poªo»enia linii trans-
misji, które byªy obserwowane eksperymentalnie i podane w pracy [47].
Uzyskane wyniki oblicze« zgadzaj¡ si¦ bardzo dobrze z wynikami eksperymentu.
Z du»¡ dokªadno±ci¡ odtwarzane s¡ poªo»enia wszystkich wyliczonych linii transmisji,
ich wzajemne odlegªo±ci i nachylenia. Odtworzyli±my równie» otwieranie si¦ i za-
mykanie dwóch mo»liwych kanaªów transmisji elektronów.
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Zbadali±my zjawisko pogª¦biania minimum potencjaªu elektrostatycznego przez
ªadunek uwi¦zionych w kropce elektronów. Jest ono znacznie sªabsze ni» dla nanostruk-
tury dwuelektrodowej i wynosi okoªo 0.4 meV dla pojedynczego elektronu. Pogª¦bienie
spowodowane jest gªównie przez odepchni¦cie gazu elektronowego od kropki, natomi-
ast zmiana ªadunku na powierzchni metalowych elektrod jest zaniedbywalnie maªa, ze
wzgl¦du na ich niewielki rozmiar i du»e oddalenie od kropki.

Dysponuj¡c oprogramowaniem pozwalaj¡cym na rozwi¡zanie problemu Poissona -
Schrödingera w ukªadach nie posiadaj¡cych »adnej symetrii przestrzennej mo»na byªo
przebada¢ zjawisko autolokalizacji elektronu w pobli»u metalowych elektrod
umieszczonych na strukturze póªprzewodnikowej. Ten interesuj¡cy efekt zostaª opisany
analitycznie w ukªadzie, w którymmetalowa elektroda tworzyªa niesko«czon¡ pªaszczyzn¦
i mo»liwe byªo rozwi¡zanie problemu Poissona metod¡ obrazów [84]. Podobny efekt
powinien wyst¡pi¢ równie» w przypadku typowych elektrod o sko«czonych rozmiarach
ale jego opis wymaga rachunków numerycznych.
Do bada« wybrali±my nanostruktur¦ skªadaj¡c¡ si¦ ze studni kwantowej, powy»ej
której biegnie niesko«czenie dªuga, ale o sko«czonej szeroko±ci i wysoko±ci metalowa
elektroda, stanowi¡ca ±cie»k¦ pr¡dow¡. Pomi¦dzy ±cie»k¡ a studni¡ znajduje si¦ warstwa
izolatora.

Znajduj¡cy si¦ w studni kwantowej elektron, którego funkcja falowa jest ufor-
mowana w postaci pakietu falowego o sko«czonych rozmiarach, powoduje pojawie-
nie si¦ na powierzchni metalowej elektrody ªadunku indukowanego. �adunek ten jest
¹ródªem potencjaªu, który wpªywa na ksztaªt funkcji falowej elektronu. Rozwi¡zanie
problemu wymaga zastosowania samouzgodnionej procedury iteracyjnej, takiej samej
jaka sªu»yªa do opisu nanourz¡dzenia [47]. Funkcja falowa elektronu uformowana w
sposób dowolny w pierwszym kroku iteracyjnym, w kolejnych krokach iteracyjnych
zmierza do postaci, dla której energia elektronu jest minimalna, czyli jest realizowany
stan podstawowy ukªadu.

Dzi¦ki przeprowadzonym obliczeniom pokazano, »e elektron w stanie podstawowym
lokalizuje si¦ dokªadnie poni»ej ±rodka elektrody, pomimo »e globalne maksima poten-
cjaªu (minima energii potencjalnej elektronu) pojawiaj¡ si¦ pod jej kraw¦dziami. Mak-
sima te s¡ jednak stosunkowo w¡skie. Rozkªad g¦sto±ci ªadunku elektronu uzale»niony
jest od szeroko±ci elektrody. Dla w¡skich elektrod widoczna b¦dzie du»a asymetria w
rozkªadzie ªadunku powierzchniowego, która skutkowa¢ b¦dzie asymetri¡ potencjaªu
uwi¦zienia i rozkªadu ªadunku uwi¦zionego elektronu. Elektron b¦dzie spªaszczony w
kierunku poprzecznym do elektrody.
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Elektron b¦dzie mógª porusza¢ si¦ swobodnie w kierunku podªu»nym, równolegle
do elektrody, ruch w kierunku poprzecznym b¦dzie wymagaª pokonania energii au-
tolokalizacji. Poni»ej elektrody pojawi si¦ zatem indukowany drut kwantowy. Warto±¢
energii autolokalizacji elektronu b¦dzie male¢ wraz z oddalaniem elektronu od powierz-
chni elektrody i rosn¡¢ przy zwi¦kszaniu jej szeroko±ci.

Dla bardzo szerokich elektrod i w¡skich warstw izolatora energia ta jest rz¦du 1

meV, zatem ewentualne praktyczne wykorzystanie tej struktury b¦dzie mo»liwe w
bardzo niskich temperaturach.

5.1 Podsumowanie.
W rozprawie opracowana zostaªa metoda obliczeniowa pozwalaj¡ca na teoretyczne
wyliczenie przebiegu potencjaªu elektrostatycznego w nanourz¡dzeniach stanowi¡cych
realne eksperymentalne konstrukcje. Uzyskane rozkªady potencjaªu umo»liwiªy symu-
lacj¦ najistotniejszych zjawisk zachodz¡cych w kropkach kwantowych i przebadanie
wpªywu parametrów nanourz¡dzenia na ich wªasno±ci.

Opracowana metoda pozwala na teoretyczne planowanie i modelowanie kropek
kwantowych o zadanych wªasno±ciach.
Szczegóªowo przebadano trzy wybrane nanostruktury póªprzewodnikowe. Pierwsza z
nich zostaªa wykorzystana w pracach eksperymentalnych [37�40,83]. Ma ona symetri¦
cylindryczn¡, dzi¦ki czemu czasochªonne obliczenia potencjaªu elektrostatycznego re-
dukuj¡ si¦ do dwóch zmiennych w cylindrycznym ukªadzie wspóªrz¦dnych.
Zdobyte przy badaniu tej struktury do±wiadczenie pozwoliªo na przebadanie nanourz¡-
dzenia [47] nie posiadaj¡cego symetrii i wymagaj¡cego wykonania oblicze« w jawnie
trójwymiarowej przestrzeni.
Opracowane w tym celu oprogramowanie zostaªo wykorzystane do przebadania wªas-
no±ci trzeciej konstrukcji, która stanowi drut kwantowy indukowany poni»ej ±cie»ki
pr¡dowej uªo»onej na nanostrukturze zawieraj¡cej studni¦ kwantow¡.
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Rozdziaª 6

Dodatek.

6.1 Metoda rozwi¡zywania równania Schrödingera dla
stanów jednoelektronowych.

Równanie Schrödingera dla pojedynczego elektronu w zewn¦trznym potencjale uwi¦zienia

hψi(~r) = εiψi(~r) . (6.1)

rozwi¡zujemy metod¡ �ewolucji w czasie urojonym� (ang. Imaginary Time Step -
ITS) [90]. Celem rachunku jest wyznaczanie warto±ci wªasnych εi i funkcji wªasnych
ψi(~r) niezale»nego od czasu hamiltonianu h. Funkcje ψi(~r) wyznaczane s¡ w kolejno±ci
rosn¡cej odpowiadaj¡cych im energii wªasnych εi. Najpierw wyznaczany jest stan
podstawowy, potem kolejne stany wzbudzone. i-ty stan wzbudzony wyznaczamy po
wcze±niejszym wyznaczeniu wszystkich i− 1 stanów o ni»szej energii.
Schemat algorytmu do wyznaczenia ψi i εi ma posta¢:

1. W zerowej iteracji nadajemy warto±ci funkcji φ0(~r) na siatce punktów przy po-
mocy generatora liczb pseudolosowych.

2. Wyznaczamy funkcj¦ f(~r) na caªej siatce

f(~r) = hφj(~r) . (6.2)

3. Wyznaczamy funkcj¦ φj+1(~r):

φj+1(~r) = φj(~r)−∆τf(~r) , (6.3)
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gdzie ∆τ jest maªym przedziaªem w czasie urojonym (parametrem iteracyjnym).

4. Normalizujemy φj+1(~r) i wyznaczamy energi¦

εj+1
i = 〈f(~r) | φj+1(~r)〉 . (6.4)

5. Ortogonalizujemy φj+1(~r) do funkcji falowych elektronu we wszystkich stanach
ψ0(~r)...ψi−1(~r) posiadaj¡cych ni»sz¡ energi¦:

φj+1(r) = φj+1(~r)−
N−1∑
i=0

〈φj+1(~r) | ψi(~r)〉ψi(~r) . (6.5)

6. Je»eli | εj+1
i − εji | nie jest wystarczaj¡co maªe wracamy do punktu 2. W przeci-

wnym wypadku ko«czymy procedur¦ przyjmuj¡c ψi(~r) = φj(~r) i εi = εj+1
i .

Metoda ITS dziaªa bardzo dobrze zarówno w problemach jedno- jak i niebanalnych
dwu- i trój-wymiarowych. Przyjmijmy, »e n oznacza liczb¦ punktów siatki, a k ilo±¢
potrzebnych nam wektorów i warto±ci wªasnych macierzy h. W naszych problemach
warto±ci k ∼ 10 a n s¡ rz¦du 104. W przypadku bibliotecznych metod diagonalizacji
macierzy [91] potrzebna jest do oblicze« peªna macierz h zawieraj¡ca n2 elementów, a
do oblicze« metod¡ ITS jedynie (k+2)n elementów (na funkcje ψi(~r), φ(~r) oraz f(~r)).
Zªo»ono±¢ obliczeniowa dla metod bibliotecznych jest bardzo du»a rz¦du O(n4), pod-
czas gdy dla ITS O(k3n lnn). Przedstawiony powy»ej algorytm ma charakter ogólny,
przypadki szczególne ró»ni¡ si¦ postaci¡ hamiltonianu h i funkcji f(~r). W najbardziej
ogólnym przypadku ukªad nie posiada symetrii przestrzennej i zarówno hamiltonian
jak i funkcje wªasne b¦d¡ funkcjami trzech zmiennych. Rozwa»my przykªadowy ukªad:
elektron lokalizowany jest przez energi¦ potencjaln¡ Uconf(x, y, z) oraz znajduje si¦
w polu magnetycznym skierowanym w kierunku osi y ~B = (0, B, 0). Hamiltonian
h(x, y, z) we wspóªrz¦dnych kartezja«skich, w cechowaniu Landaua b¦dzie miaª posta¢:

h(x, y, z) = − h̄2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ih̄ωc(z−z0)

∂

∂x
+
m

2
ω2

c (z−z0)
2+Uconf (x, y, z),

(6.6)
gdziem jest mas¡ elektronu, ωc = eB/m cz¦sto±ci¡ cyklotronow¡ a z0 staª¡ cechowania.
Hamiltonian (6.6) zawiera zarówno cz¦±ci rzeczywiste jak i urojone, dlatego niezb¦dne
jest wykonywanie rachunku na liczbach zespolonych, co oznacza, »e funkcje f(x, y, z),
φ(x, y, z) i ψi(x, y, z) b¦d¡ funkcjami zespolonymi zmiennych rzeczywistych.
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Obliczenia przeprowadzamy na trójwymiarowej siatce (xi, yi, zi), dla której odlegªo±ci
mi¦dzyw¦zªowe w kierunkach x, y, z wynosz¡ odpowiednio ∆x, ∆y i ∆z.
Je±li u»yjemy do aproksymacji pochodnych na siatce ilorazów ró»nicowych (2.7) funkcja
f(xi, yi, zi) (6.2) b¦dzie miaªa posta¢:

f(xi, yi, zi) = h(xi, yi, zi)φ(x, y, z) =

− h̄2

2m

[
φ(xi −∆x, yi, zi)− 2φ(xi, yi, zi) + φ(xi + ∆x, yi, zi)

∆2
x

+
φ(xi, yi −∆y, zi)− 2φ(xi, yi, zi) + φ(xi, yi + ∆y, zi)

∆2
y

+
φ(xi, yi, zi −∆z)− 2φ(xi, yi, zi) + φ(xi, yi, zi + ∆z)

∆2
z

]

+ih̄ωc(z − z0)
φ(xi + ∆x, yi, zi)− φ(xi −∆x, yi, zi)

2∆x

+
(m

2
ω2

c (z − z0)
2 + Uconf (xi, yi, zi)

)
φ(xi, yi, zi) .

(6.7)

Na wszystkich powierzchniach otaczaj¡cych obszar oblicze« narzucono warunek brze-
gowy :

φ(~rbrzeg) = 0 . (6.8)

Warunek ten jest równowa»ny wystawieniu na brzegu obszaru niesko«czenie wysokich
barier potencjaªu.

Obliczenia na siatce trójwymiarowej s¡ czasochªonne, dlatego w wypadku gdy ukªad
posiada symetri¦ korzystamy z niej. W rozdziale drugim omówiono struktur¦ [83]
posiadaj¡c¡ symetri¦ cylindryczn¡. Dzi¦ki skorzystaniu z symetrii osiowej zredukowal-
i±my liczb¦ zmiennych potrzebn¡ do opisu ukªadu trójwymiarowego do dwóch ρ i z.
Dla elektronu znajduj¡cego si¦ w polu energii potencjalnej Uconf (~r) = Uconf (ρ, z) i w
polu magnetycznym ~B = (0, 0, B) przyªo»onym w kierunku z, hamiltonian h (6.1) we
wspóªrz¦dnych cylindrycznych ma posta¢:

h(ρ, z) = − h̄2

2m

(
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

∂2

∂z2
− m2

ϕ

ρ2

)
− Uconf (ρ, z) +

1

8
ω2

cρ
2 − 1

2
ωcmϕ , (6.9)

gdzie mϕ jest magnetyczn¡ liczb¡ kwantow¡.
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Wyznaczenie funkcji i energii wªasnych dla powy»szego hamiltonianu przeprowadzono
na dwuwymiarowej siatce (ρi, zi), dla której odlegªo±ci mi¦dzyw¦zªowe wynosz¡
odpowiednio ∆ρ i ∆z. Zapiszmy funkcj¦ f(ρi, zi) (6.2) w w¦zªach siatki :

f(ρi, zi) = h(ρi, zi)φ(ρ, z) = − h̄2

2m

[
φ(ρi + ∆ρ, zi)− 2φ(ρi, zi) + φ(ρi −∆ρ, zi)

∆2
ρ

+
1

ρi

φ(ρi + ∆ρ, zi)− φ(ρi −∆ρ, zi)

2∆ρ

+
m2

ϕφ(ρi, zi)

ρ2
i

+
φ(ρi, zi −∆z)− 2φ(ρi, zi) + φ(ρi, zi + ∆z)

∆2
z

]

+

(
1

8
ω2

cr
2
i −

1

2
h̄ωcmϕ + Uconf (ρi, zi)

)
φ(ρi, zi) .

(6.10)
Dla w¦zªów o wspóªrz¦dnej ρ = 0 nie mo»emy okre±li¢ dziaªania hamiltonianu h na
funkcj¦ ψ(ρ, z), warto±¢ funkcji φ(0, z) wyznaczamy korzystaj¡c z wªasno±ci funkcji
falowej któr¡ wyznaczamy. Dla stanów s (mϕ=0) mamy:

∂φ(ρ, z)

∂ρ
= 0 , (6.11)

z kolei dla stanów p czy d (mϕ > 0):

φ(0, z) = 0 . (6.12)

Zapiszmy te warunki na warto±¢ funkcji na siatce:




φ(0, zi) = 1
3
(4φ(∆ρ, zi)− φ(2∆ρ, zi)) dla mϕ = 0

φ(0, zi) = 0 dla mϕ 6= 0 .

(6.13)

Jako warunek brzegowy przyj¦li±my warunek (6.8), czyli wyzerowali±my funkcj¦ φ.
Metod¦ ITS wykorzystywali±my równie» do rachunku problemów o mniejszej zªo»ono±ci,
np. wyznaczenie funkcji wªasnych i energii elektronu w ukªadzie dwuwymiarowym,
który stanowi elektron znajduj¡cy si¦ w studni kwantowej poªo»onej w s¡siedztwie
metalowej elektrody (rozdziaª 4), lub rachunek przeprowadzony na siatce jednowymi-
arowej do wyznaczenia g¦sto±ci 2DEG (warunek asymptotyczny � podrozdziaª 3.2).
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Rys. 6.1: Energia ε0 ukªadu 1-elektronowego w funkcji warto±ci pola magnetycznego.
Lini¡ czerwon¡ zaznaczono energi¦ wyznaczon¡ analitycznie, lini¡ czarn¡ zaznaczono
energi¦ wyznaczon¡ metod¡ czasu urojonego.

Poprawno±¢ metody czasu urojonego zbadano przez porównanie energii stanu pod-
stawowego elektronu uzyskanej z metody czasu urojonego z rozwi¡zaniem anality-
cznym przedstawionym w pracy [92]. Rachunek metod¡ czasu urojonego wykonano
we wspóªrz¦dnych kartezja«skich, w obszarze oblicze«, który stanowi prostopadªo±-
cian o dªugo±ci kraw¦dzi Lx = Ly = 120 nm i Lz = 60 nm. Pocz¡tek ukªadu
wspóªrz¦dnych punkt (0, 0, 0) umieszczony jest dokªadnie w ±rodku prostopadªo±cianu.
Na obszarze prostopadªo±cianu zde�niowano siatk¦ zawieraj¡c¡ po 19 równomiernie
rozmieszczonych w¦zªów w ka»dym kierunku. Przyj¦to trójwymiarow¡ energi¦ potenc-
jaln¡, któr¡ stanowi suma energii potencjalnych oscylatorów harmonicznych :

Uconf (x, y, z) =
m

2
ω2

(
x2 + y2

)
+
m

2
ω2

zz
2 , (6.14)

gdzie h̄ω = 3 meV , h̄ωz = 12 meV.
Elektron znajduje si¦ w polu magnetycznym o indukcji ~B = (0, 0, B), w funkcji

której wyznaczamy energi¦ ε z (6.1). Wyniki zamieszczono na rys. 6.1. Wyniki,
dokªadny-analityczny:

ε0 =
h̄

2

[
ω +

√
ω2

c + (ω + ωz)2
]
, (6.15)

oraz uzyskany metod¡ czasu urojonego s¡ prawie identyczne.
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6.2 Metoda rozwi¡zywania równania Schrödingera
dla ukªadów wieloelektronowych.

Rozwa»my ukªad skªadaj¡cy si¦ z N elektronów znajduj¡cych si¦ w zewn¦trznym po-
tencjale, który nie posiada »adnej wyra¹nej symetrii. Elektrony znajduj¡ si¦ równie» w
zewn¦trznym polu magnetycznym ~B = (0, 0, B). Naszym celem jest znalezienie stanu
podstawowego N -elektronowej funkcji falowej Ψ oraz jego energii E, speªniaj¡cych
równanie Schrödingera:

HΨ = EΨ . (6.16)

Zapiszmy N elektronowy hamiltonian H:

H =
N∑

k=1

(
hk +

e2

4πεε0

N∑

l=k+1

1

rkl

)
, (6.17)

gdzie hk jest hamiltonianem jednoelektronowym dla k-tego elektronu, a 1
rkl

jest oddzia-
ªywaniem kulombowskim pomi¦dzy k-tym i l-tym elektronem.
Funkcje wªasne ψi(~r) i przynale»ne im energie wªasne εi hamiltonianu hk wyznaczamy
rozwi¡zuj¡c równanie (6.1). Po uwzgl¦dnieniu spinowej funkcji falowej χ(sz) otrzy-
mamy jednoelektronowe funkcje falowe fi(~r, sz) postaci:

fi(~r, s) = ψi(~r) · χ(sz) , (6.18)

gdzie χ(sz) jest jedn¡ z dwóch funkcji wªasnych operatora z-towej skªadowej spinu.

χ(sz) =





α(sz) ; dla sz = +
1

2

β(sz) ; dla sz = −1

2

. (6.19)
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Funkcje fi(~r, sz) u»yjemy do konstrukcji wyznaczników Slatera Fj:

F j = F j(~r1, s1z, .., ~rN , sNz) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fj1(~r1, sz1) fj2(~r1, sz1) .. fjN(~r1, sz1)

fj1(~r2, sz2) fj2(~r2, sz2) .. fjN(~r2, sz2)

.. .. .. ..

fj1(~rN , szN) fj2(~rN , szN) .. fjN(~rN , szN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

(6.20)
Do konstrukcji wyznacznika Slatera dla ukªadu N -elektronowego u»ywa si¦ N ró»nych
funkcji falowych fj(~r, sz), gdzie j = j1, j2, ...jN . Wprowad¹my poj¦cie permutacji
pierwotnej, dla której indeks funkcji jest taki sam jak indeks argumentu:

fj1(~r1, sz1) · fj2(~r2, sz2) · ... · fjN(~rN , szN) . (6.21)

Pozostaªe permutacje konstruuje si¦ poprzez kolejne zamiany indeksów pary funkcji
fjl i fjk. Dla przykªadu z permutacji pierwotnej po zamianie indeksów l = 1 i k = 2

otrzymujemy:

fj1(~r1, sz1) · fj2(~r2, sz2) · ... · fjN(~rN , szN) → −fj2(~r1, sz1) · fj1(~r2, sz2) · ... · fjN(~rN , szN) .

(6.22)
Zamieniaj¡c indeksy przemna»amy caªo±¢ przez czynnik −1 w celu zapewnienia an-
tysymetrii elektronowej funkcji falowej. W sumie otrzymamy N ! ró»nych permu-
tacji, które ponumerujemy indeksem ip. Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy now¡
notacj¦, zast¦puj¡c zmienn¡ (~ri, szi) indeksem (i) i zapiszmy wyznacznik Slatera (6.20)
w postaci sumy permutacji:

Fj =
1√
N !

N !∑
ip=1

(−1)ip

N∏

k=1

fjip(k)(k) . (6.23)

Posiadaj¡c 2Nb ró»nych funkcji fi(~r, sz) jeste±my w stanie skonstruowa¢ 2Nb po N

ró»nych wyznaczników Fj. Zbiór antysymetrycznych funkcji Fj stanowi ortonormaln¡
baz¦, w której rozwiniemy funkcj¦ Ψ b¦d¡c¡ rozwi¡zaniem równania (6.16):

Ψ =
∑

j

cjFj . (6.24)
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Funkcje wªasne Ψ s¡ jednocze±nie funkcjami wªasnymi operatora kwadratu caªkowitego
spinu S2

op o warto±ciach wªasnych S(S+1). Dla ka»degoN stan podstawowy odpowiada
innej warto±ci S, która mo»e zale»e¢ od potencjaªu zewn¦trznego. Przy zaniedbaniu
spinowego efektu Zeemana stan podstawowy jest zdegenerowany ze wzgl¦du na warto±¢
rzutu spinu caªkowitego na kierunek z, przy czym Sz = {−S,−S + 1, ..., S − 1, S}.
Dzi¦ki temu szukaj¡c stanu podstawowego dla ka»dego N mo»emy zaªo»y¢ minimaln¡
co do warto±ci bezwzgl¦dnej z-ow¡ skªadowa spinu to jest Sz = 0 dla parzystego N
i Sz = 1/2 dla nieparzystego N . Zaªo»enie Sz polega na wyborze ze zbioru wszyst-
kich mo»liwych wyznaczników Slatera (6.20) tych, które s¡ funkcjami wªasnymi z-owej
skªadowej spinu o wybranej warto±ci. Warto±¢ S2 stanu podstawowego mo»na okre±li¢
sprawdzaj¡c jego degeneracj¦ ze wzgl¦du na Sz. I tak sprawdzili±my »e w rozwa»anych
przez nas ukªadach dla dwóch elektronów S = 0, dla trzech S = 1/2.

Wspóªczynniki rozwini¦cia cj z (6.24) wyznaczymy przez diagonalizacj¦ macierzy
Hop, której elementy wynosz¡:

Hop = 〈Fo|H|Fp〉 . (6.25)

Diagonalizacj¦ macierzy przeprowadzono standardow¡ procedur¡ biblioteczn¡ [91].
Wstawmy do powy»szego równania operator H z (6.17)

Hop =

〈
Fo

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

(
hk +

e2

4πεε0

N∑

l=k+1

1

rkl

)∣∣∣∣∣Fp

〉
. (6.26)

Po dokonaniu rachunku dla czªonu zawieraj¡cego hamiltonian jednoelektronowy hk

otrzymamy:

Hop =
N∑

k=1

epkδop +
e2

4πεε0

〈
Fo

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

N∑

l=k+1

1

rkl

∣∣∣∣∣Fp

〉
. (6.27)

Przyjrzyjmy si¦ bli»ej wyrazowi 〈Fo|
∑N

k=1

∑N
l=k+1

1
rkl
|Fp〉:

〈
1

N !

N !∑
ip=1

(−1)ip

N∏

l=1

foip(l)(l)

∣∣∣∣
1

r12

+
1

r13

+ ...
1

r23

+ ..
1

r(N−1)N

∣∣∣∣
N !∑

ip=1

(−1)ip

N∏

k=1

fpip(k)(k)

〉
.

(6.28)
Operator oddziaªywania kulombowskiego pomi¦dzy l-tym i k-tym elektronem jest symetryczny
ze wzgl¦du na zamian¦ indeksów. Dzi¦ki temu wystarczy policzy¢ oddziaªywanie tylko
dla jednej spo±ród N ! permutacji wyst¦puj¡cych z lewej strony równania:
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〈
N∏

l=1

fol(l)

∣∣∣∣
1

r12

+
1

r13

+ ...
1

r23

+ ..
1

r(N−1)N

∣∣∣∣
N !∑

ip=1

(−1)ip

N∏

k=1

fpip(k)(k)

〉
. (6.29)

Powy»sz¡ caªk¦ liczymy w ten sam sposób dla ka»dej pary elektronów, dlatego do
dalszych rozwa»a« wybierzemy z sumy przykªadowy skªadnik, odpowiadaj¡cy za od-
dziaªywanie pomi¦dzy 1-szym a 2-gim elektronem:

〈
N∏

l=1

fol(l)

∣∣∣∣∣
1

r12

∣∣∣∣∣
N !∑

ip=1

(−1)ip

N∏

k=1

fpip(k)(k)

〉
. (6.30)

Wyci¡gnijmy znak sumy po permutacjach przed braket, oraz rozdzielmy funkcj¦ fji(i)

na skªadow¡ spinow¡ χ(szi) oraz poªo»eniow¡ ψji(~ri), a nast¦pnie wykonajmy caªkowa-
nia po tych samych zmiennych:

〈
N∏

l=1

fol(l)

∣∣∣∣∣
1

r12

∣∣∣∣∣
N !∑

ip=1

(−1)ip

N∏

k=1

fpip(k)(k)

〉
=

=
N !∑

ip=1

(−1)ip

N∏

k,l=1

〈χ(szl) | χ(szk)〉 ·
N∏

k,l=3

〈
ψol(~rl) | ψpip(k)(~rk)

〉 ·

·
〈
ψo1(~r1)ψo2(~r2)

∣∣∣∣
1

r12

∣∣∣∣ψpip(1)(~r1)ψpip(2)(~r2)

〉
=

=
N !∑

ip=1

(−1)ip

N∏

k,l=1

δ (szl, szk) ·
N∏

k,l=3

{δ(l, k) · δ(ol, pip(k))} ·

·
〈
ψo1(~r1)ψo2(~r2)

∣∣∣∣
1

r12

∣∣∣∣ψpip(1)(~r1)ψpip(2)(~r2)

〉
.

(6.31)

Nietrywialnym czªonem w powy»szym wyra»eniu jest jedynie caªka odpychania kulom-
bowskiego:

I =

〈
ψo1(~r1)ψo2(~r2)

∣∣∣∣
1

r12

∣∣∣∣ψpip(1)(~r1)ψpip(2)(~r2)

〉
=

=

∫
d6rψo1(~r1)ψo2(~r2)

1

r12

ψpip(1)(~r1)ψpip(2)(~r2) =

∫
d3r1

∫
d3r2u(~r1)w(~r2)

1

r12

,

(6.32)
gdzie u(~r1) = ψo1(~r1)ψpip(1)(~r1), w(~r2) = ψo2(~r2)ψpip(2)(~r2)

Podwójn¡ caªk¦ (6.32) obliczamy numerycznie we wspóªrz¦dnych kartezja«skich na
siatce pokrywaj¡cej obszar caªkowania o obj¦to±ci V . Odlegªo±ci w¦zªów siatki s¡ staªe
i wynosz¡ w kierunkach x, y i z odpowiednio ∆x, ∆y i ∆z.
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Podzielmy obszar caªkowania w taki sposób, aby ka»dy w¦zeª siatki i = (xi, yi, zi)

stanowiª ±rodek prostopadªo±cianu Vi o obj¦to±ci ∆x × ∆y × ∆z. Podwójn¡ caªk¦
(6.32) po caªym obszarze zamieniamy na sum¦ caªek po prostopadªo±cianach Vi:

I =

∫

V

d3r1

∫

V

d3r2u(~r1)w(~r2)
1

r12

=

=
∑
i,j

∫

Vi

d3r1

∫

Vj

d3r2u(~r1)w(~r2)
1

r12

.

(6.33)

Wyznaczenie powy»szej caªki jest najbardziej czasochªonnym elementem naszych ra-
chunków, gdy» musimy j¡ policzy¢ dla ka»dej kombinacji czterech funkcji ψ nale»¡cych
do bazy u»ytej do oblicze«.

Metoda caªkowania po niepokrywaj¡cych si¦ prostopadªo±cianach (i 6= j) ró»ni si¦
od metody caªkowania po tych samych prostopadªo±cianach, dlatego wydzielimy z sumy
caªek (6.33) skªadniki zawieraj¡ce caªki przebiegaj¡ce po tych samych prostopadªo±-
cianach:

I =
∑

i,j;i6=j

∫

Vi

d3r1

∫

Vj

d3r2u(~r1)w(~r2)
1

r12

+
∑

i

∫

Vi

d3r1

∫

Vi

d3r2u(~r1)w(~r2)
1

r12

. (6.34)

Wyznaczaj¡c caªki po obszarach nie przekrywaj¡cych si¦ (i 6= j) stosujemy dwa przy-
bli»enia, pierwsze przyjmuj¡c staª¡ warto±¢ funkcji u(~r1) = u(xi, yi, zi) i w(~r2) =

w(xj, yj, zj) w caªej obj¦to±ci prostopadªo±cianu. Drugie przybli»enie polega na przy-
bli»onym sposobie wyznaczania wyrazu 1

r12
, redukujemy go do odlegªo±ci pomi¦dzy

±rodkami prostopadªo±cianów i-tego i j-tego
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2.
W wyniku otrzymujemy ko«cowy przepis na caªk¦ po ró»nych prostopadªo±cianach:

∫

Vi

d3r1

∫

Vj

d3r2u(~r1)w(~r2)
1

r12

≈

≈ (∆x ×∆y ×∆z)
2u(xi, yi, zi)w(xj, yj, zj)

1√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2

.

(6.35)
Caªk¦ dla Vi = Vj wyznaczamy równie» w sposób przybli»ony, przyjmuj¡c staª¡ warto±¢
funkcji w caªym obszarze prostopadªo±cianu:

∫

Vi

d3r1

∫

Vi

d3r2u(~r1)w(~r2)
1

r12

≈ u(xi, yi, zi)w(xi, yi, zi)

∫

V0

d3r1

∫

V0

d3r2
1

r12

. (6.36)
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Caªka wyst¦puj¡ca po prawej stronie równania (6.36) nie zale»y od poªo»enia prostopadªo±-
cianu i dzi¦ki czemu wystarczy policzy¢ j¡ tylko raz np. dla i = 0, a nast¦pnie
u»y¢ jej jako wagi dla iloczynu funkcji u(xi, yi, zi) · w(xi, yi, zi) dla ka»dego w¦zªa
siatki i. Zapiszmy caªk¦ (6.36) we wspóªrz¦dnych kartezja«skich ~r1 = (x1, y1, z1) oraz
~r2 = (x2, y2, z2):

∫ ∆x/2

−∆x/2

dx1

∫ ∆y/2

−∆y/2

dy1

∫ ∆z/2

−∆z/2

dz1

∫ ∆x/2

−∆x/2

dx2

∫ ∆y/2

−∆y/2

dy2

∫ ∆z/2

−∆z/2

dz2
1

rd

, (6.37)

gdzie rd =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.
Dokonajmy zamiany zmiennych i wprowad¹my wmiejsce (x2, y2, z2) zmienne (xd, yd, zd):

xd = x1 − x2

yd = y1 − y2

zd = z1 − z2 .

(6.38)

W wyniku zamiany zmiennych dxd = −dx2, dyd = −dy2 i dzd = −dz2, zmianie ulegn¡
równie» granice caªkowania, oraz posta¢ funkcji podcaªkowej:

−
∫ ∆x/2

−∆x/2

dx1

∫ ∆y/2

−∆y/2

dy1

∫ ∆z/2

−∆z/2

dz1

∫ z1−∆z/2

z1+∆z/2

dzd

∫ x1−∆x/2

x1+∆x/2

dxd

∫ y1−∆y/2

y1+∆y/2

dyd
1√

x2
d + y2

d + z2
d

.

(6.39)
Caªk¦ po xd, yd i zd wyliczymy we wspóªrz¦dnych cylindrycznych (ρ, φ, zd):

ρ =
√
x2

d + y2
d

φ = arctan(xd/yd) ,

(6.40)

dzi¦ki których zastosowaniu pozbywamy si¦ osobliwo±ci w mianowniku dla ~r1 = ~r2.
Zapiszmy caªk¦ (6.39) w nowych wspóªrz¦dnych:

−
∫ ∆x/2

−∆x/2

dx1

∫ ∆y/2

−∆y/2

dy1

∫ ∆z/2

−∆z/2

dz1

∫ z1−∆z/2

z1+∆z/2

dzd

∫ 2π

0

dφ

∫ t(φ)

0

dρ
ρ√

ρ2 + z2
d

. (6.41)
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Rys. 6.2: Obszar wyznaczania caªki (6.39) po (ρ, φ) i jego podziaª na trójk¡ty.

Caªk¦ po zmiennych (ρ, φ), liczymy nast¦puj¡co: prostok¡tny obszar caªkowania dzie-
limy na cztery trójk¡ty, jak na rys. 6.2. Caªk¦ po φ w obszarze (0, 2π) podzielimy
na cztery caªki po k¡tach le»¡cych przy wierzchoªku O i nale»¡cych do poszczególnych
trójk¡tów. Granice tych czterech caªek wyznaczamy z zale»no±ci trygonometrycznych.
Caªk¦ po ρ liczymy analitycznie w przedziale od 0 do t(φ). t(φ) jest odlegªo±ci¡ punktu
O od boku prostok¡ta. Pozostaªe caªki (po x1, y1, z1, zd, ϕ) liczymy numerycznie.

Poprawno±¢ metody mieszania kon�guracji badano przez porównanie energii dzi¦ki
niej uzyskanej z energi¡ wyznaczon¡ przy pomocy dokªadnej metody wariacyjnej przed-
stawionej w pracy [92]. Ukªad testowy stanowi¡ dwa elektrony zlokalizowane przez
potencjaª postaci (6.14). Przyj¦to h̄ωx = h̄ωy = 3meV , h̄ωz = 12meV . Elektrony
znajduj¡ si¦ w polu magnetycznym o indukcji ~B = (B, 0, 0), w funkcji której wyz-
naczamy energi¦ E ukªadu.

Wyniki porównania przedstawiono na rysunku 6.3, gdzie lini¡ czarn¡ zaznaczyli±my
energi¦ dokªadn¡, dwie linie niebieskie przedstawiaj¡ energi¦ wyznaczon¡ z rachunku
na siatce zawieraj¡cej 13 × 13 × 13 w¦zªów, z baz¡ zawieraj¡c¡ Nb = 6 i Nb = 10

najni»szych poziomów jednoelektronowych. Linia zielona, znacznie bli»sza wynikowi
dokªadnemu zostaªa wyznaczona w rachunku na siatce zawieraj¡cej 19×19×19 w¦zªów,
z baz¡ zawieraj¡c¡ Nb = 6 najni»szych poziomów jednoelektronowych. W obydwu
przypadkach siatk¦ rozmieszczono równomiernie na caªym obszarze oblicze«, który
stanowi prostopadªo±cian o rozmiarach Lx = Ly = 120 nm, Lz = 60 nm. Dla g¦stszej
siatki najwi¦ksza ró»nica pomi¦dzy liniami zielon¡ i czarn¡ wynosi 0.23 meV dla B = 10

T. Taka wielko±¢ bª¦du jest w zupeªno±ci akceptowalna.
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Rys. 6.3: Energia E ukªadu 2-elektronowego w funkcji warto±ci indukcji pola magne-
tycznego B. Wynik dokªadny zaznaczono lini¡ czarna, wynik oblicze« na siatce o 6859
w¦zªach lini¡ zielon¡, na siatce o 2197 w¦zªach lini¡ niebiesk¡,

Wykonano równie» test zbie»no±ci procedury w zale»no±ci od rozmiaru bazy Nb

dla ukªadów zawieraj¡cych N = 2, 3 i 4 elektrony. Obliczenia wykonano na siatce
zawieraj¡cej 19× 19× 15 w¦zªów, rozmieszczonych w prostopadªo±cianie o dªugo±ciach
kraw¦dzi Lx = Ly = 102 nm i Lz = 40 nm.
Do rachunku testowego przyj¦to energi¦ potencjaln¡ postaci:

Uconf (x, y, z) =
m

2
ω2

xx
2 +

m

2
ω2

yy
2 − az(z +

1

2
Lz)

2 , (6.42)

gdzie h̄ωx = 2.18 meV, h̄ωy = 3.15 meV i az = 2.10−8 meV/nm2. W kierunku z przyj¦to
energi¦ potencjaln¡ w postaci odwróconej paraboli, która w tym kierunku dobrze przy-
bli»a przebieg energii potencjalnej w rozwa»anej w rozdziale trzecim kropce kwantowej.
Rachunek przeprowadzono dla warto±ci indukcji pola magnetycznego B = 10 T.
Na rysunkach 6.4(a-c) zamieszczono zale»no±¢ energii ukªadu zawieraj¡cego odpowied-
nio 2, 3 i 4 elektrony w funkcji liczby stanów jednoelektronowych Nb u»ytych do kon-
strukcji bazy wyznacznikowej.
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Rys. 6.4: Energia E ukªadu (a) 2-elektronowego, (b) 3-elektronowego i (c) 4-
elektronowego w funkcji ilo±ci elementów bazy Nb. Krzy»ami zaznaczono energi¦ stanu
podstawowego, okr¦gami pierwszego wzbudzonego.

Jako kryterium zbie»no±ci przyj¦to warunek, »eby ró»nica pomi¦dzy energiami dla
bazy zawieraj¡cej Nb i Nb + 1 funkcji ψi(~r) byªa mniejsza od 0.3 meV. Kryterium jest
speªnione je±li dla dwóch elektronów (N = 2) u»yjemy Nb = 8 funkcji ψi(~r), a dla
N = 3, 4 Nb = 10.
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