Projekt nr C.7.6

Testowanie efektywnosci metod roznicowych rozwigzania

rownania Schrodingera (przyklady rozwiazywalne analitycznie)

Wprowadzenie

Jednowymiarowe stacjonarne rownanie Schrodingera ma postac:
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gdzie V(x) jest potencjatem, dla ktérego szukamy rozwiagzania, a E jest nieznang wartos$cia
wlasna energii dla danego poziomu energetycznego w tym potencjale.

Rozwiazania do kazdej wartosci wlasnej E powinny spelia¢ zadane dla danego
potencjatu warunki brzegowe. Najczesciej sa to warunki znikania funkcji falowej W(x) dla
x— tec. ROwnanie (1) jest rozwiazywalne analitycznie dla kilku (moze kilkunastu) postaci
potencjalu 1 czgsto wystgpuje potrzeba numerycznego Wwyznaczenia  poziomow
energetycznych 1 odpowiadajacych im funkcji falowych. Jedna z cze$ciej stosowanych metod
wyznaczania warto$ci 1 funkcji wlasnych jest tzw. metoda wstrzeliwania si¢ (shooting
method). Polega ona na tym, ze bierze si¢ jeden z warunkéw brzegowych jako warunek
poczatkowy i catkuje si¢ numerycznie rownanie (1) zmieniajac warto$¢ energii E tak dtugo az
nastapi ,,wstrzelenie si¢” 1 zostanie spetniony drugi warunek brzegowy.

Najczgsciej przeszukiwanie wartosci E nastgpuje ze statym krokiem i sprawdzanie czy
nie wystapit poziom energetyczny. Kryterium jest najczesciej zachowanie si¢ funkcji w
okolicy drugiej wartosci brzegowej. Jezeli funkcja powinna w danym miejscu przyja¢ wartos¢
zero, 1 obserwujemy, ze dla nizszej warto$ci energii E; scatkowanie rownania (1) daje
wartosci jakiego$ znaku, za$ scatkowanie z energia E; + AE daje warto$ci przeciwnego znaku
to jest to widomy objaw tego, ze pomigdzy tymi warto$ciami energii znajduje si¢ warto$¢ dla
ktorej warunek brzegowy jest spelniony. Nastgpuje wtedy etap udokiadniania wartosci
wlasnej np. przez potowienie kroku AE.

Roéwnanie (1) mozna przepisa¢ w postaci:
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W takiej postaci rownanie to jest szczegolnie wygodne do catkowania numerycznego metoda
2

Numerowa (patrz dodatek). Dla dalszego utatwienia mozna przyjaé¢ wartosci o =1.
m



Zadania do wykonania

1. Zbudowa¢ procedur¢ do catkowania rownania (2) metoda Numerowa, startujaca od
warunku poczatkowego w —Xg4, X4 jest dolna granica rozpatrywanego w zadaniu
przedzialu. Rozpatrywany przedziat nalezy podzieli¢ na 1000 punktow, z ktérych punkty
1-100 1 900-1000 stanowia obszary, w ktorych nastgpuje wygaszenie funkcji falowej. Aby
to zapewni¢ w podanych powyzej punktach nalezy zdefiniowa¢ potencjat wielokrotnie
Wyzszy niz rozpatrywane warto$ci potencjatu badanego i wartosci wlasne energii. W
obszarze punktow 100-800 potencjal zadawany jest przez uzytkownika, badz wzorem
badz w jakikolwiek inny sposéb (zaznaczenie przebiegu kursorem, podanie przedziatow i
odpowiadajacych im wartosci statych 1 in.). Do rozpoczgcia catkowania metoda
Numerowa potrzebne sa wartosci w dwoch pierwszych punktach. Wartosci te
wygenerowacé korzystajac z asymptotycznej postaci funkcji falowej przy statym, duzym
potencjale V,, zadanym w punktach 1-100. Odpowiedni wzor ma postac:

Y(x) = Aexp[(V,, —E)x]
1 jest stosowalny dla x bliskich dolnej granicy rozpatrywanego przedzialu x. Kryterium
wykrywania poziomdow energetycznych jest zmiana znaku funkcji falowej na drugim
(gbérnym) koncu rozpatrywanego przedziatu.

2. Korzystajac z powyzszej procedury wyznaczyC cztery najnizsze poziomy energetyczne
dla potencjatu oscylatora harmonicznego:
V(x) = 5x* 4<x<4
dla ktérego znane sa wyniki analityczne.

3. Wyznaczy¢ cztery najnizsze poziomy energetyczne dla potencjatu schodkowego postaci:
Vx)=0 dla4<x<-1, Vx)=100 dla-1<x<l, Vx)=20dlal<x<4

Wejscie

Do programu powinna by¢ wprowadzona startowa warto$¢ energii dla ktorej nalezy
zaczac¢ poszukiwania, krok energetyczny z jakim nalezy zwigksza¢ energig, oraz doktadnos¢
wyznaczania poszczegdlnych poziomow energetycznych. Sam potencjal winien by¢
zadawany przez odpowiednia procedurg, wypetniajaca wektor wartosci, w ktorych trzymany
jest potencjal. Jako dana wejsciowa do tej procedury musi by¢ podany odstep przestrzenny
migdzy punktami branymi do obliczen.

Wyijscie

Program powinien drukowaé biezaca wartos¢ energii dla ktoérej catkuje réwnanie i
wartos¢ funkcji falowej na gornym koncu przedziatu przy przeszukiwaniu ze statym krokiem.
Po znalezieniu poziomu powinien wypisa¢ odpowiednia informacje o przej$ciu do
udoktadniania, za§ po osiagni¢ciu doktadnosci warto$¢ znalezionej energii wiasnej. Program
powinien zapamigta¢ posta¢ funkcji falowej dla danego poziomu i przejs¢ do szukania
nastgpnego. Etapem koncowym jest wypisanie znalezionych poziomow i zrobienie wykresow
wyliczonych dla nich funkcji falowych.



Dodatek

Metody catkowania dedykowane dla rownan drugiego rzedu

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe w postaci:
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Zastosowani rozwini¢gcia w szereg Taylora dla standardowego przyblizenia drugiej
pochodnej, tzn. trzypunktowej formutly réznicowej daje:
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Czwarta pochodna moze zosta¢ wyliczona z samego roéwnania (Al):

y(IV) =%f(x,y)= f(xn+l’yn+l)_2f(‘:l;7yn)+f(xn17yn1) (A3)

Wstawienie tego wzoru do (A2) i pomnozenie przez 4° daje:
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yn+l :2yn _yn—l+f(xn7yn)h2+ [f(xn+l7yn+l)_2f(xn7yn)+f(xn717yn—l)] (A4)
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Wzér ten moze by¢ wykorzystany na trzy sposoby:

1. Jako najprostsza metoda catkowania rownan zawierajacych tylko druga pochodna (np.
rownan dynamiki) po pominigciu cze$ci w nawiasie kwadratowym:

yn+1:2yn_yn71+f(xn7yn)h2 (AS)
2. Jako korektor z predyktorem w postaci wzoru (AS)

3. W klasycznej metodzie Numerova, gdy funkcja f{x,y) ma postac:
S (e, y)=K(x)y+5(x) (A6)
Wtedy funkcje f(x,+,Vn+1) mozna przedstawi¢ w postaci:

f(xn+1 s Vurt ) = K(‘xn+l )yn+l + S(‘xn+l ) (A7)



Pozwala to wyliczy¢ y,+; jako funkcje pozostatych wartosci ze wzoru (A4). Poniewaz
rozwinigcie (A2) zawiera tylko parzyste potegi /2, wige btad metody Numerova jest rzedu
szostego (1), czyli jest on o rzad mniejszy niz dla metody Runge-Kutty czwartego rzedu.

Podstawienie wzoru A7 oraz jego odpowiednikoéw dla n i n-1 do wzoru A4 daje:

yn+l :2yn _yn—l+h2[K(xn)yn +S(xn)]+

# K G 2K Gy, + K o I (A8)
# 2 [5(5,0)-25(5, )+ ()

Prowadzi to do nastgpujacego wzoruna y, ,:
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Dla S(x)=0 wzér ten przybiera szczegdlnie uproszczona postac:

h’ h* h’
yn+l [1 _K(er—l )E} = 2yn [I_K(‘xn )E} _yn—l [I_K(‘xn—l )E]-i_ th(‘xn )yn (AIO)
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Po wprowadzeniu zmiennej pomocniczej: u, =y, |:1 ~K(x, )E] mamy:

2
U, = un|:2+M:|—un1 (A11)
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