Projekt nr C.7.4

Rozwigzywanie metodg roznicowa rownania Schrodingera
z potencjalem Yukawy

Wprowadzenie

Radialne rownanie Schrodingera dla atomu wodoropodobnego ma postaé:
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gdzie V(r) przyjmujemy w formie potencjatu Yukawy:
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w ktérym D jest tzw. dlugo$cia ekranowania. Jezeli D — oo, to potencjal Yukawy przechodzi
w potencjat Coulomba, dla ktorego istnieja rozwiazania analityczne problemu wtasnego (1).
Jezeli D # 0, to rownanie (1) moze by¢ rozwigzane numerycznga metoda réznicowa.

Rozwiazujac numerycznie rownanie (1) w przestrzeni r nalezy uwzgledni¢ fakt, ze dla
stanu o danych liczbach kwantowych n,/ nie istnieja stany zwiazane dla D < Dy(n,l), gdzie
Dy(n,l) jest pewna krytyczna wartoscia dlugos$ci ekranowania. T¢ warto§¢ D, nalezy
wyznaczy¢ numerycznie.

W celu sformutowania problemu w sposéb dogodny do obliczen numerycznych dokonu-
jemy zamiany zmiennych:
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gdzie A, jest warto$cia wlasna radialnego réwnania Schrodingera w przestrzeni p, a d jest

przetransformowana dlugo$cia ekranowania. Po dokonaniu tej transformacji réwnanie (1)
przechodzi w:
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Transformacja (5) zmienia przedzial dtugosci ekranowania z Dy< D < na 0 <d <o dla
zmodyfikowanej dlugo$ci ekranowania. Teraz stany zwiazane istnieja dla catego zakresu
zmiennosci d.

Metoda numeryczna

W celu rozwiazania réwnania (6) stosujemy metod¢ roznicowa, zgodnie z ktora pochodne
przyblizamy za pomoca wyrazen roznicowych.:
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gdzie 1 jest indeksem numerujacym krok.

Po przej$ciu do rownania rdéznicowego otrzymujemy przepis na iteracyjne rozwigzanie
rownania (6):
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Warunki poczatkowe dla stanéw s uzyskujemy z asymptotycznego rozwigzania rOwnania
(6): R=1-Ap/2, gdzie R(0) przyjeto rowne 1. Natomiast dla />0, R(0)=0 przy czym
R(Ap) =R, jest dowolne. Mozna przyja¢ R, = (Ap)z. Warunek graniczny znikania funkcji
R(p) = 0 dla p — o z koniecznos$ci musimy zastapi¢ warunkiem R(p) = 0 dla p = p.

Rozwiazanie rownania polega na znalezieniu warto$ci wlasnych oraz wyliczeniu funkcji
wlasnych. Warto$ci wlasne znajdziemy wykorzystujac fakt, ze wartos¢ funkcji R(po) zmienia
znak na przeciwny, gdy raz liczymy ja dla wartosci A,, nieco mniejszej niz rzeczywista
warto$¢ wlasna rownania (6) a drugi raz dla tej warto$ci nieco wigkszej niz rzeczywista
warto$¢ wlasna. Procedura szukajaca wartosci wlasnych dla danych / i d bedzie sprawdzata,
czy R(po) zmienia znak dla kolejnych wartosci A, , =A,, A, + AA, A, + 2AN, K , gdzie za A,

przyjmujemy A, =/+1. Gdy nastapi zmiana znaku R(pg) oznacza to, ze warto§¢ wiasna
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mamy osaczona migdzy A, a A, . . Wtedy mozemy wyznaczy¢ warto$¢ whasna korzystajac z
dowolnej procedury szukajacej zera funkcji. (Najlepiej uzy¢ metody szybciej zbieznej niz
bisekcja, np. dostegpnej w bibliotece Numerical Recipes funkcji ZBRENT).

Dalekozasiggowy ,,0ogon” potencjatu kulombowskiego jest ttumiony eksponencjalnie dla
duzych p, gdy zmodyfikowana dlugo$¢ ekranowania jest mala. Z tego powodu przy
rozwigzaniu numerycznym warto zastosowa¢ zmienny krok: dla matych p krok powinien by¢
mniejszy niz dla duzych wartos$ci tej zmienne;.



Zadania do wykonania

1. Napisa¢ program liczacy warto$ci wlasne dla danych: orbitalnej liczby kwantowej oraz
danej dlugosci ekranowania.

2. Napisa¢ program, ktory dla podanej orbitalnej liczby kwantowej oraz danej dilugos$ci
ekranowania i obliczonej dla tych parametréw warto$ci wiasnej wylicza funkcj¢ wiasna.
Obliczong funkcj¢ umiesci¢ w pliku w formacie czytanym przez GRAPHERa.

3. Wykona¢ wykresy otrzymanych funkcji falowych i ggstosci prawdopodobienstwa.

4. W celu przetestowania poprawnosci dzialania programu nalezy odtworzy¢ jak najwigcej
stanow s dla znanego przypadku potencjatu kulombowskiego.

Wskazowki

Dla obliczen prowadzonych w podwojnej precyzji mozna przyjac pierwszy krok réwny ok.
Aip=0.008 dla d>1 lub A;p=0.008d dla d <1 oraz drugi krok przyjac¢ jako wielokrotnos¢
kroku pierwszego, np. A;p =0.024 dla d>1 lub Ayp =0.024d dla d<1. Liczba krokéw
powinna by¢ przyjeta ok. 5000, za wyjatkiem przypadku energii zblizajacej si¢ do 0. Wtedy
nalezy oblicza¢ funkcje falowe w ok. 20000 krokach. Odpowiedzi na pytania: jak dtugo liczy¢
z krokiem pierwszym?, kiedy przejs¢ na drugi?, czy wybrany krok jest wystarczajaco maty?,
czy dobrze wybrano warto$¢ po?, trzeba znalez¢ eksperymentalnie, korzystajac z
nastgpujacego testu:

1. najpierw liczymy warto$¢ wlasna z pewnymi obranymi danymi,

2. aby si¢ upewni¢, czy wybraliSmy wystarczajaco duze po powtarzamy obliczenia dla po
zwigkszonego o 10%,

3. aby sprawdzi¢, czy wybrany krok jest wystarczajaco maty (czyli produkuje zaniedbywalnie
mate bledy) zmniejszamy krok o 10% wykonujac obliczenia z wartoscia po zwigkszona jak
w poprzednim punkcie.

Jezeli trzy najnizsze wartosci wlasne zgadzaja si¢ ze soba z doktadnoscia do kilku miejsc
znaczacych, oznacza to, ze wszystkie warto$ci parametrow wybraliSmy wtasciwie. Program
nalezy przetestowa¢ dla przypadku atomu z potencjatem kulombowskim (tzn. D — <) dla
stanow s, dla ktorych znane sa rozwiazania w postaci analitycznej.
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