Projekt nr C.7.3

Obliczanie metoda wariacyjna poziomow energetycznych dla
potencjalu Yukawy

Wprowadzenie

Potencjat Yukawy (ekranowany potencjal kulombowski) modeluje wiele oddziatywan w
fizyce, np. oddzialywania jadrowe lub oddzialywanie czastek naladowanych w osrodku
ekranujacym. Rozwiazania problemu wtasnego dla stanéw zwiazanych uktadu dwoch czastek
oddziatywujacych za posrednictwem potencjatu Yukawy znajduja zatem zastosowanie w
roznych dziatach fizyki. Zagadnienia tego nie da si¢ rozwiaza¢ analitycznie — rozwiazemy je
tutaj metoda wariacyjna.

Rozwazany uktad dwoch czastek opisany jest za pomoca rownania Schrédingera, Po
dokonaniu separacji ruchu $rodka masy i przejsciu do wspotrzednych sferycznych, otrzymu-
jemy problem jednowymiarowy, opisany za pomoca radialnego rownania falowego:

E-E, . (r)=0 (1)

gdzie n jest gtowna liczba kwantowa, / jest azymutalng liczba kwantowa, a funkcja y,./(r) jest
radialng funkcja falowa.

W atomowych jednostkach energii E, = uB*/2h* i dtugosci a, = h*/uB, gdzie u jest
masa zredukowana ukladu czastek, B> 0 jest parametrem sprzgzenia potencjalu Yukawy,
hamiltonian ma postac:
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przy czym operator energii kinetycznej dany jest wzorem:
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V=—=1eC (4)

Parametr ekranowania C jest rowny odwrotnosci dtugosci ekranowania D, tzn. C= 1/D. W
granicy C — 0 otrzymujemy kulombowska energi¢ potencjalna, dla ktorej parametr sprzgze-
nia B = xe’, gdzie k= 1/4rey, a e jest tadunkiem elementarnym. Wariacyjna funkcje probna
proponujemy w postaci:

x<r>=ilcj<oj<r> s)



gdzie — dla prostoty zapisu — opuszczone zostaty wskazniki n/ oznaczajace stan kwantowy.
We wzorze (6) N oznacza liczbg funkcji bazowych ¢, a ¢; sa liniowymi parametrami
wariacyjnymi. Funkcje bazowe proponujemy w formie:

0,(r)=4,e™ (©6)
przy czym stale normalizacyjne

4, =207 (7)
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a o; sa nieliniowymi parametrami wariacyjnymi. Wariacyjne oszacowania od gory E dla
kolejnych poziomoéw energetycznych obliczamy za pomocg ilorazu Rayleigha:
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Oznaczamy iloczyn skalarny (x| ) symbolem S i obliczamy jego wartos¢:
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gdzie S;; sa catkami naktadania:
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Wykonanie catkowania we wzorze (11) daje wynik:
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Elementy macierzowe hamiltonianu dane sa wzorami:
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Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze funkcje bazy (7) sa wprawdzie unormowane, ale nie sa
ortogonalne. W zwiazku z tym warunek istnienia minimum ilorazu Rayleigha (9) wzglgdem
parametrow liniowych ¢; prowadzi do nastepujacego rownania macierzowego:

(H-AS)C=0 (16)

gdzie H 1 S sa macierzami o elementach H;; i S, liniowe parametry wariacyjne ¢; odpowiada-
jace kolejnym stanom kwantowym tworza kolumny macierzy S, a wartosci wlasne A moga
stuzy¢ jako oszacowania energii tych stanéw. Jakos$¢ tych oszacowan zalezy od uzyskanej
zbiezno$ci procedury diagonalizujacej kolejno macierze S 1 H. Pojawia si¢ przy tym mozli-
wos$¢ znacznego zafalszowania wyniku wskutek btedow numerycznych. Aby tego uniknaé,
wykorzystujemy fakt, ze iloraz Rayleigha (9) dostarcza zawsze oszacowania od gory energii
stanu kwantowego. Jezeli wiec wedtug wzoru (9) obliczymy:
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E=<YecH, (19)
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to warto§¢ oczekiwana E bedzie oszacowaniem od gory dokladnej energii rozwazanego
stanu kwantowego:

E>E (20)

Lewa strong tej nierownos$ci mozna teraz minimalizowaé ze wzgledu na parametry nieliniowe
o, otrzymujac w ten sposob coraz lepsze przyblizenia doktadnej wartosci E.

Zadania do wykonania

1. Sprawdzi¢, czy jednostki atomowe we wzorach (1), (4) 1 (5) zostaly prawidiowo
wprowadzone.
2. Zapomoca rachunku analitycznego sprawdzi¢ wzory na elementy macierzowe Sj; 1 Hj;.

3. Korzystajac z dowolnej procedury bibliotecznej na diagonalizacj¢ macierzy, napisac
program diagonalizujacy macierz S.

4. Wykorzystujac otrzymana w zadaniu 3 macierz transformacji U, przetransformowac przy
jej uzyciu macierz H, czyli obliczy¢:

H=U'HU 1)
5. Rozwiaza¢ numerycznie rownanie wiasne:
(A-21)C=0 (22)

gdzie I jest macierza jednostkowa.



6. Uzyskane w zadaniu 5. liniowe parametry wariacyjne ¢; wykorzystaé do wyznaczenia E
wedlug wzoru (19).

7. Zaproponowac¢ sposob doboru nieliniowych parametrow wariacyjnych ¢;, 1 za pomoca
procedury minimalizacyjnej wyznaczyc minimalna warto$é E .

8. Sporzadzi¢ tabelg obliczonych wartosci wlasnych energii w funkcji liczb kwantowych
oraz parametru ekranowania C dla réznej liczby N elementéw bazy i1 przy ré6znym
sposobie doboru nieliniowych parametrow wariacyjnych. Wyznaczy¢ krytyczne wartosci
parametru C, przy ktérych znikaja kolejne stany zwiazane.

Wskazowki

a) Wykona¢ rachunki testowe dla C = 0 i pordwna¢ uzyskane wyniki ze znanymi poziomami
energetycznymi atomu wodoru.

b) Zamiast liczb kwantowych n/ uzy¢ do numeracji poziomoéw energetycznych liczb &/, gdzie
k=n—1 jest numerem kolejnego stanu kwantowego o okre$lonej azymutalnej liczbie
kwantowe;j /.
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