Projekt nr C.6.7

Stany stacjonarne czastki w potencjale o symetrii translacyjnej

Wprowadzenie

Czastka porusza si¢ w jednowymiarowym krysztale, to jest w jednowymiarowej
przestrzeni, w ktorej okreslony jest potencjat o symetrii translacyjnej V(x+a)=V(x), gdzie a
jest stala sieci krysztatu (patrz rysunek)

Roéwnanie wlasne hamiltonianu czastki ma postaé

Rys. 1. Potencjal o symetrii translacyjnej, linia przerywana zaznaczono potencjat w pojedynczej komorce
elementarnej, a jest stalq sieci.
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[— L V(x)}//(x) - By (). (1)
Zgodnie z twierdzeniem Blocha funkcje wtasne (1) mozna przedstawi¢ w postaci
V. (x) =exp(ikx)u, , (x), (2)
gdzie uy ,, tzw. czynnik Blocha, jest funkcja okresowa o okresie a
Ukn (X+a)= Ui, (), (3)

k jest wektorem falowym a n numeruje stany dla danego k& wzgledem ich energii. Liczbe
kwantowa n bedziemy nazywaé numerem pasma. Zaldzmy, ze krysztat sktada si¢ z M
identycznych komoérek elementarnych. Narzucenie periodycznego warunku brzegowego dla

krysztalu
V. (x+Ma) =y, ,(x) (4)

prowadzi do kwantyzacji wektora falowego k= j;l , gdzie [ jest liczba catkowita ktora w
a

zasadzie jest dowolna, my jednak bgdziemy ja wybiera¢ z domknigtego przedziatu [-M/2,

M/2]. W ten sposob wektor falowy k bedzie lezal w tzw. pierwszej strefie Brillouina

[-m/a,n/a] (dla innych wartosci / dostaniemy 1 tak jedno z rozwiazan z pierwszej strefy

Brillouina). Wstawiajac (2) do (1) otrzymujemy rownanie Schroedingera dla czynnika Blocha
1d* d 1

— =ik —+V(xX)+ k> u, , (x)=E, u,, (x). 5

2dx2 dx ( ) 2 k,n( ) k,n k,n( ) ( )

Rownanie (5) nalezy rozwiaza¢ w pojedynczej komorce elementarnej przy narzuceniu

periodycznego warunku brzegowego na czynnik Blocha (3). W pojedynczej komorce

elementarnej rozpinamy siatk¢ N punktow o wspotrzednych x;=(j—1)dx, gdzie dx=a/(N-1), a
Jj=1,2,...,N. Przez V; oznaczamy V(x;).



1%2 N+1 Rys. 2 Potencjat i siatka punktow
w pojedynczej komorce
elementarnej oraz periodyczny

warunek brzegowy.
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Periodyczne warunki dla czynnika Blocha wprowadzimy identyfikujac punkt o numerze N+1
z punktem pierwszym (por. Rys. 2). Warto$¢ czynnika Blocha w punkcie x; oznaczymy przez
Uinj , W skrocie przez u;. Zastgpujac pochodne w rownaniu (5) przez ilorazy réznicowe
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d u_ Wpg i, =20, du U, —u . . U
,— =—""_ =) dostajemy roéwnanie réznicowe
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buj71+c.u.+b*u. =Eu,, (6)

gdzie b=(—2;2+j]oraz ¢, = (dlz+V+ k)
? dx :

Réwnanie (6) z warunkiem brzegowym (3) mozna przedstawi¢ w formie macierzowego
roOwnania wlasnego

Hu = Fu, (7)

gdzie H jest hermitowska macierza Hamiltona o rozmiarze N na N, ktéra posiada elementy
niezerowe jedynie w H,y, Hy; oraz na dlagonah pod- i naddiagonali. Nlezerowe elementy
macierzowe H sa nastepujace Hj=c;, Hjj:1)=b", Hy:n=b, H;y=b, Hy;=b". Rozwiazanie
réwnania (7) dla danego k£ da N warto$ci wiasnych energii, z ktorych kazda przynaleze¢
bedzie do innego pasma. Dla kazdej warto$ci wlasnej energii dostaniemy wektor wartosci
czynnika Blocha uy;, w weztach siatki.

Zadania do wykonania

Przyja¢ stalg sieci a=2, oraz M=10 lub 20. Przyja¢ potencjal V(x) w formie uktadu studni i
barier, przedstawionej na rysunkach 1 i 2. Niech % dlugo$ci komorki elementarnej przypada
na studnig, a reszta na barierg. Niech warto$¢ potencjalu w studni bedzie rowna 0, a wysokos¢
bariery oznaczymy przez W.

1) Przygotowal program rysujacy osiem najnizszych pasm, czyli widmo energii
rownania (7) w funkcji £ dla k z pierwszej strefy Brillouina.

2) Zbadac¢ dla jak duzego N wyniki przestaja zaleze¢ od liczby oczek siatki.

3) Zbada¢ krzywizng pasm i szerokos$¢ przerw energetycznych w funkcji W, dla kilku
wartosci W z przedziatu od 0 do 300.

4) Sprawdzi¢ periodyczno$¢ czynnika Blocha. Jak wyglada gestos¢ prawdopodobienstwa
zwiazana z funkcja falowa (4) dla r6znych pasm?

5) Jak si¢ ona zmienia w ramach jednego pasma. Jak zmiany te zaleza od W?
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