Projekt nr C.6.3

Stany elektronowe w jednowymiarowej sieci krystalicznej

Wprowadzenie

Fizyka

Niniejszy projekt opiera si¢ na prostym modelowym podejsciu do problemu wtasnos$ci
elektrondbw w sieci krystalicznej. Rozwazamy elektron w jednowymiarowym krysztale,
ktérego potencjal modelujemy za pomoca dziesigciu skonczonych prostokatnych studni
potencjatu, rozdzielonych barierami o
wysokosci 300 eV. Szerokos¢ obszaru ?r o
studni  potencjalu  wynosi 1.5 ay,
szerokos$¢ bariery - 0.5 ag. Caty uktad
zamknigty jest w studni potencjalu o
nieskonczenie wysokich $cianach (Rys.1).
Celem ¢wiczenia  jest  znalezienie
kilkudziesigciu najnizszych poziomow
energetycznych 1 odpowiadajacych im

funkcji falowych dla elektronu znajduja- 0eV
cego si¢ w takim jednowymiarowym RYS. 1.
krysztale.
Hamiltonian elektronu w krysztale ma postac:
2
H:—h—V2+V(x) (1)
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gdzie V(x) jest energia potencjalna zobrazowana na Rys. 1, a odpowiednie rownanie witasne:
Hy(x) = ey(x) )

ktore w postaci bezwymiarowej mozna zapisac jako:
2

%w(x) - [U(x)~ Ew(x) 3)
X

gdzie jednostka dtugosci jest promien Bohra ag, a energia elektronu €, mierzona zwykle w eV,
zostata w rownaniu (3) zastapiona przez bezwymiarowa dodatnia liczbg E, zdefiniowana jako:

2
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Bezwymiarowa energia potencjalna U jest zwiazana poprzez ten sam czynnik z energia
potencjalna V(x) w rownaniu (1):

U(x)=0.07357Y %)
eV

()

Numeryka

Ponizej podajemy schemat numerycznego rozwiqzywania rownania (3).

Jezeli warto$¢ E jest znana, to rdwnanie (3) jest zwyczajnym réwnaniem rozniczkowym
drugiego stopnia, ktore mozna rozwiagza¢ numerycznie korzystajac z ro6znicowej aproksymacji
drugiej pochodnej. Korzystamy przy tym z warunkéw brzegowych na koncach rozwazanego
obszaru. Z tego, ze potencjat na koncach sieci krystalicznej zostal przyjety jako nieskonczony
(nieprzenikliwe $cianki pudta), wynikaja nast¢pujace warunki brzegowe dla funkcji falowe;:

Y(x=0) =y(x=20)=0  (rozmiar naszego krysztatu = 10 X ap = 20 ay ). (6)
Metoda réznicowa dla réwnania (3) o znanej warto$ci E wyglada nastepujaco:

1. definiujemy siatke weztéw dla zmiennej x (zadajac wielko$¢ kroku h);

2. druga pochodna w réwnaniu (3) zastgpujemy odpowiednim przyblizeniem rdéznicowym
(mozna przebada¢ rézne przyblizenia o réznej doktadnosci);

3. réwnanie (3) przyjmuje postaé formuly rekurencyjnej, np. wyrazajacej warto$é y(x.,, )za

pomoca W(x;) orazy(x,,, );
4. kladziemy w(x0)= 0 i rozwiazujemy rownanie (3) krok po kroku jak zwykte rownanie

algebraiczne;

5. rownanie rozniczkowe posiada jednoznacznie okreslone rozwiazania, jezeli np. w jednym
punkcie na brzegu obszaru zadamy warto$ci dwoch parametrow: warto$¢ funkcji i jej
pierwszej pochodnej. W rownaniu jednorodnym (a z takim mamy tu do czynienia) drugi
parametr ma wplyw wylacznie na unormowanie rozwigzania i wobec tego mozemy go
przyja¢ do$¢ dowolnie; rozsadna brzegowa pierwszej pochodnej jest 1 (co odpowiada to
potozeniuy(x,)=h).

6. rozwiagzujemy réwnanie krok po kroku od x; = 0 do xx = 20. Jako wynik otrzymujemy
szukang funkcj¢ y(x) okreslona na sieci wgztow.

Jezeli energia E nie jest znana, to stosujemy metode “prob i btedow” (“shooting”), zgodnie z
ktora:

1. przyjmujemy (zgadujemy) pewna warto$¢ E;

2. dla tej wartosci E rozwiazujemy rownanie (3) metoda podana powyzej;

3. sprawdzamy warunek brzegowy na prawym brzegu obszaru. Jezeli y(xy = 20) = 0, to E
jest energia stanu kwantowego elektronu. Jezeli nie, to zmieniamy warto$¢ E zgodnie z
pewna procedura poszukiwawcza (np. bisekcja, regula falsi, itp.) i wracamy do punktu (2).
Te¢ petlg iteracyjna powtarzamy az do uzyskania poprawnej warto$ci funkcji falowej na
prawym brzegu obszaru.



Zadania do wykonania

1. Wyznaczy¢ n = 50 najnizszych poziomow energetycznych elektronu. Wyniki przedstawic¢
na wykresie E(n). Poziomy powinny utozy¢ si¢ w wyrazne pasma.

2. Jezeli potozymy wysoko$¢ barier pomiedzy studniami réwna zeru, otrzymamy pojedyncza
prostokatna, nieskonczona studni¢ potencjatu o szerokosci 20a,. Wyznaczy¢ numerycznie
zalezno$¢ E(n) dla elektronu w tym przypadku i porowna¢ otrzymany wynik ze wzorem
analitycznym (przypomnienie z ¢wiczen z zakresu mechaniki kwantowej). Sporzadzi¢
odpowiedni wykres 1 porownac z wykresem z punktu (1).

3. Przygotowa¢ modut graficzny, pozwalajacy na obserwacje na ekranie funkcji falowych dla
wybranych stanéw elektronu.

4. Wprowadzi¢ ,,defekt” do krysztalu, np. zmniejszajac szeroko$¢ jednej ze studni o 25%.
Wyznaczy¢ zmienione funkcje falowe 1 poziomy energetyczne elektronu. Zaobserwowac
pojawiajacy si¢ poziom energetyczny w przerwie wzbronionej. Jak wyglada odpowiada-
jaca mu funkcja falowa?

5. Umiesci¢ krysztat w zewngtrznym statycznym jednorodnym polu elektrycznym, dodajac do
energii potencjalnej V(x) funkcj¢ liniowa taka, ze, np.

V(x=0) — V(x=0)-20eV
V(x=20) — V(x=20)+20eV

Wyznaczy¢ zmienione energie i funkcje falowe elektronu. W szczegolnosci zwrdci¢ uwage
na funkcje falowe elektronu odpowiadajace minimum i maksimum pasma energetycznego.
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