Projekt nr C.6.2

Znajdowanie czestosci drgan wlasnych kolowej membrany

Wprowadzenie

Poszukiwane jest rozwigzanie rownania falowego w(p,0,t) bedace fala stojaca na
membranie kotowej o promieniu p,. Brzegi membrany sa sztywno zamocowane, co okresla
warunek brzegowy dla tego rozwiazania:

Y(p = po,P,t) =0 Ve, dt (1)

Membrana ta charakteryzuje si¢ zmienng gestoscia, ktorej rozktad jest kotowo symetryczny,
wige gestos¢ zalezy wylacznie od p. Poniewaz ggsto$¢ membrany wchodzi do wyrazenia na
predkos¢ rozchodzenia si¢ fali sprezystej w membranie, w rezultacie otrzymujemy zalezno$¢
predkosci rozchodzenia sig fali od p.

Roéwnanie falowe na funkcjg W(p,o,t) zapisane we wsp. biegunowych ma postac:
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Rozwiazanie bedace fala stojaca ma postac:
(p,0.t) = A(p,9) exp(-iwt) 3)

Wstawienie tego rozwiazania do réwnania (2) daje nam roéwnanie na niewiadoma funkcje
A(p,p) opisujaca amplitude fali stojacej. Dalszym etapem jest zalozenie, ze funkcja A
separuje si¢ na czes¢ zalezna od p 1 czg$¢ zalezna od @:

A(p,9) =R(p) - D(9) 4)

Wykonanie wszystkich operacji zwiazanych 2z separacja zmiennych prowadzi do
nastgpujacego roéwnania:
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Rozwiazanie czg$ci katowej, zaleznej od @, jest ogdlnie znane jako:




() = C sin(me@) + D cos(me) (6)

gdzie m musi by¢ liczba catkowita, ze wzgledu na warunki periodyczno$ci. Dalsze
przeksztalcenia rownania na czg$¢ radialna prowadza do rdwnania:
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W réwnaniu tym Vz(p) jest zaleznoscia predkosci fali od p, m jest czgstoscia kolowa tej fali, a
m jest liczba catkowita. Zatozone uprzednio warunki brzegowe daja dla czgsci radialnej
R(p =p,) =0, za§ dodatkowe warunki brzegowe z symetrii funkcji dla p = 0 daja R(p) = 0 lub
JdR/dp = 0.

Roéwnanie (7) mozna sprowadzi¢ do postaci wygodniejszej do obliczen przez wprowadzenie
nowej funkcji S(p) = \/E R(p), dla ktorej rownanie rézniczkowe przyjmuje postac:
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co mozna zapisa¢ w postaci S"(p) + k(p,m) S(p) = 0, bardzo wygodnej do caltkowania metoda

Numerowa (patrz dodatek A). Dodatkowo, funkcja S(p) ma jeszcze prostsze warunki
brzegowe, gdyz przyjmuje warto$¢ zero na obu koncach rozpatrywanego przedziatu.

Zadania do wykonania

1) Napisa¢ procedurg catkujaca rownanie (8) metoda Numerowa w zakresie od p = p, w dot
do zera. Startujac od S(p =p,) =0 1 dowolnej pochodnej w tym punkcie tak dtugo
dobiera¢ warto$¢ czestosci fali @, az catkowanie rownania (8) doprowadzi do wartosci
zero dla p=0 (Uwaga: warto$¢ ta trzeba w ostatnim kroku catkowania ekstrapolowac
metoda inng niz Numerowa, gdyz wartos¢ k(p,m) — o dla p =0, a metoda Numerowa
wymaga wstawienia tej wartosci do wzoru). Przetestowac dla v(p) =const=1 oraz dla
v(p) =v(0) (1+0cp2) przypadek m = 0. Dla v =1 powinno si¢ otrzyma¢ o, =Vv;/ p ,, gdzie
V; jest i-tym miejscem zerowym zerowej f. Bessela J,.

2) Wyznaczy¢ najnizsze cztery czgstosci wiasne w dlam =01 m =1 (poréwnaj projekt 7.1)
1 dla czwartej warto$ci wyrysowac¢ mape znaku amplitudy fali stojacej tzn. funkcji A(p,)
przyjmujac we wzorze (6) D =0. Miejsca geometryczne znaku ujemnego zaznaczy¢
jednym kolorem, znaku dodatniego drugim kolorem (mozna uzy¢ odcieni szarosci lub
kolorow teczy do zaznaczenia wartosci amplitudy). Na tak narysowanej mapie otrzymuje
si¢ tzw. figur¢ Chladiniego odpowiedniego rz¢du.



Dodatek

Metody catkowania dedykowane dla rownan drugiego rzedu

Rozwazmy rownanie rdzniczkowe w postaci:
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Zastosowani rozwinigcia w szereg Taylora dla standardowego przyblizenia drugiej pochodnej,
tzn. trzypunktowej formuty réznicowej daje:
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Czwarta pochodna moze zosta¢ wyliczona z samego réwnania (A1):

y(IV) — %f(x,y)= f(xn-%—l’yn-%—l)_zf(;r;’ yn)+f(xn—17yn—1) (A3)

Wstawienie tego wzoru do (A2) i pomnozenie przez h”* daje:
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yn+1 :2yn_yn—l+f(‘xn’yn)h2+E[f(xn+1’yn+1)_2f(xn’yn)+f(xn—l’yn—l)] (A4)

Wzér ten moze by¢ wykorzystany na trzy sposoby:

1. Jako najprostsza metoda catkowania rdwnan zawierajacych tylko druga pochodna (np.
réwnan dynamiki) po pominigciu czgsci w nawiasie kwadratowym:

yn+1:2yn_yn—l+f(‘xn’yn)h2 (AS)
2. Jako korektor z predyktorem w postaci wzoru (AS)

3. W klasycznej metodzie Numerova, gdy funkcja f{x,) ma postac:
[, y)=K(x)y+S(x) (A6)
Wtedy funkcje f(x,+,Vn+1) mozna przedstawi¢ w postaci:

f(‘xn+l > Vst ) = K(xn+1 )yn+1 + S(xn+l ) (A7)



Pozwala to wyliczy¢ y,+; jako funkcje pozostatych wartosci ze wzoru (A4). Poniewaz
rozwinigcie (A2) zawiera tylko parzyste potegi /2, wige btad metody Numerova jest rzedu
szostego (!), czyli jest on o rzad mniejszy niz dla metody Runge-Kutty czwartego rzedu.
Podstawienie wzoru A7 oraz jego odpowiednikéw dla n i n-1 do wzoru A4 daje:
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Prowadzi to do nastgpujacego wzoruna y, ., :
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Dla S(x)=0 wzor ten przybiera szczegblnie uproszczona posta¢:
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Po wprowadzeniu zmiennej pomocniczej: u, =y, |:1 -K (xn )%] mamy:
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