Projekt nr C.6.1

Wyznaczanie czg¢stotliwosci drgan fononowych grupy atomow

polaczonych silami typu harmonicznego

Wprowadzenie

Rozwazany bedzie tancuch atomow potaczonych za soba oddziatywaniem, ktérego potencjat
zalezy tylko od wzajemnej odleglo$ci atomow oraz posiada wyrazne minimum dla odleglosci
rownej stalej sieci a. Potencjat taki mozna lokalnie przyblizy¢ parabola, poprzez zastosowanie
rozwinigcia Taylora wokot punktu réwnowagi. Przyblizenie to ma postac:

V(x)=V(a)+V"(a)(x—a) 21+ O((x —a)*)

Wynikajaca z tej postaci potencjatu sita oddziatywania to:
J ”
F(x)= —aV(x) =-V"(a)(x—a)=—K(x—a)

W powyzszych wzorach x jest odlegloscia atomow, K — stata sitowa.

W stanie podstawowym atomy beda spoczywaly w potozeniach rownowagi, odlegtych o a od
siebie. W stanie wzbudzonym obserwowane begda drgania atomow wokot tych potozen.
Wychylenie z potozenia rownowagi atomu nr p oznaczane bgdzie przez u,. Masa atomu p-
tego oznaczana jest przez M,. Ponizszy rysunek wyjasnia geometri¢ uktadu:

a | a

'|<
O O

M W‘ My W M+i W

Sita dziatajaca na p-ty atom ma postac:

F(u,)=K(u,,—u,)-K@u,-u,,)

p+l
Roéwnanie ruchu p-tego atomu ma postac:
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Mp?:K(u

vu, ~2u) (1)
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Od tego punktu mozliwe sa dwie wersje potraktowania problemu, oznaczone dalej jako czgs§¢
A 1czg$¢ B. W pierwszej wersji zaktada sig, ze drgania sa harmoniczne w czasie ale nic nie da
si¢ powiedzie¢ o rozkladzie amplitudy drgan wzdtuz tancucha. Takie potraktowanie problemu



pozwala na stosowanie go do uktadow nieperiodycznych jak np. tancuchow zawierajacych
dwa, przypadkowo roztozone rodzaje atoméw o roéznych masach czy tez tancuchéw
zawierajacych pojedyncze atomy domieszkowe. Drugie podej$cie zaktada, Zze rozpatrywany
tanicuch atomow jest periodyczny, co oznacza, ze zaburzenia zwigzane z drganiami podlegaja
twierdzeniu Blocha i maja posta¢ fal ptaskich o dobrze zdefiniowanym wektorze falowym £.
Rozpatrywany w takim przypadku tancuch moze zawiera¢ period réwny kilku odlegto$ciom
migdzyatomowym jak dla krysztaldéw z nadstruktura, w ktorych jednakowe atomy wystepuja
co m-ty wezet, czy krysztatbw modulowanych.

A.
Zaktadamy, ze zalezno$¢ wychylenia p-tego atomu od czasu ma postac:
u,(t)=4,exp(ior), gdzie: 4, — amplituda drgan p-tego atomu

Podstawienie tego rozwiazania do réwnania ruchu wypisanego powyzej daje po podzieleniu
przez exp(iwt):

2 —
—o’M A, =K(4,, +4,,-24,)
Roéwnaniu temu mozna nada¢ postac:
D-Ad=-o’T-A=A1- 4 @)

gdzie A4 jest wektorem amplitud 4, 1 jest macierza jednostkowa, za$ D jest macierza NXN
postaci:

~ _ K 3K . 73
D,=—-—6,. |p—q/<l, D,=-K/M,, D, =-KI/M,,
"M, M, "

3)

gdzie 8,4 jest tzw. delta Kroneckera réwna 1 dla p = g i zero poza tym.

Roéwnanie (2) ma posta¢ rownania wlasnego, gdzie A =-wm’ jest wartoécia wiasna.
Wystepujaca w nim macierz dynamiczna D jest jednak macierza niesymetryczna, co
powoduje znaczna komplikacje problemu witasnego. Dla uniknigcia tych komplikacji
dokonuje si¢ nastgpujacej zamiany zmiennych:

- M
B,=4,.M, D,=D,- Mp )
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Po tej zamianie otrzymujemy problem wiasny dla symetrycznej macierzy D :

D - K 3K P ‘ ‘ . )
pa - "Ypg p—q <
MM, M,
Dla otrzymania wartosci wiasnych ,, gdzie p =1, ..., N, konieczna jest diagonalizacja

symetrycznej macierzy D. W zalezno$ci od zatozonych warunkow brzegowych macierz ta
moze zawiera¢ tylko elementy rozne od zera dla | p — ¢ | < 1 (macierz trojdiagonalna), jak ma
to miejsce przy zatozeniu luznych koncéw tancucha, badz zawiera¢ dwa dodatkowe
niezerowe elementy macierzy dla p=1, ¢ =N oraz dla p=N, g =1, jak w przypadku tzw.
periodycznych warunkow brzegowych, tzn. potaczenia koncéw lancucha. W zaleznos$ci od
tego, z ktorym przypadkiem mamy do czynienia nalezy wyszukaé¢ odpowiednia procedurg
diagonalizujaca z wybranej biblioteki procedur lub napisa¢ wlasna, co jest sensowne w
przypadku macierzy trdjdiagonalnej [2].

Zadanie do wykonania

Napisanie programu realizujacego obliczenia dla sformutowanego powyzej modelu taficucha
atomOw, stosownie do nastepujacych ustalen:

Zatozenia programu: K=1.0, M= 1.0 jako startowe wartoS$ci.
Wejscie: procedura okreslajaca masy atomow, uwzgledniajaca trzy opcje:

1. pojedyncza domieszka o masie roznej od pozostatych atomow
2. modulacja przestrzenna masy atomow o danej dtugosci fali

3. tancuch z przypadkowym rozktadem dwu mas

Wyiscie: Diagram wartosci wlasnych ©, oraz wyrysowanie na zadanie wektora wlasnego
amplitud drgan atomow dla podanej wartosci whasne;.

B.

Geometria dla przypadku fancucha periodycznego pokazana jest na rysunku ponize;j:
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W tym przypadku atomy beda indeksowane dwoma liczbami: » — numer komorki
elementarnej (o dlugosci rownej L), w ktorej znajduje si¢ atom, oraz (U — numer atomu w
komorce elementarnej (u=0, ..., m—1), gdzie m jest iloScia atomow w komorce. Na
powyzszym rysunku uzyta zostata wartos¢ m = 3.

Wspbirzedna x, , atomu opisywanego liczbami n, i ma postag:

X, =nL+Uax,, L=ma



Zaktadamy, Ze rozwiagzanie na zalezno$¢ wychylenia p-tego atomu od czasu ma postac¢ fali o
danym wektorze falowym £, tzn.:

u, () = A, exp(iox) exp(-ikx, ,)

Podstawienie takiego rozwigzania do réwnania ruchu (2) prowadzi do nast¢pujacych rownan
(po podzieleniu przez exp(iat) ):

_ MH(DZAHe—ik(nL-%—pa KlA eflk p+l)a+nL] + A eﬂk[(p -1 a+nL] 2A —1k(pa+nL)J (6)

p+l
Po podzieleniu przez exp(—iknL) 1 exp(—ikila) otrzymujemy:

~M,0’A, =K[A ™ +A ™ -24A | (7)

p+l

gdzie A_; uznaje sig¢ za tozsame z 4,, |, za$ 4,, za tozsame z 4, .

Po podzieleniu przez M,, powyzsze rownanie mozna zapisa¢ w postaci:
D-A=-0’1-4

Po wykonaniu transformacji takiej jak w czgsci A we wzorze (4) otrzymamy:

K eika (¢-p) 3K

qu:W_Mp'Spq p—q|<1 (®)

W tym przypadku niezerowe elementy pojawiaja si¢ takze dlap=1,g=m orazp=m, g =1,
tzn. w narozach macierzy poza przekatna i nie jest mozliwe ich uniknigcie poprzez zatozenie
odpowiednich warunkow brzegowych jak w czesci A. Dla tancucha periodycznego konieczne
jest zatozenie jego nieskonczonej dtugosci, co eliminuje mozliwo§¢ manewru warunkami
brzegowymi.

Podobnie jak w czgéci A konieczne jest znalezienie wartosci 1 wektorow wiasnych macierzy
D, w tym przypadku jako funkcji ciaglego parametru k, czyli wektora falowego fononu.
Dokonuje si¢ tego za pomoca odpowiedniej procedury diagonalizacyjnej wybranej z dowolne;j
biblioteki procedur numerycznych.

Zadanie do wykonania

Napisanie programu realizujacego obliczenia dla sformutowanego powyzej modelu taficucha
periodycznego, stosownie do nastepujacych ustalen:

Zatozenia programu: K=1.0, M= 1.0 jako wartoS$ci startowe
Wejscie: Warto$ci mas atomoéw dla =0, m—1,

Zakres warto$ci wektora falowego £.



Wyjscie: Wykres zalezno$ci czgstotliwosci fononow jako funkcji jego wektora falowego
k (wykresy takie nazywane sa krzywymi dyspersji) dla dwoch przypadkow:
1) m = 2 dla kilku stosunkow mas M,/M,
2) m = 10 z sinusoidalna modulacja masy:

M, =M[1+AM -sin(2mu / m)) dla kilku wartosci AM.
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