Projekt nr C.3.2

Symulacja dwuwymiarowej cieczy metoda SPH

Wprowadzenie
Podstawy hydrodynamiczne

Metody stosowane do rozwigzywania probleméw hydrodynamiki oparte na opisie Eulera
operuja na stalej siatce przestrzennej, dla ktérej elementéw wyznaczane sa lokalnie takie
wielko$ci jak gesto$¢, predko$¢ czy ci$nienie (p,v,p). Réwnania przeptywu cieczy
nielepkiej, wynikajace z bilanséw masy i pedu, w tym ujeciu maja postac:

2—’0 +V.pv=0 (réwnanie ciagtosci — bilans masy) (1)

t

opv . . o

TS +V. [pvv]+ Vp=0 (bilans strumienia pgdu) 2)
t

Powyzsze zestawienie nie jest kompletne, gdyz brakuje w nim réwnania wynikajacego z
bilansu energii, a opisujacego zmiang¢ entropii lub energii wewngtrznej. Powdd, dla ktérego
zostato ono pominigte, zostanie wyjasniony w dalszej czgsci.

Podejscie alternatywne, polegajace na odniesieniu do elementu objgto$ci poruszajacego si¢
wraz z plynaca ciecza, nazywane jest opisem Lagrange’a. W tym wypadku réwnania
przeptywu maja nieco inng postac:

Z—p +pV.-v=0 (réwnanie ciagtosci — bilans masy) 3)
t

dv . .
pz +Vp=0 (bilans strumienia pgdu) (@)

Metody oparte na podejsciu Lagrange’a nazywane sa ogélnie metodami czastek, gdyz w
przeciwienstwie do metod Eulerowskich nie operuja na statej siatce przestrzennej, a opisuja
poruszajace si¢ czastki (a w zasadzie pseudoczastki) cieczy.

Metoda SPH

Metoda SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics), zaproponowana w 1977 roku przez
Gingolda i Monaghana do symulowania wielkoskalowych procesow z zakresu astrofizyki,
okazata si¢ niezwykle elastycznym narzedziem o zastosowaniu znacznie szerszym od
pierwotnie zakladanego. Polega ona w ogélnosci na zastapieniu ciagtych rozktadéw takich
parametréw elementéw ptynu, jak np. gegsto$¢ czy ci$nienie, odpowiednimi estymatorami,
wyznaczanymi przy zalozonym jadrze interpolacji:

(AF) = [w(F =7, n)AG)ar )
gdzie:
A(F) jest estymowana funkcja,
W jest jadrem interpolacji o wlasnosci: llin(1W =5 (azatem lim( A(F)> = A(F))
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h jest tzw. dtugo$cia wygtadzania (smoothing lenght) i okresla promien obcigcia.

Rozwazajac dyskretny zbior N czastek ptynu zlokalizowanych w punktach Fl(z =1...N)

catkowanie zastgpujemy sumowaniem, a wtedy estymata wielkosci A w pozycji i-tej czastki
okres$lona bedzie wzorem:

N A.

Ai = ij - Wl.j (6)
' j

gdzie m;, p; i A; to odpowiednio masa, gestos¢ i wielkoS¢ A j-tej czastki, natomiast
w, = w7 ~la)

Estymate gradientu wielkos$ci A wyznaczamy w analogiczny sposéb:

VA = Zm ’VW (7

it

Metoda numeryczna
Funkcja jadra interpolacji

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy funkcj¢ jadra W(r,h) w postaci zaproponowanej
przez Monaghana:

1-3/2u” +3/4u® 0<u<l

W(r,h):}% 1/42-u)  1<u<2 )
0 u>2
gdzie:
r=r,—r,

v - liczba wymiar6ow,

u= r/ h,

o - stala normalizacyjna wynoszaca odpowiednio 2/3, 10/7z, 1/z dla jednego, dwoéch i
trzech wymiaréw.

Gradient takiej funkcji jadra wyraza si¢ wobec tego wzorem:

—314+9/4u2 0<u<l
VW(r,h)= = —3/4(2-u)* 1<u<2 9)
0 u>?2

gdzie 7 r— /|r —r|

Ze wzglqdu na potrzebg zachowania rozsadnej relacji pomigdzy dokladno$cia symulacji a
czasem obliczen, w naszym projekcie ograniczamy si¢ do przypadkéw dwuwymiarowych.
Wobec tego uzywac bedziemy funkcji jadra oraz jej gradientu w postaci:



1-3/2u® +3/4u® 0<u<l

W(r,h):% 1/4(2-u)’ l<u<?2 (10)
d 0 u>?2
oraz
-3u+9/4u” 0<u<l
VW (r,h)= 1(;l4f—3/4(2—u)2 l<u<?2 )
d 0 u>?2

Bilans strumienia pedu w metodzie SPH

Rozszerzajac réwnanie (4) na ciecze lepkie oraz uwzgledniajac istnienie dodatkowego pola sit
potencjalnych (np. grawitacyjnych) mozemy zapisac, ze przyspieszenie dziatajace na czastke i
wyraza si¢ wzorem:

dv, Vp. ..
iz Py, (10)
i p,
gdzie:
Vp. jest gradientem ci$nienia hydrostatycznego w pozycji czastki i,
a’™ jest przyspieszeniem wynikajacym z istnienia sit lepkosci,
d; reprezentuje wptyw zewngtrznego pola (np. grawitacyjnego).
Aby postuzy¢ si¢ metoda SPH musimy skladniki prawej strony wzoru (10) wyrazi¢ poprzez
odpowiednie estymaty. Ponizej rozwazymy kolejno wyrazenia czlonu ci$nieniowego oraz
cztonu lepkosciowego.

Czlon cisnieniowy

Z réwnania (6) zauwazamy natychmiast, ze:
N
p=m W, (1
j=1

Estymate¢ gradientu ci$nienia mozna wyznacza¢ bezposrednio z réwnania (7) podstawiajac
A, = p,, jednak ze wzgledu na pojawiajace si¢ wowczas problemy z zachowaniem pegdu

korzystniejsze okazuje sig przyjecie A, = p,/p, i wykorzystanie zaleznosci:
V(ﬁJ - Lvp,-Livp, (12)
pi) P P

czyli

2 Vi (13)
p\p) P

Korzystajac teraz z réwnania (7) otrzymujemy estymat¢ czionu ci$nieniowego wyrazong
wzorem:

N _ N N _
E:ijp—éviwj(&J+%ijVm =>m &2+p_; VW, (14)
= Pi) Pi= = P P

Vp. . .
LZV[&}&V,}



Rownania stanu

Wykorzystanie odpowiedniego réwnania stanu pozwala na pozbycie si¢ ci$nien
wystepujacych po prawej stronie wzoru (14). Najczesciej stosuje si¢ tu réwnanie Newtona-
Lagrange’a na predko$¢ dzwigku:

7 (15)
Yol

gdzie c jest predkoscia dzwigku, a y=c, / c,

W przypadku cieczy, uzywa si¢ tez innej zaleznosci:

7
p=po[(ﬁJ —1} (16)
Po

gdzie py i py sa odpowiednio przyjetymi wartosciami maksymalnymi, natomiast y=7.

Jezeli zalozymy, ze w naszym problemie fizycznym predko$¢ dzwigku wyznaczy¢ mozna z
(15) 1 ze jest ona stata, podstawiajac (15) do (14) dostajemy czton ciSnieniowy w postaci:

Vp. Py
WSyl liLlvw (17
i j ,0 i ,0 j
Czlon lepkos$ciowy
Pomijajac chwilowo zewngtrzne pole i uwzgledniajac (17), réwnanie (10) zapisujemy jako:
—=——Z VIWU +a" (18)
j=1 p p

Zaproponowany przez Monaghana sposdb na uwzglednienie cztonu lepko$ciowego polega na
wprowadzeniu tzw. sztucznej lepkosci (artificial viscosity) I1; w formie:

c2 N
—=——Z —+—+H VW, (19)
V=] P P
przy czym
—acu. + Bu?
- cu/,; Bu; 20)
ij
gdzie:

&, f3 - state; zwykle przyjmuje si¢ @ = 0.5, £=1.0, p, = O.S(p,. +pj), natomiast

Vi Ty = =
7—) dla v, -r, <0
0 dla v, -7, >0
= |?U|, i zazwyczaj 7= 0.01.



Warunki brzegowe

Symulacja nieskonczonego uktadu prowadzona jest najczesciej przy zatozeniu periodycznych
warunkow brzegowych. Jezeli jednak nasz uktad posiada jakie$ powierzchnie ograniczajace
(na przyktad Sciany rury, wewnatrz ktérej ptynie ciecz), zazwyczaj modelowane sg one jako
regularnie rozlozone czastki innego rodzaju niz czastki cieczy. Zaklada si¢ wowczas, ze
czastki te nie poruszaja sig, natomiast oddziatuja z czastkami cieczy potencjalem
analogicznym do potencjatu Lennarda-Jonesa. Uwzgledniajac zatem wptyw obu rodzajow
czastek, mozemy zapisac:

o 2 N
D= m | Latam, o+ LS, 22)
dt y =\ e e m; 55

gdzie drugie sumowanie przebiega po czastkach Sciany, a IT“U. jest sila z jaka j-ta czastka

$ciany dziata na i-ta czastke cieczy.

Calkowanie w czasie
Najprostszy schemat catkowania oparty jest na metodzie Eulera:
Vit =V +al At (23a)
P =F VAt (23b)
Indeks gérny zwiazany jest w tym wypadku z krokiem czasowym.
Metoda ta jest szybka (nie ma tu wyznaczania predkosci czy tez przyspieszen w punktach

posrednich), jednak moze okazal si¢ niewystarczajaco doktadna. Jej wariant polega na
wyznaczaniu nowego potozenia w oparciu o pr¢dkos¢ srednia:

1 1

v = %(v;” +v7) (23¢)

]7.”+1 — ;;n + V;H—I/Z At (23d)

1

Lepsze wyniki (cho¢ okupione pewnym zwigkszeniem czasu obliczen) daje stosowanie metod
typu predyktor-korektor, np.:

Vit =V +al At (24a)
;_;n+l _ ’j:n + Vn Al’ (24b)
V;H—I/Z — %(\77“ + V:z ) (24C)
R %(w L) (24d)

n+1/2 n+1/2 an+l/2) (246)

—'n+1 \7 +ad n+1/2 At (24f)



Krok czasowy

Odpowiedni dobdr kroku czasowego jest kluczowy dla poprawnej symulacji ewoluujacego
ukladu. Podstawowe kryterium okresla warunek Couranta):

Ar<025” 25)

c
ustalajacy staty krok czasowy, nie zmieniajacy si¢ w trakcie symulacji.

Inna metoda, ktéra stosowa¢ mozna jako uzupetnienie poprzedniej, polega na dynamicznym
kontrolowaniu kroku czasowego:

Atso.zsmm,.[ ﬁj (25)

a.

W tym wypadku doboér skali czasowej zwiazany jest z maksymalng sila dziatajaca na ktéra$ z
czastek w ukladzie. Nalezy zauwazy¢, ze sporadyczne przekroczenie warunku (25) nie
dyskwalifikuje automatycznie prowadzonych symulacji. Jezeli jednak kryterium to nie jest
spetnione w wigkszosci krokéw czasowych i dla wigkszosci czastek, to krok czasowy
powinien by¢ zmieniony.

Zadania do wykonania

Za pomoca metody SPH proszg¢ przeprowadzi¢ symulacj¢ zachowania dwuwymiarowej cieczy
nielepkiej, na ktéra nie dziataja sity cigzkosci.

Warunki brzegowe — periodyczne.

Brzegu naczynia (tzn. czastek drugiego rodzaju) nie ma.

Réwnanie stanu przyja¢ w postaci (15) z predkoscia dzwigku dobrana w ten sposéb, by nasza
ciecz byta mozliwie mato §cisliwa. W takim wypadku nalezy zwréci¢ uwage na wlasciwy
dobdr wartosci poczatkowych, tak, aby nie doprowadzi¢ do zbyt duzych zmian ggstosci.

Badamy ewolucje¢ cieczy wychodzac od przyjetych warunkéw poczatkowych (potozenia i
predkosci czastek cieczy). W trakcie symulacji kontrolujemy zachowanie energii i pedu.

Literatura

1. Monaghan, J.J., Smoothed Particle Hydrodynamics, Annu. Rev. Astron. Astrophys.
1992, 30, 543-74

2. Brian Schlatter, http://www.physics.orst.edu/~rubin/CPUG/CPlab/Brian/thesis.ps

3. Marco Del Pra, http://dns4.pd.astro.it/~cosmo/Group/Dissertations/Delpra2003.pdf




