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Projekt nr C.3.2 
 

Symulacja dwuwymiarowej cieczy metod� SPH 
 

 
Wprowadzenie 
Podstawy hydrodynamiczne 

Metody stosowane do rozwi�zywania problemów hydrodynamiki oparte na opisie Eulera 
operuj� na stałej siatce przestrzennej, dla której elementów wyznaczane s� lokalnie takie 
wielko�ci jak g�sto��, pr�dko�� czy ci�nienie ( pv ,,

�ρ ). Równania przepływu cieczy 
nielepkiej, wynikaj�ce z bilansów masy i p�du, w tym uj�ciu maj� posta�: 
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Powy�sze zestawienie nie jest kompletne, gdy� brakuje w nim równania wynikaj�cego z 
bilansu energii, a opisuj�cego zmian� entropii lub energii wewn�trznej. Powód, dla którego 
zostało ono pomini�te, zostanie wyja�niony w dalszej cz��ci. 

 
Podej�cie alternatywne, polegaj�ce na odniesieniu do elementu obj�to�ci poruszaj�cego si� 
wraz z płyn�c� ciecz�, nazywane jest opisem Lagrange’a. W tym wypadku równania 
przepływu maj� nieco inn� posta�: 
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Metody oparte na podej�ciu Lagrange’a nazywane s� ogólnie metodami cz�stek, gdy� w 
przeciwie�stwie do metod Eulerowskich nie operuj� na stałej siatce przestrzennej, a opisuj� 
poruszaj�ce si� cz�stki (a w zasadzie pseudocz�stki) cieczy. 

 
Metoda SPH 

Metoda SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics), zaproponowana w 1977 roku przez 
Gingolda i Monaghana do symulowania wielkoskalowych procesów z zakresu astrofizyki, 
okazała si� niezwykle elastycznym narz�dziem o zastosowaniu znacznie szerszym od 
pierwotnie zakładanego. Polega ona w ogólno�ci na zast�pieniu ci�głych rozkładów takich 
parametrów elementów płynu, jak np. g�sto�� czy ci�nienie, odpowiednimi estymatorami, 
wyznaczanymi przy zało�onym j�drze interpolacji: 
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h jest tzw. długo�ci� wygładzania (smoothing lenght) i okre�la promie� obci�cia. 
 
Rozwa�aj�c dyskretny zbiór N cz�stek płynu zlokalizowanych w punktach ( )Niri �

�
1=  

całkowanie zast�pujemy sumowaniem, a wtedy estymata wielko�ci A w pozycji i-tej cz�stki 
okre�lona b�dzie wzorem: 
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gdzie mj, ρj i Aj to odpowiednio masa, g�sto�� i wielko�� A j-tej cz�stki, natomiast 
( ).,hrrWW ijij
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Estymat� gradientu wielko�ci A wyznaczamy w analogiczny sposób: 
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Metoda numeryczna 
Funkcja j�dra interpolacji 

W dalszych rozwa�aniach przyjmiemy funkcj� j�dra W(r,h) w postaci zaproponowanej 
przez Monaghana: 
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gdzie: 
ij rrr
�� −= , 

ν - liczba wymiarów, 
hru = , 

σ - stała normalizacyjna wynosz�ca odpowiednio ππ 1,710,32  dla jednego, dwóch i 
trzech wymiarów. 

Gradient takiej funkcji j�dra wyra�a si� wobec tego wzorem: 
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gdzie ( ) ijij rrrrr
���� −−=ˆ  

Ze wzgl�du na potrzeb� zachowania rozs�dnej relacji pomi�dzy dokładno�ci� symulacji a 
czasem oblicze�, w naszym projekcie ograniczamy si� do przypadków dwuwymiarowych. 
Wobec tego u�ywa� b�dziemy funkcji j�dra oraz jej gradientu w postaci: 
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oraz 
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Bilans strumienia p�du w metodzie SPH 

Rozszerzaj�c równanie (4) na ciecze lepkie oraz uwzgl�dniaj�c istnienie dodatkowego pola sił 
potencjalnych (np. grawitacyjnych) mo�emy zapisa�, �e przyspieszenie działaj�ce na cz�stk� i 
wyra�a si� wzorem: 
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gdzie: 
ip∇  jest gradientem ci�nienia hydrostatycznego w pozycji cz�stki i, 

visc
ia
�

 jest przyspieszeniem wynikaj�cym z istnienia sił lepko�ci, 

Φi reprezentuje wpływ zewn�trznego pola (np. grawitacyjnego). 

Aby posłu�y� si� metod� SPH musimy składniki prawej strony wzoru (10) wyrazi� poprzez 
odpowiednie estymaty. Poni�ej rozwa�ymy kolejno wyra�enia członu ci�nieniowego oraz 
członu lepko�ciowego. 

Człon ci�nieniowy 

Z równania (6) zauwa�amy natychmiast, �e: 
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Estymat� gradientu ci�nienia mo�na wyznacza� bezpo�rednio z równania (7) podstawiaj�c 
ii pA = , jednak ze wzgl�du na pojawiaj�ce si� wówczas problemy z zachowaniem p�du 

korzystniejsze okazuje si� przyj�cie iii pA ρ=  i wykorzystanie zale�no�ci: 
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Korzystaj�c teraz z równania (7) otrzymujemy estymat� członu ci�nieniowego wyra�on� 
wzorem: 

���
===

∇
�
�

�

	






�

�
+=∇+��

�

	



�

�
∇=∇ N

j
iji

j

j

i

i
jiji

N

j
j

i

i

i

i
iji

j

j
N

j
j

i

i W
pp

mWm
pp

W
p

m
p

1
22

1
22

1 ρρρρρρ
 (14) 



4 

Równania stanu 

Wykorzystanie odpowiedniego równania stanu pozwala na pozbycie si� ci�nie� 
wyst�puj�cych po prawej stronie wzoru (14). Najcz��ciej stosuje si� tu równanie Newtona-
Lagrange’a na pr�dko�� d�wi�ku: 

ρ
γ p

c =  (15) 

gdzie c jest pr�dko�ci� d�wi�ku, a vp cc=γ . 

W przypadku cieczy, u�ywa si� te� innej zale�no�ci: 
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gdzie p0 i ρ0 s� odpowiednio przyj�tymi warto�ciami maksymalnymi, natomiast γ≈7. 
 
Je�eli zało�ymy, �e w naszym problemie fizycznym pr�dko�� d�wi�ku wyznaczy� mo�na z 
(15) i �e jest ona stała, podstawiaj�c (15) do (14) dostajemy człon ci�nieniowy w postaci: 
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Człon lepko�ciowy 

Pomijaj�c chwilowo zewn�trzne pole i uwzgl�dniaj�c (17), równanie (10) zapisujemy jako: 
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Zaproponowany przez Monaghana sposób na uwzgl�dnienie członu lepko�ciowego polega na 
wprowadzeniu tzw. sztucznej lepko�ci (artificial viscosity) Πij w formie: 
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przy czym 
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gdzie: 
α, β - stałe; zwykle przyjmuje si� 0.1,5.0 ≈≈ βα , ( )jiij ρρρ += 5.0 , natomiast 
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Warunki brzegowe 

Symulacja niesko�czonego układu prowadzona jest najcz��ciej przy zało�eniu periodycznych 
warunków brzegowych. Je�eli jednak nasz układ posiada jakie� powierzchnie ograniczaj�ce 
(na przykład �ciany rury, wewn�trz której płynie ciecz), zazwyczaj modelowane s� one jako 
regularnie rozło�one cz�stki innego rodzaju ni� cz�stki cieczy. Zakłada si� wówczas, �e 
cz�stki te nie poruszaj� si�, natomiast oddziałuj� z cz�stkami cieczy potencjałem 
analogicznym do potencjału Lennarda-Jonesa. Uwzgl�dniaj�c zatem wpływ obu rodzajów 
cz�stek, mo�emy zapisa�: 
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gdzie drugie sumowanie przebiega po cz�stkach �ciany, a ijF
�

 jest sił� z jak� j-ta cz�stka 

�ciany działa na i-t� cz�stk� cieczy. 

Całkowanie w czasie 

Najprostszy schemat całkowania oparty jest na metodzie Eulera: 
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Indeks górny zwi�zany jest w tym wypadku z krokiem czasowym. 
Metoda ta jest szybka (nie ma tu wyznaczania pr�dko�ci czy te� przyspiesze� w punktach 
po�rednich), jednak mo�e okaza� si� niewystarczaj�co dokładna. Jej wariant polega na 
wyznaczaniu nowego poło�enia w oparciu o pr�dko�� �redni�: 
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Lepsze wyniki (cho� okupione pewnym zwi�kszeniem czasu oblicze�) daje stosowanie metod 
typu predyktor-korektor, np.: 
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Krok czasowy 

Odpowiedni dobór kroku czasowego jest kluczowy dla poprawnej symulacji ewoluuj�cego 
układu. Podstawowe kryterium okre�la warunek Couranta): 

c
h
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ustalaj�cy stały krok czasowy, nie zmieniaj�cy si� w trakcie symulacji. 

Inna metoda, któr� stosowa� mo�na jako uzupełnienie poprzedniej, polega na dynamicznym 
kontrolowaniu kroku czasowego: 
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W tym wypadku dobór skali czasowej zwi�zany jest z maksymaln� sił� działaj�c� na któr�� z 
cz�stek w układzie. Nale�y zauwa�y�, �e sporadyczne przekroczenie warunku (25) nie 
dyskwalifikuje automatycznie prowadzonych symulacji. Je�eli jednak kryterium to nie jest 
spełnione w wi�kszo�ci kroków czasowych i dla wi�kszo�ci cz�stek, to krok czasowy 
powinien by� zmieniony. 
 
Zadania do wykonania 

Za pomoc� metody SPH prosz� przeprowadzi� symulacj� zachowania dwuwymiarowej cieczy 
nielepkiej, na któr� nie działaj� siły ci��ko�ci. 

Warunki brzegowe – periodyczne. 

Brzegu naczynia (tzn. cz�stek drugiego rodzaju) nie ma. 

Równanie stanu przyj�� w postaci (15) z pr�dko�ci� d�wi�ku dobran� w ten sposób, by nasza 
ciecz była mo�liwie mało �ci�liwa. W takim wypadku nale�y zwróci� uwag� na wła�ciwy 
dobór warto�ci pocz�tkowych, tak, aby nie doprowadzi� do zbyt du�ych zmian g�sto�ci. 

Badamy ewolucj� cieczy wychodz�c od przyj�tych warunków pocz�tkowych (poło�enia i 
pr�dko�ci cz�stek cieczy). W trakcie symulacji kontrolujemy zachowanie energii i p�du. 
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