Projekt nr C.3.1
Dwuwymiarowy przeplyw cieczy niescisliwej

Rownania ruchu

Przeptyw cieczy niescisliwe] opisuje rownanie Navier-Stokesa, ktore w postaci wektorowe;j
ma postac:
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gdzie vstanowi lokalna wartos¢ predkosci cieczy, P jej cisnienie, a p i n odpowiednio
gestos¢ 1 wspotezynnik lepkosci cieczy. ROwnanie Navier-Stokesa tacznie z roOwnaniem
ciagtosci:

V.-v=0 (2)
opisuje rozw0j w czasie rozkladu pola predkosci cieczy. Zadajac warunki poczatkowe i
brzegowe i1 rozwiazujac oba roOwnania mozna teoretycznie zasymulowaé dowolny przeptyw
niestacjonarny. Jednakze problem jest numerycznie bardzo trudny ze wzgledu na
niestabilno$¢i rozwiazan (majace zreszta interpretacjg fizyczna).

Ograniczymy si¢ do probleméw stacjonarnych zaktadajac a—\t] = 0. Problemy te sa tatwiejsze

do rozwiazania. Przy zalozeniu przeplywu stacjonarnego 1 rozpisaniu obu réwnan
wektorowych na skladowe uzyskujemy uktad trzech rownan rézniczkowych
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ktére musza by¢ rozwiazane jednoczes$nie. W przypadku przeplywu dwuwymiarowego mozna
uzyska¢ bardzo tadne rozwiazanie tego problemu wprowadzajac dwie nowe funkcje. Pierwsza
z nich nazywamy funkcja pradu y(x,y)1 definiujemy poprzez jej pochodne:

vV, = 8_\p , V., = _8_\41 ) (6)
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Zauwazmy, ze przy tym zatozeniu po wstawieniu (6) do rownania (5) otrzymujemy réznicg

pochodnych mieszanych 1 réwnanie ciaglosci (5) jest spelnione automatycznie.

Druga funkcjg, ktdra nazywamy wirowoscia definiujemy nastgpujaco:
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Bezposrednio z (6) 1 (7) wynika réwnanie Poissona na funkcje pradu:
Viy=C(. (8)

W celu znalezienia rownania na funkcje wirowosci roézniczkujemy rownanie (3) po X,
rownanie (4) po y i odejmujemy je stronami. Otrzymujemy:
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Rozwiazanie rownan (8) i (9) wystarczy do wyznaczenia rozkladow predkosci cieczy.
Zauwazmy, ze z rdwnan ruch wyeliminowane zostalo ci$nienie P. Jezeli chcemy wyznaczy¢
wyrazenie na P rozniczkujemy réwnanie (3) po y, rOwnanie (4) po x i dodajemy je. W wyniku
otrzymujemy:
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Po zadaniu warunkoéw brzegowych rozwiazujemy rownania (8) 1 (9) numerycznie korzystajac
z metody roznic skonczonych. Startujemy z zaproponowanych warunkéw poczatkowych i
stosujemy procedurg iteracyjna na przemian do obu réwnan. Dla zapewnienia zbieznoS$ci
procedury iteracyjnej moze by¢ konieczne wprowadzenie wagi rzedu 0.1 dla wyniku
rownania (8). Przy dobrze odgadnigtych warunkach poczatkowych zbieznos$¢ powinnismy
uzyskac po kilkudziesigciu iteracjach.

Warunki brzegowe

Warunki brzegowe zaleza od rozwiazywanego uktadu. Przedyskutujmy dwa nieco rézne
przyktady.

A. Przeplyw cieczy lepkiej przez rur¢ z umieszczong w niej przeszkoda

Warunek brzegowy musi by¢ zadany na calym obwodzie otaczajacym obszar, w ktérym
rozwiazujemy rownania. Dla znalezienia warunku przy wlocie i wylocie rury, zatozymy, ze
rura jest na tyle dluga, ze obecno$¢ zastawki nie ma wptywu na predkosci przy wlocie i
wylocie z rury. Ten rachunek wykonamy analitycznie.

Dla przeptywu stacjonarnego (bez zastawki) w rurze zaktadamy w calej objgtosci:
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Dzigki temu z rownania (3) wynika, ze

2
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Zaktadamy staly gradient ci$nienia wzdhuz rury
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1 znikanie predkosci na jej brzegach, czyli dla y=y; 1 y=y,. W rezultacie dostajemy
rozwiazanie:
Q

vx(x,y>=%ﬁ<y—y1xy—yz)

Vy (X7 Y) = 0
Znajac predkosci mozemy wyliczy¢ funkcje pradu
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Rozwiazanie to przyjmiemy jako warunek brzegowy dla punktow przy wlocie 1 wylocie z
rury (linie przerywane na rysunku 1). Mozemy je rdwniez przyja¢ jako warunek poczatkowy
w calej objetosci cieczy.



Na brzegu dolnym i géornym prosty warunek brzegowy uzyskujemy dla funkcji pradu, ktora
jest stata wzdtuz linii pradu. Dla brzegu dolnego dostajemy:

Y=Y, (Oa Y1 )

a dla brzegu gornego:

V=Y, (0, Y2 )

Dla wirowosci warunki brzegowe sa bardziej skomplikowane.

brzeg gorny

wlot wyptyw

brzeg dolny

Rys.1.

Dzigki lepkosci cieczy na brzegu gérnym znikaja obie sktadowe predkosci, znika rowniez
A% 2
~ . Pozostaje{ = BVX :%\u. Korzystajac z rozwinigcia funkcji pradu w szereg Tyrola
X y y

wzgledem szeroko$ci oczka siatki h, otrzymujemy:

d 1 9°

W(xa}lz _h):w(X’Y2)__W(X9YZ)h+_ ) w(X’Y2)h2
dy 2 dy

Poniewaz
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2
C(X’ Y2 ) = h_z(\v(x’ Y, — h)_ W(X’ Y, ))
Na dolnym brzegu i $ciankach przeszkody dostajemy:



T 2
Nalinii A iB: {(x,y,)= 5 (wly, +h)-w(x.y,))
Na linii C: C(xl,y)=hi2
. 2
Na linii D: C(Xz,y)=h—2(\v(X2 +h,Y)—W(XzaY))

(wix, —h,y)-wl(x,,y))

. 2
Na linii E: C(x,y3)= h—z(III(X,y3 +h)—‘lf(X,Y3))

B. Ciecz lepka oplywajaca cialo

Zakladamy symetryczny uklad odniesienia i rozwiazujemy problem w goérnej potowce.
Warunki brzegowe narzucamy zgodnie z rysunkiem 2.
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