Projekt nr C.1.1

Wyznaczanie orbit czastek w polu potencjalu centralnego
metoda calek ruchu

Wprowadzenie

Problem czastki klasycznej poruszajacej si¢ w polu centralnego potencjatu jest typowym
zadaniem rozwiazywanym podczas kursu mechaniki teoretycznej. Ze wzgledu na skompliko-
wane wyniki koncowe, analitycznie udaje si¢ przedyskutowa¢ do konca tylko niektore
postacie mozliwych potencjatdéw. W tym ¢Ewiczeniu przedyskutujemy ruch czastki w polu
potencjatu typu V(r) = - a/t", gdzie T (0,2). Analitycznie mozna rozwiaza¢ problem tylko
dla T = 1. Stanowi¢ begdzie on dla nas sprawdzian wybranej procedury numeryczne;j.

Postawmy najpierw pytania, na ktore bgdziemy szuka¢ odpowiedzi.

1. Dla jakich warto$ci parametréw wejsciowych (T, o, masa, energia i moment pedu) czastka
w polu stanowi¢ bedzie stabilny uktad zwiazany, tzn. poruszaé si¢ bedzie po ograniczo-
nym torze nie spadajac na centrum (orbicie).

Dla jakich wartosci parametrow, tory czastki beda krzywymi zamknigtymi.

3. Jak wyglada¢ bedzie graficzne przedstawienie toréw, szczegélnie w przypadku
niespetnienia warunku 2.

Uwaga: Poniewaz koncentrujemy si¢ na ukladach zwiazanych, zaktadamy E <0 i dla tego

przypadku przeprowadzimy rozwazanie teoretyczne.

Teoria
Problem jest zwykle przeliczany na ¢wiczeniach z mechaniki teoretycznej, dlatego tutaj
przypomng jedynie ciag rozumowania prowadzacy do wzordéw koncowych, ktorych bedziemy

uzywaé przy programowaniu.
Tor czastki jest plaski, jej polozenie zapiszemy we wspdtrzednych biegunowych r 1 ¢. ¢ jest
zmienng cykliczna, zachowany bedzie wigc moment pedu L i energia catkowita E.

Z zasady zachowania kretu dostajemy warunek:
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Z prawa zachowania energii:
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Potaczmy wyrazenia (2) 1 (4) eliminujac z nich dt. Otrzymujemy:
2 2
dr=\/2—E+ 20 L omr g \/2szr + 200 g (%)
m mr' mr L L Lr"

Jezeli za jednostke dtugosci przyjmiemy:
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wowczas przechodzimy do jednostek bezwymiarowych, w ktorych rownanie (5) przyjmuje

(6)

postac:

dr =+ Brz'T - - Irdd (7)

gdzie:
2m(x L 2t
ot ®

Przyjmujac dodatkowo za jednostkg czasu :
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uzyskujemy réwnania (2) i (4) w postaci bezwymiarowe;j:
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W ten sposob otrzymalis$my uklad réwnan zawierajacy jedynie dwa parametry zewngtrzne:
wyktadnik w potencjale T i 3 - zawierajacy informacje o o, m, E i L.

Szukajac orbit czastek, musimy zatozy¢ istnienie dwoch odlegtosci 1, 1 e W ktérych
pochodna dr/dt zmienia znak. Z rdwnania (11) widzimy, ze moze mie¢ to miejsce jedynie gdy

wyrazenie pod pierwiastkiem sig zeruje.

Brrt-r*-1=0 (12)
Dla T=1 maksymalna i minimalna odlegto$¢ od centrum mozemy wyznaczy¢ rozwiazujac

réwnanie kwadratowe. Otrzymujemy:
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Naturalnie wyrazenie pod pierwiastkiem musi by¢ dodatnie (warunek istnienia dwoéch
rzeczywistych rozwiazan). Dostajemy wigc ograniczenie na B, B > 2. Jezeli B =2, ryin = Iimax 1
otrzymujemy orbit¢ kotowa. Wraz ze wzrostem b wydtuza¢ si¢ bedzie elipsa toru. Dla T # 1
rownanie (12) musimy rozwigza¢ numerycznie. Majac 1y, 1 Imax mozemy rozstrzygnac czy tor
jest krzywa zamknigta. W tym celu skorzystamy z wyrazenia (7) wykonujac catke po dr w
granicach od 1, do T,y -

dr= Brz'r-rz-lldt (14)
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Jezeli Ad stanowi wymierny utamek 1, wowczas tor jest zamknigty.
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Liczba M okres$la liczbg¢ ramion "gwiazdy" utworzonej przez tor. Dla 1= 1, A jest rowne
doktadnie it. (Sprawdzi¢ analitycznie).



Zadania do wykonania
Zadanie |

Przygotowa¢ programy na rozwiazywanie rownania (12) i liczenie catki (14). Programy
przetestowac¢ dla t= 1.

Znalez¢ uktad parametrow 1€(0,2) i B dla ktorych tor czastki bedzie krzywa zamknigta.
Najciekawszy bylby przypadek dla ktorego, Adp = /2. Czy uda si¢ wam go znalez¢?

Zadanie II

Przygotowac¢ program graficzny rysujacy tor czastki na ekranie monitora dla zadanych t i b.
Przy konstrukeji tego programu mozna postuzy¢ si¢ rownaniem (7), lub uktadem rownan (10)
1 (11). W ostatnim przypadku predkos$¢ przesuwania si¢ punktu po ekranie symuluje predkos¢
ciala w przestrzeni.

Zastosowac procedur¢ numeryczna mozliwie szybka, zeby §ledzenie toru czastki na ekranie
bylo zabawa, lecz doktadna. Dlat =1, tory musza si¢ pokrywa¢ dla kilkukrotnego obiegu
czastki wokot centrum.
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