Projekt nr B.2.1

Rozwigzywanie rownania Laplace'a w dwoch wymiarach metoda
relaksacji na siatce ze zmienng gestoscia punktow

Wprowadzenie

Rownanie Laplace'a opisuje rozktad przestrzenny potencjatu elektrycznego w obszarze, w
ktérym nie ma tadunkow elektrycznych. Niezerowe wartosci potencjatu w tym obszarze spo-
wodowane sa istnieniem tadunkow poza tym obszarem lub na jego brzegach. Samo réwnanie
dla rozwazanego tu przypadku dwuwymiarowego ma postac:
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gdzie CI)(x, y) oznacza potencjat szukany. Aby rozwiazanie rownania (1) bylo jednoznaczne,

konieczne jest zadanie warunkéw brzegowych dla tego rozwiazania. Dla rownania Laplace'a
mozliwe jest podanie warunkoOw brzegowych na trzy sposoby:

1. Warunki brzegowe typu Dirichleta: zadane sa stale wartosci potencjatu na brzegach
rozpatrywanego obszaru oraz na dowolnych krzywych zamknigtych wewnatrz tego
obszaru. Warunki takie odpowiadaja obecnosci powierzchni przewodzacych w zadanych
miejscach.

2. Warunki brzegowe typu Neumana: zadana jest warto$§¢ pochodnej normalnej potencjatu na
brzegach i ewentualnie na zamknigtych krzywych wewnatrz rozpatrywanego obszaru.
Odpowiada to zadaniu ggstosci tadunku na odpowiednich powierzchniach (krzywych),
czyli obecnosci cial nie przewodzacych pradu elektrycznego.

3. Warunki mieszane, nie majace tak czystego znaczenia fizycznego.

Rozwiazanie réwnania Laplace'a na dwuwymiarowe] siatce punktow numerowanych
liczbami naturalnymi 7, j sprowadza si¢ do znalezienia wartosci potencjatu @, na wszystkich

weztach siatki, takich, aby spetniaty one réznicowe przyblizenie rownania Laplace'a:
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gdzie h jest bokiem kazdego z oczek siatki. Jak z tego wynika, potencjaly @, na siatce

kwadratowej spetniaja bardzo prosta relacjg, stanowiaca, ze warto$¢ potencjatu w kazdym z
weztow siatki jest Srednia arytmetyczna warto$ci w czterech sasiadujacych weztach siatki:

O = cI)(i—l)j + q)(i+1)j + cI)i(j—l) + q)i(j+1) (3)
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Warunek ten pozwala w zasadzie zbudowa¢ uktad réwnan liniowych na warto$ci
potencjatow, ktory daje si¢ jednoznacznie rozwigza¢. Trudno$¢ tego podejscia polega na tym,
ze przy siatkach rozmiaru (100x100) wezléw, macierz uktadu réwnan ma rozmiary
(10000x10000) i rozwiazanie takiego uktadu z odpowiednia doktadnoscia nie jest tatwe.

Alternatywne podejécie stanowi tzw. metoda relaksacji, czyli metoda rekurencyjnego
znajdywania rozwiazania, startujaca od w miar¢ sensownego przyblizenia poczatkowego.
Okazuje sig, ze znajdywanie rozwiazania rownania Laplace’a rownowazne jest znajdywaniu
minimum pewnej wielko$ci odpowiadajacej fizycznie energii pola elektrycznego. Wielkos¢ ta
ma postac:
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Metoda relaksacji polega na generowaniu nastgpnego rozwiazania przyblizonego w taki
sposob, aby jego energia byla mniejsza niz przyblizenia poprzedniego. Stan koncowy, czyli
stan o minimalnej energii powinien spetnia¢ réwnanie roéznicowe (3). Prowadzi do tego
transformacja postaci:
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gdzie ® jest nazywana tzw. parametrem relaksacji. Przypadek <l nazywany jest
niedorelaksacja (under-relaxation) za$ przypadek >1 nadrelaksacja (over-relaxation).
Okazuje sig, ze istnieje pewien zakres parametrow , dla ktérego transformacja rozwiazania
n-tego w ntl-sze daje w rezultacie obnizenie energii (4), czyli prowadzi do doktadnego
rozwigzania. Istnieje na dodatek pewna warto$¢ ®, ktora jest optymalna z punktu widzenia
szybkos$ci dochodzenia do rozwiazania doktadnego.

Istnieje dodatkowa modyfikacja metody relaksacji, ktéra eliminuje koniecznos$¢ trzymania
dwu kopii rozwiazania (n-tego i ntl-szego) jednocze$nie. Wykorzystuje si¢ fakt, ze
,przemiatanie” siatki odbywa si¢ w okreslonej kolejnosci. Okazuje sig, ze wystarczy trzymac
jedna kopig @, jezeli transformacja ma postac:
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Na dodatek, taka posta¢ transformacji przyspiesza ,,propagacj¢” poprawnego rozwiazania.
Jeszcze jeden sposob optymalizacji algorytmu polega na wykorzystaniu faktu, ze czas
wykonania jednej transformacji zalezy liniowo od ilo$ci wegztow i korzystniej jest najpierw
wykonaé relaksacje¢ na rzadszej siatce (np. o dwa razy wigkszym boku czyli cztery razy
krotsza), wypetni¢ wezty nie uzywane w pierwszej relaksacji i dopiero potem przystapi¢ do
relaksacji na mniejszym rozmiarze oczek siatki.



Zadania do wykonania

Napisa¢ procedurg relaksacji rozwigzania na siatce 161x161 punktow, zaczynajac od oczka
siatki rownego np. 8 1 schodzac kolejnymi etapami do oczka siatki réwnego 1 doprowadzi¢ do
ostatecznej relaksacji rozwigzania. Warunki brzegowe zadawane sa jako potencjat réwny zero
dla [i=1, j=1...161], [i=161, j=1...161], [i=1...161, j=1], [i=1...161, j=161]. Dodatkowo nalezy
skonstruowa¢ funkcj¢ (z argumentami i, j), ktora zadawac begdzie warunki statosci potencjatu
wewnatrz dwoch obszardéw (elektrod) na obszarze siatki. Funkcja ta powinna zwraca¢ warto$¢
1 dla jednej elektrody, -1 dla drugiej elektrody i zero poza obszarem elektrod. Wywolywanie
tej funkcji w programie stuzy do ustalenia, czy warto$¢ potencjalu ma by¢ uaktualniana, czy
pozostawiona stala.

W trakcie wykonywania kolejnych transformacji powinna by¢ na biezaco obstugiwana
grafika (mapa potencjatu z zaznaczeniem odpowiednich wartosci w przyjetej skali kolorow)
dla aktualnego rozmiaru oczek siatki. Przy takim rozmiarze macierzy kazdy jej element moze
na przyktad odpowiada¢ polu o wymiarach 3x3 piksele na karcie VGA.

Obliczenia nalezy wykona¢ dla przypadku dwoch koét o $rednicy rzedu 20 oczek siatki oraz
dla dwu ptaskich elektrod, symulujacych kondensator ptaski z efektami brzegowymi.

Wejscie

Program wczytuje wartosci potencjaléw na dwoch elektrodach w obszarze siatki, zadanych
przez wspomniang wyzej funkcje ,,geometryczna”. Wcezytywane sa tez poziomice mapy
potencjatu oraz doktadno$¢ procentowa (maksymalna wzgledna zmiana potencjatu w wezle)
przy ktorej nalezy zakonczy¢ relaksacj¢ z danym rozmiarem oczek.

Wyjscie
Mapa potencjalu z odpowiednio zaznaczonymi obszarami pomigdzy warto$ciami

,»poziomic”. Dodatkowo mozna wyprowadzi¢ graficzne przekroje potencjatu wzdluz prostych
dzielacych symetrycznie rozpatrywany kwadrat.

Literatura

1. Koonin, Computational Physics

2. Press i in., Numerical Recipes



