Projekt nr B.1.4

Wyliczanie krzywej lancuchowej dla ukladu mas punktowych
polaczonych spre¢zynami lub sztywnymi drazkami

Wprowadzenie

Problem ,,krzywej tancuchowej” sprowadza si¢ do wyliczenia ksztattu krzywej, ktora
minimalizuje warto$¢ energii potencjalnej w polu grawitacyjnym przy zadanej dlugosci
krzywej oraz punktach zaczepienia jej koncow. Normalnie, w wersji ciaglej, zadanie to
rozwiazuje si¢ dla przypadku jednorodnej ggstosci masy metodami rachunku wariacyjnego. W
rozpatrywanym tutaj problemie wystepuje pewna ,namiastka” problemu krzywej
taficuchowej. Badany jest przypadek dyskretnego rozktadu mas, tzn. N mas M; potaczonych
miedzy soba niewazkimi potaczeniami. Potaczenia te w jednym przypadku sa doskonale
sztywne 1 nie gromadza energii, za§ w drugim przypadku energia potaczenia zalezy od
kwadratu jego dtugosci (przypadek doskonatej, niewazkiej sprezyny).

A - przypadek polaczen doskonale sztywnych

(Xk,YK)

Jako zmienne mozna wybra¢ wtedy sinusy katow nachylenia poszczegolnych potaczen do
poziomu. Energia grawitacyjna i-tej masy w jednorodnym polu grawitacyjnym o nat¢zeniu g
ma wtedy postac:

E;=aM;g ZYk:aMig ZSin(q)k) (1)

k=L1,i-1 k=L1,i-1

Catkowita energia ma wtedy posta¢ E = X E; (i=1,N). Zagadnienie sprowadza si¢ do
znalezienia minimum tej funkcji wzglgdem zmiennych y;. Sprawg komplikuje fakt, ze
warto$ci y; moga zawiera¢ si¢ tylko w granicach —1<y;<I oraz Ze na y; nalozone sa dwa



dodatkowe rownania wigzé6w zwiazane z ustalonymi punktami zaczepienia koncow. Warunek
pierwszy zwiazany jest z réznicq wysokosci poczatku i konca:

W, =a ZYi:(YK_YP) ()

i=1,N+1

Warunek drugi zwiazany jest z r6znica potozen w poziomie:

W,=a ZCOS((l)i):a 2\/1_}’12 :(XK_XP) (3)

=1, N+l i=1,N+1

Do wyznaczania minimum przy zadanych dodatkowych warunkach (wigzach) uzywa sig tzw.
metody mnoznikdw Lagrange'a. Minimalizuje si¢ wtedy wielko$¢ ‘V:

Tzin'f'}\,lWl'f'?\,sz (4)

Zmienne A i A,, czyli tzw. mnozniki Lagrange'a dochodza jako dwie dodatkowe niewiadome.
Istota sprawy polega na tym, ze do (N+1) rownan wynikajacych z zerowania si¢ pochodnych
czastkowych ¥ po y; (i=1,N+1) dochodza dwa réwnania wynikajace z zerowania pochodnych
czastkowych po zmiennych A, i A,. Z tego wszystkiego otrzymuje si¢ uktad rownan na N+3
niewiadomych (liniowy badz nieliniowy), ktory nalezy rozwiaza¢ numerycznie, sprawdzajac
czy rozwiazania na y; mieszcza si¢ W dopuszczalnych granicach. Mozna réwniez uzy¢
ktéregokolwiek z  bibliotecznych programoéw minimalizujacych do bezposredniej
minimalizacji funkcji W, ale ze wzgledu na to, ze procedury minimalizujace sa dos¢ kaprysne,
rozwiazanie to nie jest polecane.

Zadanie do wykonania

Napisa¢ program generujacy macierz powstalego uktadu rownan liniowych przy zadanych
masach oraz wspolrzednych poczatku i konca taficucha. Rozwiaza¢ ten uklad rownan stosujac
samodzielnie wybrana metod¢ numeryczna.

Wejscie

Program wcezytuje Xp, Xg, Yp, Yy, 110$¢ segmentow 1 dlugo$¢ segmentu, sprawdza czy tak
zdefiniowane dane nie sa sprzeczne, a nast¢pnie prosi o podanie warto$ci mas pomigdzy
poszczegblnymi segmentami.

Wyjscie
Program wypisuje rozwiazanie w postaci wektora y; oraz wykonuje wykres przebiegu catego
uktadu samodzielnie wybierajac skale.



B - przypadek doskonale sprezystych polaczen mi¢gdzy masami

(Xk,Yk)
(Xp,Yp)

M2 M3

W tym przypadku energi¢ calkowita (grawitacyjna i1 sprgzysta) tatwo wyrazi¢ przez
wspotrzedne poziome poszczegdlnych mas X; oraz ich wspotrzedne pionowe Y;. Energia
grawitacyjna ma postac:

Eg =X Mi g Yi (lzl,N) (5)

Energia sprgzysta przybiera postac:

Eo= Y K(X-X) +(Y-Y.)] (6)

i=1,N+1

Catkowita energia jest rowna sumie E, 1 E.. W tym przypadku wigzy natozone na uktad maja
o wiele prostsza postac:

W, =Xy =Xk W, =Yni = Yk (7

W tym przypadku wigzy praktycznie nie istnieja, gdyz wartosci Xy 1 Yy mozna po prostu
wstawi¢ do funkcji energii a pozostale zmienne X; oraz Y; potraktowa¢ jako zmienne do
minimalizacji. Mamy wtedy 2N réwnan na 2N niewiadomych X;,Y; (i=1,N).

Problem mozna rozwiaza¢ przez zrdézniczkowanie energii catkowitej po tych zmiennych i
znalezienie rozwigzania powstatego uktadu rownan (w tym przypadku jest to na pewno uktad
liniowy). Do jego rozwiazania mozna si¢ postuzy¢ odpowiednim programem bibliotecznym.

Zadanie do wykonania

Napisa¢ program generujacy macierz powstalego uktadu rownan liniowych przy zadanych
masach oraz wspoétrzednych poczatku i1 konca tancucha. Rozwigza¢ ten uktad réwnan przez
wywotanie odpowiedniego programu bibliotecznego.



Wejscie

Program wczytuje wspolrzgdne poczatku i konca uktadu, stala sprezystosci k, ilos¢
segmentow oraz poszczegolne masy M.

Wyjscie

Jak w czg$ci a) tzn., wypisanie X; 1 Y; oraz wykonanie wykresu przedstawiajacego uktad w
stanie rownowagi.
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