Projekt nr B.1.2

Porownanie efektywnosci metod calkowania numerycznego
rownan rozniczkowych na przykladzie rownania ruchu wahadla

Wprowadzenie

Wigkszo$¢ fizykoéw zdazyla si¢ juz przyzwyczai¢ do tego, ze do opisu ruchu wahadta
stosuje si¢ przyblizona (zlinearyzowana) posta¢ jego rownania ruchu. Dla tej jego wersji
doktadne wyrazenie na moment sity zastgpowane jest przez jego zlinearyzowana postac, co
prowadzi do rownania ruchu oscylatora harmonicznego. Rozwiazaniem takiego réwnania sa
oczywiscie drgania sinusoidalne o okreslonej amplitudzie i fazie (zaleznej od warunkow
poczatkowych), ktorych omawianie tutaj mija si¢ z celem. W problemie rozpatrywanym w
tym projekcie mowa bgdzie o doktadnej postaci rdwnania ruchu wahadta matematycznego,
dla ktorego dokladne rozwiazanie rowniez znane jest od dawna, aczkolwiek daleko mu do
popularnosci rozwigzania przyblizonego. Powodem tego jest fakt, Ze wyraza si¢ ono przez
klasg funkcji specjalnych zwanych calkami eliptycznymi Jacobiego. Mimo tego, ze nie
potrafimy poda¢ analitycznej postaci tych funkcji, znane sa do$¢ szybkie algorytmy nume-
ryczne na ich generacjg, co umozliwia znalezienie dokladnego rozwiazania, a tym samym
kontrolg btedu rozwigzania numerycznego otrzymywanego przez bezposrednie catkowanie
réwnania ruchu.

Energia potencjalna wahadla matematycznego o masie m i dlugosci L odchylonego od
pionu o kat ¢ moze by¢ zapisana jako:

E, ((p) = mgh((p) = mgL[l —cos (p] (1)
Moment sity dziatajacy na wahadto wychylone o kat ¢ ma wigc postac:
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Wobec powyzszego rownanie Newtona dla ruchu obrotowego przybiera postac:
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Jak zwykle, dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego drugiego rz¢du, aby jednoznacznie
okresli¢ rozwiazanie nalezy poda¢ dwa warunki poczatkowe: na wychylenie poczatkowe @y
oraz na pr¢dkos¢ katowa w momencie rozpoczynania ruchu @,. Powyzsze warunki poczat-
kowe mozna przetozy¢ na dwa inne parametry, znacznie bardziej intuicyjnie charakteryzujace
rozwigzanie roOwnania ruchu. Parametrami tymi sa: maksymalne wychylenie wahadta (odpo-
wiednik amplitudy w ruchu harmonicznym) oraz faza poczatkowa (rownowazna wyborowi
poczatku odczytu czasu). Pierwszy z tych parametrow jest $ci§le zwiazany z catkowita energia



mechaniczng danego rozwigzania réwnania ruchu, gdyz w momencie maksymalnego
wychylenia catkowita energia jest dana wypisanym na poczatku wzorem (1). Ze wzgledu na
zachowanie energii musi ona by¢ rowna calkowitej energii mechanicznej w momencie
rozpoczynania ruchu:

Lo,

E, ((p) = mgL[l — cos (ngx] _n + mgL[l —cos (po] (4)

Rownanie to pozwala wyliczy¢ maksymalne wychylenie @, z warunkéw poczatkowych.
Latwo zauwazy¢, ze mozliwe sa dwie klasy rozwiazan doktadnego rdwnania ruchu wahadta:

1. Rozwiazania, dla ktorych Ej, jest mniejsze od 2mgL, czyli dla ktorych istnieje @y
spelniajace warunek cos @nqx > -1, jak tego zada trygonometria. W takiej sytuacji @, jest
zarazem tzw. punktem zwrotu, w ktorym predko$¢ katowa wahadta wynosi zero.
Rozwiazania tej klasy opisuja ruch drgajacy wahadla, ktory jednak w ogolnosci nie jest
ruchem harmonicznym, gdyz w szczegodlnosci nie spelnia on podstawowego warunku
znanego dla ruchu harmonicznego, to jest niezalezno$ci okresu drgan od ich amplitudy.
Zalezno$¢ okresu drgan od amplitudy ¢, dana jest przez tzw. catke eliptyczna
pierwszego rodzaju (patrz np. podrgcznik Arfkena [2]).

2. Rozwiazania z E) wigkszym od 2mgL, dla ktorych brak jest rozwiazania rzeczywistego na
Omax- Takie rozwigzania réwnania ruchu opisuja ruch obiegowy wahadta dookota jego
punktu zawieszenia, gdyz predkos¢ katowa w takim ruchu nigdy nie staje si¢ rowna zeru
(nawet w najwyzszym potozeniu wahadta). Predkos¢ katowa ma staty znak, co oznacza ze
wahadlo kreci sig stale w ta sama strong. Ta klasa rozwiazan nie bedzie rozpatrywana w
niniejszym problemie numerycznym.

Powyzsze dwie klasy rozwiazan sa doskonale rozrdznialne po narysowaniu toru wahadta w
tzw. przestrzeni fazowej, tzn. (¢, w). Tory odpowiadajace klasie 1. sa torami zamknigtymi, dla
ktérych ¢ jest ograniczone do przedziatu (-Qmay, Qmax), zas predkosé katowa w zmienia znak w
trakcie ruchu. Tory nalezace do klasy 2. nie sa krzywymi ograniczonymi, gdyz wartosci ¢
moga wzrasta¢ w sposob ciagly do nieskonczonosci (lub male¢ do minus nieskonczonosci), a
predkos¢ katowa nie zmienia znaku w trakcie ruchu.

Zagadnienia numeryczne

Problem numeryczny sprowadza si¢ do uruchomienia programu zadajacego warunki
poczatkowe, weryfikujacego, ze rozwiazanie bedzie nalezato do klasy 1. przez obliczenie
energii poczatkowej, a nastgpnie wykonujacego caltkowanie rownania za pomoca procedury
wybrane] przez uzytkownika z kilku dostgpnych mozliwosci. Program powinien bardzo
doktadnie analizowa¢ btedy rozwiazania badz to przez monitoring biezacej energii rozwiaza-
nia (ktéra powinna pozostawaé stala dla rozwiazania dokladnego) badz przez poréwnanie
okresu oscylacji w rozwiazani numerycznym z doktadnymi warto$ciami okresu (patrz Arfken
[2] lub skrypt do laboratorium WFiTJ A. Zigby [3]).

Rownanie ruchu wahadla jest rownaniem drugiego rzedu i z punktu widzenia numerycz-
nego moze by¢ potraktowane na dwa sposoby:

1. bezposrednie catkowanie z uzyciem metody réznicowej wykorzystujacej aproksymacje
drugiej pochodnej:
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2. poprzez roztozenie rownania na uktad dwoch réwnan roézniczkowych pierwszego rzedu na
wychylenie 1 predkos¢ katowa 1 wykorzystanie metod znanych dla rownan pierwszego
rzedu

do .
o = —(g/L)sm(p
t (6)
do
—T -
dt

Zadania do wykonania

1. Przygotowa¢ program z wymiennymi procedurami catkowania numerycznego, wsrod
ktorych oprocz metody bezposredniej dla réwnania drugiego rz¢du powinny si¢ znalez¢
metody Eulera, Verleta oraz Rungego-Kutty dla uktadéw rownan pierwszego rzedu.

2. Wykona¢ catkowanie rownania dla dwoch wychylen maksymalnych ¢, = 3° 1 @y = 30°
poréwnujac wyniki monitorowania energii dla r6znych metod przy krokach czasowych od
0.01 Ty do 0.0001 Ty, gdzie Ty jest okresem wahadta dla matych wychylen.

3. Wykona¢ wykresy btedu energii po kilku okresach wahadta w zaleznosci od dlugosci kroku
oraz wybranej metody catkowania.

4. Dla dhugosci kroku gwarantujacej odpowiednia doktadno$¢ wykona¢ obliczenia zaleznosci
okresu drgan wahadla od amplitudy dla kilku réznych metod catkowania. Warto$ci
amplitudy przyja¢ takie jak na I Pracowni Fizycznej, tj. 10, 20, 30, 40, 50 oraz 60°.

5. Wykona¢ wykresy odchylenia obliczonej warto$ci okresu drgan od wartosci doktadnej, w
zalezno$ci od zastosowanej metody catkowania.
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