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l.

Wstep.

Mechanika kwantowa jest podstawowym razem fizyka zajmujcego st teora. By¢
moze ktas sparod was kdzie s¢ zajmowat problemami kwantowo-mechanicznymedBie
wiec musiat pogibi¢ swop wiedz. Podczas semestralnego wyktadu niesposob nawsizy
wszystkiego co do swobodnego postugiwangatyin narzdziem jest potrzebne. Dlatego nie
mam ambicji “wyczerpania tematu”. Chciatbygebycie zaznajomili € z podstawowymi
zalazeniami i dobrze je zrozumieli, opanowali kilka podstawoivysetod rachunkowych i
uzyskali ogolne, lecz prawidiowe wyoliemie o0 mechanice kwantowej. Nie musimy
przerobt duzo materiatu, ale to co przerobimy musimy ztotobrze. Chciatbym, akgie
poczuli ducha mechaniki kwantowej. Pytajciezeje czegd nie rozumiecie. Zapagtane
niezrozumiate formuty o nieokflenym znaczeniu i przeznaczenia lsezwartéciowe. By
moze nie na kade pytanie udziel od razu odpowiedzi. Sw mechanice kwantowej
problemy, ktére zaczynaegsrozumie& dopiero wtedy, kiedy siprzyzwyczai do #ywanego
formalizmu.

Nasza wyobrania uksztaltowana wyciu codziennym na zjawiskach klasycznyclesta
zawodzi w zastosowaniu do ukladow kwantowych. Musicie na&usieyoperowg& nowymi
pojciami, wywaé specyficznego egyka. Chciatbym ponadto uczélistuchaczy na
zrozumienie mojegoegzyka. Poniewa ja w swojej codziennej pracyzywam aparatu
mechaniki kwantowej od wielu lat, megieprawidiowo oceniaco jest oczywiste, a co
wymaga wyjénienia. Jeeli wiec sk zdarzy,ze ja uznam coza spraw oczywish, a dla was
bedzie niezrozumiata, bardzo presabyécie przerwali mag wypowied i zadali wyjasnien.

Mechanika klasyczna a uktady mikroskopowe

Mechanika klasyczna baagp na réwnaniach dynamiki Newtona zatamuge Bizy préobie
opisu mikrgwiata. W momencie kiedy metody eksperymentalneagogly mozliwosé
badania uktadow zimnych z pojedynczych ggtek elementarnych pojawitagspotrzeba
stworzenia dla nich catkowicie nowej teorii.

Pierwszym sygnatem nieadekwagob mechaniki i elektrodynamiki klasycznej do opisu
mikroswiata byta nieudana préba opisu atomu wodoru (1913). Wyebm atomu wodoru z
krazacym wokoét pdra elektronem traktowanym jakoasika klasyczna nie doprowadzito do
poprawnego opisu jego poziomoéw energetycznych.

Dopiero zaproponowany przez Bohra model wodoru, zakdegajgraniczenie stosowalém
praw klasycznych pozwolit wyttumac&ypewne wiasniai mikroukltadéw, w szczegdlsoi
widmo absorbcji i emisgwiatta przez atomy.

Innym bezpérednim dowodem nie stosowakwd fizyki klasycznej do ukladéw
mikroskopowych jest daviadczenie z interferengjelektronow (1928) na ukiadzie szczelin.
Eksperyment ten pokazujee elektrony nie mag by¢ traktowane jak czysto klasyczne
czastki, gdy w pewnych warunkach wykazujcharakter falowy. Wykazanie falowych
wilasndgci czastek dotychczas uwanych jako korpuskularne okiigo kierunek poszukiwa i
doprowadzito do powstania mechaniki kwantowej - teorii@peej uktady mikroskopowe.

Podobne zatamanie teorii klasycznej omawmyi w roku ubiegtym przechode do
mechaniki relatywistycznej. Klasyczne traktowanie olbektporuszacych s¢ z duwymi
predkosciami doprowadzito do sprzecznych z sdeadczeniem wynikow. Musigdiny
uogolnkt teork i uzyskalsmy nieco inne prawa, ktére w granicy matychdkosci przechodz
w prawa klasyczne. Jednaksama konstrukcja teorii relatywistycznej jej filoiaof metody
rachunkowe nie ulegty zmianie. Wprowadailly tylko inne wyraenia opisujce wielkaci



fizyczne i inne réwnania ruchu. Tagemiarg teorii mazna by nazwé drobnym zabiegiem
kosmetycznym w poréwnaniu z tym co nas teraz czeka.

Mechanika kwantowa operuje zasadniczengdn aparatem matematycznym i jestge@wo
rézna od klasycznej.

Stan uktadu mikroskopowego.

W mechanice klasycznej stan ukiadu mogé lmpisany przez podanie path i predkosci
wszystkich jego elementow w danej chwili. Ewolucja czes ukiadu byta jednoznacznie
okreslona (z wyatkiem ukfadéw niestabilnych, ktére pomimo determinizmu wykazu
zachowania chaotyczne), vma byto przewidzié lub obserwowatrajektorie wszystkich ciat
(czastek).

* W ukfadach mikroskopowych préba wyznaczenia trajektogstbz zakaczy s
niepowodzeniem. Ma to zagdek z zasadnigzroznica pomidzy obserwagj uktaddéw
makro i mikroskopowych. W tym drugim przypadku akt pomiaduzza naogot stan
uktadu. Zilustrujmy to przyktadem. Porusgag s¢ w przestrzeni cialo makroskopowe
mozemy np. obserwoweaoswietlajac je wiattem i odbierajc rozproszone czy odbite od
przedmiotu fotony. Pomiaru memy dokon& w dowolnie krétkich odgpach czasu. Nie
zmienia on trajektorii ciata makroskopowego, ggyzekazywane obserwowanemu
przedmiotowi energia igal & zaniedbywalnie mate. Podobna metoda zastosowana do
obserwacji elektronu powoduje zaburzenie jego stanu. Im dioiklechcemy okrdié
potozenie elektronu tym krotszej falivietinej musimy ayé. Oznacza to konieczgd
uzycia wyzej energetycznego fotonu ighisze zaburzenie energii ¢giu badanego obiektu.

Okazuje s, ze nie wszystkie wielk&i fizyczne g mierzalne jednoczeie. Im dokladniejszy
jest pomiar potgenia tym mniej dokfadny jest pomiardu (prdkosci) czstki. Jest to
wilasnd¢ znana jako relacja nieoznaczécidHeisenberga.

Niemazliwo$é¢ ustalenia trajektorii estek tworacych ukiad zmusza nas do calkowitej
zmiany sposobu opisu uktadow.

e Innym problemem z ktérym musimyegbogodzt jest niejednoznacz&éd wynikow
pomiarowych. W uktadzie klasycznymare wyniki otrzymywakmy dokonugc w
réznych chwilach pomiaru wiell§ai fizycznej, ktora nie byta zachowywana. Jediadla
dowolnego czasu moginy przewidzié chwilowe jej wartéci i wyniki pomiarow
wykonywanych w krotkich odgpach czasowych byty zliee.

W uktadach mikroskopowych podczas kilku pomiarow tej sammekosci fizycznej
wykonanych w dowolnie krotkich odgtach czasu m@my uzyské catkowicie ré@ne
wyniki. Jednake pod pozornym bataganem ukrywag pewne prawidlowsci. Jezeli
wykonamy sek pomiarow, okae s¢ ze dany wynik pomiarowy pojawiagsz okre&lonym
prawdopodobigstwem. JednocZaie (w odré&nieniu od klasycznego chaosu
deterministycznego) pojawieniegkreslonego wyniku jest zupetnie przypadkowe izeo
by¢ traktowane jako zmienna losowa.

Okreslone i nieokreslone wielkaéci fizyczne.

* W pewnych szczegdlnych stanach prawdopodsiveo uzyskania tego samego wyniku
jest rowne 1. Wowczas mowimie dana wielkét fizyczna jest w tym stanie oldlena.

* W stanach w ktérych prawdopodobétwo jest mniejsze od 1 wielk®d fizyczna nie jest
okreslona.



 Istniep wielkosci fizyczne, ktdre mog by¢ okreslone w tym samym stanie. Zbiory takich
wielkosci nazywamy ukladami zupetnymi wielkm fizycznych. Odgrywaj one
szczegola role, gdyz mog stuzy¢ do klasyfikacji stanéw uktadéw kwantowych.

Mechanika kwantowa - uwagi wsgpne.

Teorl, ktéra umaliwia przewidywanie i opis zjawisk zachagzch w mikrédwiecie jest
Mechanika kwantowa. W obecnym swoim ksztalcie jest 4qmystulatywn. Podstawowe jej
prawa zostaly zapostulowane. Nie wynika praw mechaniki klasycznej i niea gej
bezpdrednim uogolnieniem. Operugupetnie innymgzykiem i aparatem matematycznym.
Prawdziw@c¢ postulatow potwierdzana jestgpednio poprzez zgodié przewidywa nowej
teorii z wynikami eksperymentalnymi. Podczas ponad styejastosowania w obecnym
sformutowaniu nie zaobserwowanadnego zjawiska sprzecznego z jej przewidywaniami.
Wyktad mazna by bylo zacg od przedstawienia postulatow beéadnego uzasadnienia,
zapoznania stuchaczy z metodami rachunkowymi i giz#p zastosowa Jednake stopié
abstrakcyjnéci nowej teorii powoduje zazwyczaj bunt u stuchaczy, &todopdki nie
przyzwyczag Sk do wprawnego postugiwaniagsiowymi pogciami oczekuwj odpowiedzi na
szereg pyta dlaczego. W zwazku z tym wielu wykladowcow staragsw pewien sposob
uzasadréi wprowadzone postulaty. Moa np. postay¢ sic analoga do teorii falowegwiatta i
wprowadz¢ réwnanie Schroedingera wykorzysitijjego podobigstwo do rownania fali
elektromagnetycznej (w ten sposob powstato schroedingk®wrmutowanie mechaniki
kwantowej). Jednale bardziej przekonywaga wydaje & inna metoda (L.D. Landau, E.M.
Lifszyc, Mechanika kwantowa), nie map wprawdzie historycznego uzasadnienia, jegak
bardziej mi bliska i spéjna z metgdktéra w ubieglym semestrze pozwolita uzyskeaawa
elektrodynamiki z zasady najmniejszego dziatania.

Postaramy si dog¢ do postulatdw mechaniki kwantowej analgujwymagania stawiane
teorii i mazliwosci matematycznego opisédeby unikmé nieporozumié chciatbym zwrod
uwag: na sposob pogbowania. Wprowadzag nowe pajcia i analizugc ich wiasnéci
bedziemy ogranicz& sk do zadania spetnienia warunkéw wystaregajch, ich konieczni
nie ledzie dowodzona. Poszukujemy teorii wystargzej (niekoniecznie jedyne)).
Oskhgmawszy cel zapostulujemy jej prawdzigéo

Funkcja stanu i jej probabilistyczna interpretacja.

Zaktadamy, ze stan ukladu daje esiopis& pewry funkcip (naogot zespolar), ktorej
argumentami g potozenia wszystkich cstek w ukladzie. Nazywabedziemy p funkcja
stanu (lub funkgj falowa):

W(a), 9=, GOy

Liczba argumentow funkcji jest zgodna z ligzbtopni swobody. Dla uktadu ggtek w
przestrzeni trojwymiarowej N odpowiada liczbiestek pomnaonej przez trzy.

Naszym zadaniem jest znateOwnania ktoére musiataby ta funkcja spedni&tdre pozwolity
by ja odnalég¢. Bylyby one w pewnym sensie odpowiednikami réwwmachu w mechanice
klasycznej. Jednocgeie poszukujemy sposobéw wydobywania informacji o wigdiach
fizycznych charakteryzagych uktad w stanie opisywanymfunkcia.

Funkcja stanu powinna ndieinterpretagj probabilistycza. Najcletniej zazadalibysmy by
sama funkcja stanu olglata prawdopodobiestwo znalezienia @stki w wyznaczonym przez
jej argumenty punkcie przestrzeni, jediakprzy takim zatgeniu nie udaje siznalec
stuzacych do jej poszukiwania rownhaSytuacja znaczniegspoprawia kiedy zrezygnujemy z
bezpdredniej interpretacji fizycznej samej funkcji falowejazadamy, by jej kwadrat modutu
wyznaczat gstaé¢ prawdopodobigstwa:
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p(@) = [w(a)
Witedy:
|'~|J|2dV, dv=dg dop......... dagy
oznacza prawdopodolistwo znalezienia @stki w obgtosci dv w otoczeniu punktu qg.

Naturalnie prawdopodohistwo znalezienia @stki gdziekolwiek musi by réwne 1. Co
narzuca na funkejstanu warunek:

[|w[fdv=1
Q

Catkowanie wykonujemy po ofipsci calej wyznaczonej przez argumenty przestrzani
Warunek ten nazywamy warunkiem unormowaniaelleznaleziona funkcja falowa tego
warunku by nie spetniata naktoby p pomnay¢ przez pewa stah i w ten sposéb zmusdo
jego spetnienia.

Dalejzadamy, by przewidywany statystyczny wynik pomiarwadinej wielkasci fizycznej F
byt formg biliniowa funkcji stanu. Najogolniejazpostd takiej formy kwadratowej m@my
zapisé& w postaci caiki:

f=][v" @F@@w@)dvd

Gdzie tzw. gdro catkowania F zaky od wielkaci fizycznej, ktorej pomiaru dokonujemy.
Zauwamy, ze takiezadanie pozostawia swob@g@omnaenia funkcji falowej przez dowolny
staly czynnik fazowye'®, poniewa jego zmiana nie jest wykrywalna przy jakimkolwiek
pomiarze. Tak weic funkcje falowe réniace s¢ czynnikiem fazowym d&xla nierozr@nialne.

Zasada superpozycji.

Nasepnym warunkiem, ktory narzucimy na zbior funkcjiofaych jest zasada superpozyciji.
Formutujemy § nastpujaco:

Jezeli mamy dwie funkcje falowey(q) i W,(q) okreslajace dwa réne stany uktadu,

wowczas ich dowolna kombinacja liniowg(q) = P1(9) + Yo (9 rowniez opisuje

pewien stan tego samego ukiadu. Jedagkreli np. pomiar pewnej wiellkai fizycznej w
stanie opisywanym funkgj Y1(q) daje wynik 1 z prawdopodolistwvem 1, a w stanie
Yo(q) wynik 2 z prawdopodohistwem 1, to w stanie opisywanym przez fugkdj(q)
wynikiem pomiaru bdzie 1 lub 2 z prawdopodoligtwami zalenymi od wspo6tczynnikow

I Co.

Zadanie spetnienia zasady superpozycji prowadzirdoviosci rownah, ktére kdzie musiata
speiné funkcja falowa.



Wartosci wtasne i funkcje wtasne wielkéci fizycznych.

Zatézmy, ze dokonujemy pomiaru pewnej wiella fizycznej F. W wyniku meemy
otrzym& z okrdlonym prawdopodobiestwem ré@ne wartdci f. Wartcéci, ktére @
dopuszczalnymi wynikami pomiaru nazywamy wactami wiasnymi wielkéci fizycznej, a
ich zbiér widmem wartéci wlasnych. Widmo mie by ciaglte (w fizyce klasycznej zawsze
mielismy do czynienia z gglym widmem wartéci, ktére mogly przyjmowa wielkosci
fizyczne), lub dyskretne (model Bohra). W przypadkdma dyskretnego wielko fizyczna
moze uzyské tylko niektore wybrane warfoi. Ten drugi rodzaj widma jest
charakterystyczny dla mechaniki kwantowe;.

Zatézmy w dalszym eigu, ze mamy do czynienia z dyskretnym widmem wsstavtasnych.
Dopuszczalne wyniki pomiaru wielko fizycznej oznaczymy przez,f, gdzie wskanik n

przebiega na ogoét nieskeczony zbiér liczb naturalnych.

Zalbzmy, ze istniej stany, w ktérych rozwana wielkd¢ fizyczna jest okrdona i przyjmuje
wartcsci f,, (w wyniku pomiaru uzyskujemy wada f, z prawdopodobigstwem
rownym 1). Odpowiadage tym stanom funkcje falowe oznaczmy symbolkgm . Nazywa

je kgdziemy funkcjami wiasnymi przynaleymi do wartéci wiasnej f,. Zakladamy
nastpnie, ze funkcje witasnessunormowane:

2
Jlwa["dv=1
Wybierzmy funkcg falowa  (unormowan) odpowiadajca dowolnemu innemu stanowi.

Poniewa dokonugc pomiaru w tym stanie jako wynik pomiaru #eony uzyska tylko
wartasci wkasne mierzonej wielldai fizycznej, funkcja falowap musi dé sk przedstawd w

postaci kombinacji liniowej odpowiednich funkcji agnych:
P=>aPy

n
Oznacza toze zbior funkcji wlkasnych musi stanawuktad zupetny funkcji bazowych w
przestrzeni utworzonej przez zbiér wszystkichztimoych funkcji falowych uktadu.
Ponadto chcieli bymy by wspéiczynniki rozwiricia okrdélaly prawdopodobigstwo
uzyskania odpowiednich waga wiasnych jako wyniku pomiarowego.
Mozemy zaadaé, by prawdopodobiestwo to wyznaczane bylo przez kwadrat modutu
wspoitczynnika rozwiricia unormowanej funkcji falowej na unormowane fyeketasne.

Jezeli tak, to prawdopodohistwo uzyskania w wyniku pomiaru jakiejkolwiek waito
wlasnej musi b§ oczywicie rowne 1, zatem

Z|an|2 =1 (zauwamy, ze wtedyO < |an|2 <1)
n
ROwnNai¢ t¢ mazemy poiczyé z warunkiem unormowania funkciji falowej

Sfanl? = 1] [wPav,
n

nastpnie przeksztaléikorzystagc z rozwinecia qJE, na funkcje wiasne:
> ana, =[widv= [ awwdv=3"a, [, dv.
Bedzie on spetniony jeli

an = [Whwdv. (3)
Z drugiej strony jeeli w tym wyrazeniu ponownie skorzystamy z rozwioiay

an = JULY dy W dv=3 & JWhl,y dv
n' n'



uzyskujemy warunek

quE\qJn'de Onn s
ktéry oznaczaze funkcje Y, musa tworzy ciag ortonormalny (pamtamy, ze uprzednio
uzyskalsmy warunek, by eig ten stanowit bazzupetm).

Wartosci srednie (oczekiwane) wielkéci fizycznej, operatory.

Wiedzac jakie @ mozliwe wyniki pomiaréw (wartéci wiasne f) i z jakim
prawdopodobigstwem wysipia (|an|2), mazemy policzy¢ éredni wartcsé wyniku wielu
pomiarow, ktora &dziemy nazywé wartcicia oczekiwaml wielkosci fizycznej:

‘?:Z|an|2fn- (1)
n

Poniewa juz wczeniej zazadalismy, by przewidywany wynik pomiaru byt bilinieaforma
funkcji falowej, maemy teraz przyrowréado siebie odpowiadage im wyraenia:

f=YJa,['f, = [[u” @F@a)W(@)dVaV’
Ostatng catke mazna przepis&w nieco innej postaci:
f =]y @ea)adv
gdzie jako funka ¢(q) przyglismy:
®a) = [ Ha d)w(d) dv.
Wyrazenie to przyporgdkowuje funkcji ¢(q) inna funkcg ¢(q) . Przyporadkowanie takie
mozna zapis&w uproszczonej postaci definagjtzw. operator:
®(a) = Fp(a)
OperatorF odpowiada wielkéci fizycznej F.
Mozemy teraz uzyskane na wait@dredni wyrazenie zapis@w nowej postaci:
f =y @Fy(@av. ")
Korzystaac ze zwazkow ( 1), (2) i (3) uzyskujemy:
[V @F@dv=f =3 asaf, = [eWaf,dv=[w afy,dv.
Tak wiec
FU =% anfadn.
n

Jezeli zay przyjmiemy funkog wiasm ), co oznaczaze r&ny od zera jest tylko jeden
wspotczynnik rozwingcia, wowczas:

FUn =fpy

Jest to tak zwane rownanie wilasne operatora, krdpasujemy w ogolniejszej postaci
pomijapc wska&nik n numerujcy wartagci i wektory wiasne:

FY = fy.
Tak wiec wielkosci fizycznej F przyporadkowalémy pewien operatof. Wartdici wiasne
wielkosci fizycznej & rozwigzaniami rownania wkasnego odpowiagago jej operatora.



Rdézne postacie operatorow.
Operator zdefiniowadmy jako obiekt przyporsddkowupcy jednej funkcji ing.
Przyporadkowanie zapisadimy symbolicznie:

o) = F(q)
Operatory mog miec rézny charakter. Poznatny przyporadkowanie

o) = [ FE,a)w(@)dv’,

ktore maemy nazwé& operatorem catkowym. Podobne przypolkowanie daje
rézniczkowanie. Mamy veic cah klas; operatorow réniczkowych, np.:

90) = - (@), o) = o5 W@,
g oq

Mozna réwnie okreli¢ operator, poda¢ jego wiasnéci, np. operatorem parzyst
nazwiemy przyporaglkowanie polegafe na zmianie znaku argumentu funkcji:

Py (q) = w(-q)

Hermitowskie sprzezenie operatora, operatory hermitowskie.

Operatory, ktorych pegie zostalo wprowadzone powsj odgrywag kluczows role w
formalizmie mechaniki kwantowe|. kdej wielkasci fizycznej przyporzdkowany zostaje
pewien operator. Dlatego warto od razu nagpist przedyskutowa kilkka ogolnych jego
wilasndci, ktére 8 wymuszone przez wiasfém wielkosci fizycznych, ktore operator
przedstawia.

Wielkosci fizyczne dane g zazwyczaj liczbami rzeczywistymi. Wakto wiasne wielkéci
fizycznej, a zatem réwnieoperatora, ktdryajreprezentuje mugzye zatem rzeczywiste.
Wydzielmy wic klag operatorow posiadaga te¢ wiasnaé.

Dla zadanego operator mozna zdefiniowé operator “sprgzony po hermitowsku”F™,
ktory definiujemy poprzez jego dziatlanie na funkdgowe. Dla wszystkich dowolnie
wybranych funkcjig i ¢ musi by spetniona nagpujaca rowng¢:

. C .
(j L|JDF(pdV) = [¢E pav
Korzystagpc z pogcia operatora spgzonego po hermitowsku memy znaleé¢ warunek

rzeczywist@ci wartasci wlasnych operatora. deli wartgsci wlasne § rzeczywiste,
rzeczywiste musgby¢ rowniez wartasci oczekiwane operatora w dowolnym stanie:

_ R _ N C

=y @Fe@av="1"=([y % Fu(a oy

Prawg strorg tego rownania maemy przeksztaléi korzystagc z definicji operatora
sprzzonego po hermitowsku:

N C N
(T aFp@ ) =[waFw(q av
Zauwamy, ze wlasné¢ rzeczywistdéci widma wartéci wiasnych kdzie posiadat kaly
operator, ktory jest rowny sgrzonemu do niego po hermitowsku:
F'=F
Operatory takie nazywamy samosganymi, lub hermitowskimi.

Ortogonalnosé funkcji wkasnych operatora hermitowskiego.

Operatory hermitowskie posiadajowniez inng wiasna¢, ktérej oczekujemy od operatora
odpowiadajcego wielkdci fizycznej. Ich funkcje wlasneasdo siebie ortogonalne. Aby to
pokaz& wybieramy dwie réne od siebie wartsi wiasne f, # f,, i przynalene do nich

funkcje wiasney, i Y ,. Spetnione by musz rownania:

10



IA:L|Jn =fadn OraZf:LIJm = fmWm.
Mnozymy odpowiednio obie strony r()wﬁlzprzequEn [ L|J%.
WinFWn = falmWn 0razWnFWm = fnWnw .
Sprzgamy w sensie zespolonym obie strony drugiego rawana odejmujemy od
pierwszego.

. a C
T T e R,
Po scatkowaniu lewej strony otrzymujemy:

~ ~ 0 ~ L

J(wibw, -w,Fw, ) Jav = [lwsFu, -uiFe, kv =0
Przyrownanie do zera calkki z prawej strony rownania
(a5~ b WPV = o= [ Y =0

daje szukany przez nas warunek ortogorino

Wiasnaosci przemiennasci operatorow. Komutatory.

Jwz na wsgpie sygnalizowalem problem jednoémeg mierzalnych wielkéci. Zatl&emy, ze
pewne dwie wielkéci fizyczne F i G mog by¢ jednoczénie okrdlone. Aby to bylo maliwe
musz istnie€ funkcje falowe bdace jednoczénie funkcjami wilasnymi obu wiellégi
fizycznych. Niech tak funkcp bedzie Y ,:

IA:L|Jn =fdy i éwn = 0nWn

Podziatajmy na funkegj y, kolejno najpierw operatoreth a potemG

éi:q"n = fohWn

Podziatajmy teraz na funkcpp operatoramiF i G w odwrotnej kolejnéci:

'A:éwn = Onfaln

Okazuje s§, ze wynik dzialania jest taki sam pomimo zmiany kodé¢i operatorow.
Poniewa funkcje wiasne twokg baz zupeta korzystagc z rozwingcia na funkcje wiasne

mozemy pokazé, ze wlkasndé¢ przemiennéci takich operatorow jest spetniona przy dziataniu
na dowolne funkcje:

FGy = GRp
lub
(F6- GHy =0

Operator, ktérego wynik dziatania na dowpfankcg daje zero nazywamy zerowym.
Rdéznice iloczynow operatorow w odwroconej kolefod nazywamy komutatorem i
oznaczamy nawiasem prosabrkym:

[F.6]= F&- GF

Operatory, ktorych komutatory s0wne zero nazywamy przemiennymi lub komagymi.
Doszlsmy wiec do niezwykle wanej wiasndci operatoréow. Mianowicie operatory
posiadagce wspoélny ag funkcji wiasnych g przemienne. Stuszne jest réwnisvierdzenie

odwrotne.
Operatory przemienne posiaglajspolny cag funkcji wkasnych.
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Widmo ciagte operatora.

Przeprowadzona povgj dyskusja bazowala na zaémiu dyskretnego widma wakm
wilasnych wielkdci fizycznych. Zalaenie to umaliwito sumowanie po dyskretnych
zbiorach. W przypadku widmaagjtego wszystkie prawie wiasém s spetnione, przy czym
sumowanie zagpujemy caikowaniem. Jedynym vgygk stanowi problem normowania
funkcji wkasnych i interpretacjigptosci prawdopodobigstwa.

Zalozmy, ze widmo wielkéci fizycznej F jest aigle i przyjmuje wartéci f. W rozkiladzie
funkcji falowej na funkcje wlasne sumowanie zasjemy catkowaniem:

W = [as @y df

Chcemy by|af |2 df okreslat prawdopodobigstwo uzyskania w wyniku pomiaru waéto z

przedziatu (f,f+df). WoOwczas musi ©6y spelniony warunek na swmwszystkich
prawdopodobigstw:

[|as|* df =1.

Chcemy by:

[wwdv=[la["df =[afadf .

Korzystamy z rozwinicia |

j PoYdv = j j alP ydfdv = j dfa’ j Ylydfdv .

Zatem:

ar = [Wryav,

CO po wstawieniu rozwigncia funkcji ¢ daje warunek:
ar = [dVPr[di'g r =] dfa [ d\y g .

Aby to bylo spetnione, musi zachoé@lzpodobny do uzyskanego poprzednio warunku
ortonormalndci zwiazek:

JAVergs = 8(f,1")

gdzie dwuargumentowa funkcif,f') powinna posiadanastpujce wkasnéci:

1. Dlaf #f' musi s¢ zerowd.

2. jdf'afré(f,f’) =af .

W szczegoinym przypadku gdy & 1 ostatni warunek redukujegsio

[af'3(f,fr)=1

Zeby mogly by spetnione oba warunki funkcja(f,f) musi dla réwnych obu argumentéw

dazy¢ do nieskdéczondci. Spagrod wielu maliwych realizacji dwuargumentowej funkcji
o(f,f') najczsciej uzywamy funkcji jednoargumentowej nasej nazw delty Diraca:

o O(f,f)=08(f -f")
e 3(0)=o

e d(x)=0dlaxz0
. 0jodxt')(x) =1

—00

. ojodxé(x)f(x) = £(0)

—00
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Podsumowanie 1.

» Zaistniata potrzeba opracowania catkowicienggo nt klasyczny opisu zjawisk i
wielkosci fizycznych.

» Informacg o stanie ukfadu zawietdedzie funkcja stanu, mgga interpretagj
probabilistycza.

» Wartasci wielkosci fizycznych wydobywamy z funkcji stanu w postadiniowych form
funkcji stanu.

» Obowhzuje zasada superpozycji, zgodnie z &grma dwoch dowolnych funkcji stanu
jest réwnie funkcp stanu (na ogot innego).

» Wielkosci fizyczne, ktorych wynik pomiaru jest jednoznagZprawdopodobigstwo 1) g
okreslone. Inne nie.

» Stan, w ktorym pewna wiellké fizyczna jest okrdona nosi nazw stanu wiasnego, a
jednoznaczny wynik pomiaru nazywamy wddia wiasry tege wielkadsci fizycznej.

* Widmo (zbior) wartéci wtasnych mae by ciagte lub dyskretne.

» Zbior standéw wiasnych kdej wielkasci fizycznej tworzy bag zupetr,.

» Stany wlasne odpowiadge r&nym wartgciom wkasnym g ortogonalne.

» Stany odpowiadage dyskretnym wartziom wiasnym normujemy do delty Kroneckera,
odpowiadajce caglym wartagciom wiasnym do delty Diraca.

» Kazdej wielkdsci fizycznej mana przypisé pewien operator w przestrzeni funkcji stanéw.

» Wartasci wlkasne powinny byrzeczywiste, zatem operator muse thermitowski.

» Operatory odpowiadage jednoczénie okrglonym wielkasciom fizycznym musg by¢
przemienne i powinny posiaélavspoiny cag wektorow wiasnych.

13



Il.

Postulaty mechaniki kwantowe.

Przeprowadzone povgj rozwaania pozwala juz na skonstruowanie peinej teorii i
przegcie do zastosowa Jednake zeby nie ogranicaa sk do pewnej szczegolnej
reprezentacji (zapostulowana na pgks rozwaan funkcja stanu jako funkcja
wspohzdnych castek) wprowadg teraz postulaty mechaniki kwantowej w ogoélnej post
Nabyt z poprzednich rozwan wiedz wykorzystamy do zrozumienia celogad ich
wprowadzenia.

I. Pelry informacg o stanie ukfadu fizycznego zawiera wektor st{appj. Zbior wszystkich
mozliwych wektorow stanu tworzy tzw. przestfzdilberta: |L|J> g

Il. Kazdej wielkdici fizycznej F odpowiada pewien operator hermitoiwsk okreslony w
przestrzeni standw.

lW)O0O = Fly)oo
Kazdemu operatorowi oké®nemu w przestrzeni stanow przypgdkowa mozna pewn
wielkos¢ fizyczm.

[ll. Wynikiem pomiaru wielkdci fizycznej F mae by tylko wartas¢ wilasna f
odpowiadajcego jej operatora:

Flw)=f|w)

IV. Jezeli uktad znajduje siw stanie|L|J> nie kedacym stanem wilasnym to w wyniku serii

wielu pomiarow uzyskuje sitzw. wartdé oczekiwam foperatora odpowiadgjego
mierzonej wielkdci fizycznej F.

f=(WF|w)
V. Ewolucja w czasie wektora stanu ukfadu fizycanegreslona jest rownaniem:
. d ~
1h— =H
SAELI

gdzie Hjest operatorem energii uktadu. Nosi ono nazweleznego od czasu réwnania
Schroedingera.

VI. Operatory odpowiadage wielkgciom fizycznym znajdujemy dokorag procedury
kwantowania odpowiada@ych im klasycznych wyreen.

Tych szé&¢ postulatow stanowi bazmechaniki kwantowej. G&¢ zawartej w nich tri,
powinna ji by¢ dla stuchaczy zrozumiata, pozostalagsz wymaga komentarza.
(pod& krétki komentarz odrimie roli poszczegolnych postulatow)

Przestrzea Hilberta.

Przestrz# Hilberta jest pajciem znanym w matematyce. Dla naszych potrzeb kang jest
znajomda¢ jej definicji i kilku najwazniejszych wiasngxi, ktére podaj poniej.

» Zespolon (rzeczywist) przestrzeni Hilberta nazywamy przestrizdiniowa wektorows
nad ciatem liczb zespolonych (rzeczywistych) z éllreym iloczynem skalarnym i
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zupetra ortogonalia baz.

Przestrz# liniowa wektorowa V nad ciatem liczb zespolonych (rzeczywistychnsiai
zbiér abstrakcyjnych obiektow, w ktérym oki@ne jest dodawanie i mpenie przez
liczbe zespolon (rzeczywist). Elementy przestrzeni wektorowej nazywadziemy
wektorami.

Dodawanie spetnia nagiujace warunki:
1. Jest wewgtrzne: x yll V= xJ ylIV

2. Jestdczne: X1 yil z= xJ(yd 2=(>x3d yO z
3.Jest przemienne: X ¥y [y X
4. Istnieje element neutralny (zerowyil 0 = x

Mnozenie przez liczé spetnia warunki:
l.aOC,xUV=aox1V

2. a0 (Box)=(ap)e x
3.ao(xOy)=0aoxUPBoy
4. @+PB)ex=aox[PBox
5.1lox =X

lloczyn skalarny stanowi okflene przyporzdkowanie liczby kadej parze elementow
zbioru:

c=(x|y) gdziex,y 00 ,cOC

i powinien spetni& nastpujace warunki:

L (x|y)={y|x)’

2. x|y 0o )= x|y} +Bix|2)

3. (x|x) =0 dla dowolnego x

4.(x|x)=0 < x=0

Zauwamy, ze z (1) i (2) wynika(a o y O Be z|x) = a™(y|x) + B(z|x)

Istnienie zupetnej bazy w przestrzeni w przestriéiiierta oznacza istnienieagiu
elementoéw przestrzefx, ), |X,),.....}x, ) takich,ze kaxdy dowolny element tej

przestrzeni meze by¢ przedstawiony w postaci kombinacji liniowej eleri@m bazowych:

x)a0=]x)= e o x)

Ortogonalné¢ bazy oznaczase iloczyn skalarny dwéch #aych elementéw bazy jest rowny
zero:

<xi‘xj>:0dlai £ |

Liczba elementow ortogonalnej bazy ateewymiar przestrzeni. Przestrzenie, ktore nas
interesug mogx byé zarébwno skaczenie jak i nieskiczenie wymiarowe.

Przyktad przestrzeni Hilberta.

Rozwamy zbior funkcji zespolonych jednej zmiennej rzeesge).
Jako symboliczne dodawanié przyja¢ mozemy dodawanie war§oi funkcji:

¢(x) = W1 (x) +W2a(x),
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a jako mnaenie o przez liczle mnazenie wartdci funkcji przez liczle zespoloa:

d(x) = ap(x)

Latwo sprawdd, ze tak zdefiniowane dodawanie | niemie przez liczé€ spetnia wszystkie
wymagania dziaka okrelonych w przestrzeni wektorowej. akzac zbidr i dzialania
utworzylismy przestrza wektorova. Zeby przestrae wektorowa byta przestrzenHilberta
musimy w niej okréli¢ iloczyn skalarny. Wszystkie wymagania stawianeueaimczynowi
spetnia przyporgkowanie parze funkcip(x) i Y(x) caiki:

(0lw)= j 60w (x)dx

Jednake nie wszystkie funkcje zespolone posiadsifoiczone caftki.Zeby tak okrélony
iloczyn skalarny byt skiaczony dla dowolnych elementow przestrzeni, musignygraniczyg
do tzw. funkcji catkowalnych z kwadratem, tzn. tdkby:

[0 ()] ?dx < 0

Nasepny warunek, czyli istnienie ortogonalnej bazy jestywicie spetniony. Jako funkcje
bazowe maemy przyac¢ np. fale ptaskie:

1 .
Wi (x) = Eelkx -

Fale ptaskie normujemy zgodnie z regutami unormaaviumkcji wkasnych przynaimych do
wartasci wikasnych o widmie ggtym:

% 1 r: —-i(k=-k")x [
<wklwkl>=_waE<x>wkl(x)dx=ET_jwe (% gy = §(k — k')

Wspotczynniki rozwingcia funkcji w tej bazie uzyskujemy przy pomocy strmacji
Fouriera:

= (Wi ) = jw (x)m(x)dx——Je'k*w(x)dx

a samo rozwigicie stanowi transformaq:pdwrotrq.
1 T ikx
X)=—— | e dk
W) = _Ioo a

Pokazakmy, ze zbior funkcji zespolonych jednej zmiennej rzecisyej, catkowalnych z
kwadratem z ok&donym w nim dodawaniem, muaeniem przez liczdg i iloczynem
skalarnym w postaci calki, stanowi przesfradilberta. Wynik ma@na uogoint na funkcje
wielu zmiennych, jedys réznice stanowd bedzie iloczyn skalarny, w ktorym catkowanie
wykonujemy po wszystkich argumentach funkciji.

Uogalnienie definicji operatora sprzzonego po hermitowsku.

Poniewa operator sprzony po hermitowsku zdefiniowainy na razie tylko w przestrzeni
funkcyjnej skorzystamy teraz z okazji i uogolningm definicg na dowola przestrzé
Hilberta. Przypomnijmyaj:

L|JD|A:([11V)D = j ¢Fpdv

i zapiszmy w symbolice iloczynu skalarnego:

(0w) = [9700w(x)dx
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Otrzymujemy:
~ O AL
(wiFe) =(o[Fw).
a to z kolei przepisujemy w sposob pozwaglgjna dziatanie operatorow ,w lewo”:
(W) =(o[F|w).
Sens takiego zapisu wynika z:
Fo)=Fo)
Przy okazji maemy sprawdzi pewne wiasn&i sprzzenia hermitowskiego.
(Wl(a+B)[0)=(0lA+Blw) =(9lAjw) +(6[B]w) =(w|A"|0)+(w[B"[0) =
=(W|A" +B*[9).
Poniewa nie zaktadafimy nic o funkcjach|y) i |¢), zwiazek ten jest stuszny dla ich
dowolnego ukfadu, zatem:
(A+B) =A*+B"
Podobnie mgna pokazé, ze:
(AB)" =B*A".

Reprezentacja pot@eniowa.

Stany fizyczne, o ktorych dgii postulatowi | wiemy tylkoze ich zbiér stanowi przestize
Hilberta, g obiektami abstrakcyjnymi. Praca z obiektami, orjté tak malo wiemy jest
trudna. Dlatego w praktyce postugujemy sadwzorowaniami stanOw na przestrzenie
tworzone przez bardziej konkretne obiekty. Takievoorowanie nazywamy reprezentacj
Ogolne sformutowanie pozwala na wybor reprezentacktorej konkretny problem fizyczny
jest rozwazat najtatwiej (o ile o tatwym rozvazaniu mana mowe). Wiele problemow udaje
Sie rozwhzat w tzw. reprezentacji pose@niowej, w ktorej stany fizyczne reprezentowage s
przez funkcje poien czastek tworzacych uklad. W tej reprezentacji prowadaiy nasze
wstepne rozwaania. Sprébujmy wykreowareprezentagj potazeniows startujc z catkiem
0golnych rozwaan.

Polazenie castki (w na ogét wielowymiarowej przestrzeni) jestielkoscia fizyczm.
Oznaczmy 4 litera x. Odpowiadacy jej operator oznaczmy przez. Stany, w ktorych
potozenie jest okrdone, czyli pomiar polzenia daje wynik x z prawdopodobhgwem 1
oznaczmy przez‘x). Uzylem symbolu podkridajacego jego przynakmos¢ do przestrzeni
Hilberta stanow.

Stan|x> jest wektorem (stanem) wiasnym operatora (wigkdizycznej) X przynalenym
do wartdgci wtasnej x:

K x) = x|x).

Polazenie jest zmierpciaglta, widmo jego wartéci wlkasnych musi by zatem cigte. Stany
wiasne § unormowane do delty Diraca:

(x|x"y=8(x = x').

Wybierzmy dowolny stan uk%adW) i roztézmy go w bazie stanow wiasnych operatora
potozenia:

)= [axa 3.

Pomnamy to wyraenie skalarnie przez wektor wiasny paaia:

(x|@)=(x|[dx" ay/|x)=[dX(X X) g =[ dX( % %) & = Q.
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Zauwamy, ze wielkai¢(x|P) bedaca iloczynem skalarnym dwéch wektoréw przestrzeni
Hilberta stanéw jest liczb zespoloa. Jej wartéé zalery oczywicie od stanu|y), ale
rowniez od stanu wiasnego pdaienia |x> ktoremu przypormkowana jest jednoznacznie

warteé¢ wiasna potaeenia x. Tak wgc <x| L|J> jest zespolonfunkcjp zmiennej rzeczywistej x.
Mozemy wprowadz oznaczenie:

(x|w)=a, =w(x)

Pametamy, ze kwadrat modutu wspoiczynnika rozwioia funkcji okrélajacej stan uktadu

na stany wikasne pewnej wiella fizycznej okréla gestasé prawdopodobigstwa uzyskania
w wyniku pomiaru odpowiedniej warko wiasnej, zatem:

2 2 2
= |(xw)°| = lw(x)
okresla gestoé¢ prawdopodobigstwa znalezienia w pateniu x castki znajdugcej s w
stanie|L|J>. Funkcja p(x) posiada postulowanwe Wstpie interpretagj probabilistycza
funkcji falowej:

2
p(x) = |w(x)|
W bazie stanéw wiasnych operatora geloia rozwhimy dwa wektory stanyy) oraz|¢)

W) =[dxw(¥)|x), [#)=[dxd(x)[x)

i policzmy ich iloczyn skalarny:

(W) =[x (x[[ dXd(x)| x') = [[ dxdxw"(R(X)( ¥ X) =[] dxdxys=( 3o ( X3( - X)

Po skorzystaniu z wlaséa delty Diraca otrzymujemy:

(W|o)=dxd" (09(x)

Jak widzimy iloczyn skalarny dwoéch wektorow stanyrazit sg przez catk, o ktorej ju
wiemy, ze mae stanowd iloczyn skalarny w przestrzeni funkcji zespolonych tak
okreslonym iloczynem skalarnym zbiér funkcjp(x) =<X|L|J> tworzy przestrzée Hilberta,

ktOra nazywamy reprezentacjpotozeniona. Elementy tej przestrzenn scatkowalnymi z
kwadratem funkcjami zespolonymi (jednej lub wielminiennej rzeczywistej. &S wiec
obiektami, ktorych wiasrioi sa dobrze znane i pozwadajwykon& szereg konkretnych
obliczen. Wiekszas¢ naszych rachunkéw wykonamy w tej drige reprezentaciji. Naturalnie
podobne zwizki speti& beda réwniez inne reprezentacje. Mtiwo$¢é wyboru reprezentacii
jest ogromnym utatwieniem w wielu zastosowaniactllatego ogolnemu sformutowaniu
warto byto péwiegcic¢ trocte uwagi.

Kwantowanie.

Dotychczas dio uwagi péwiccilismy opisowi stanow kwantowych, znamyzjszereg ich
wilasndgci, wiemy jalg tworza przestrzé i wiemy, ze wielkaciom fizycznym odpowiadaj
dziatapce w przestrzeni stanéw operatory. Jedeakala ta wiedza jest malo przydatna
dopoki nie wiemy jak skonstruowabperatory. Metog przyporadkowywania operatoréw
wielkosciom fizycznym nazywamy kwantowaniem.

Przy kwantowaniu musimy odwdtssi do mechaniki klasycznej, gélwickszas¢ wielkosci
fizycznych, ktérymi postuguje simechanika kwantowa ma swoje odpowiedniki klasyczne
Najogolniejsza metoda kwantowania polega naap#stiu znanych z mechaniki klasycznej
nawiasow Poissona komutatorami odpowiednich opgrato

Nawiasy Poissona.
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Nawiasy Poissona powinny dgnane z wykfadu mechaniki teoretycznej, przypemaanak
ich definicg i najwazniejsze wiasngci.

W hamiltonowskim sformutowaniu mechaniki klasycznegjelkosci fizyczne wyraamy
funkcjami polaen i sprzzonych z nimi gdow uogolnionych. Parze wielkoi fizycznych
utworzonych w tym formalizmie (zatemedacym funkcjami pofgen i pedow), A(Q,p) |
B(q,p) przyporzdkujemy funkcg:

(A.B) = %(aA 9B 0B 6Aj
i=1.00; 0p;  0¢; Op

Nosi ona nazw nawiasOw Poissona. tatwo sprawdizh ponisze wiasneci:

1. (A,B)=-(B,A),

2. (A+B,C)=(A,C)+(B,0O),

3. (AB,C)=A(B,C) +(A,C)B,

4.((A,B),C)+((C,A),B) +((B,C),A) =0,

oraz dla statej (niezataej od potaen i pedow) a :

5. (A,a) =0,(aA,B) =a(A,B)

Dla podstawowych wielkiei jakimi 3 w formalizmie Hamiltona poteenia i gdy mamy:
6.(0i.9j)=0, (R.R)=0, (q.p)=g

Sprawdzenie tych wilasgo pozostawiam néwiczenia.

Komutatory.

W mechanice kwantowej wielkoiom fizycznym odpowiadaj operatory okrdone w
przestrzeni Hilberta stanéw. We Wfsie podalem definigj komutatora, wiemy j ze nie
wszystkie wielkdci fizyczne g przemienne, ize wielkasci, ktérym odpowiadaj nie
przemienne operatory niea gednoczénie mierzalne. Propongjsprawdzi nastpujace
wiasnaci komutatorow:

1.[A,B] =-B,A],

2.[A+B,C]=[A,C]+[B,C],

3.[AB,C] = A[B,C] +[A,C]B,

4.[[A, B],C] +[[C,A], B] +[[B, C],A] =0,

oraz dla stalej :

5.[A,a] =0, [aA,B] =qa[A, B]

Zaskakugca jest zbienos¢ wilasndci 1- 5 nawiaséw Poissona i komutatorow zatiajmy
wiec by odpowiedni& nawiasow Poissona byta wilasom uniwersaln, to znaczy by
obowhrzywata dla wszystkich wiellégi fizycznych. Procedura ta nosi nazkwantowania i
polega na przyposazlkowaniu wielkdciom fizycznym takich operatorow, by ich komutatory
byly rowne nawiasom Poissona ich klasycznych odpdmikbw pomnaonym przeziz .
Nawias Poissona zawiera pochodne po q i p dlategmgrenie przezi wyréwnuje wymiar
komutatora i nawiasu Poissona. Z kolei przez c#yruriojony ,i” mnazymy poniewa
komutatory g antyhermitowskie, czyli zmien@gnak przy sprgeniu po hermitowsku:
[A,B]" =[AB -BA]" =|(AB)" - (BA)"|=[B*A* -A*B*]|=[BA -AB]=-{[A,B],

a nawiasy Poissona przyjmujwartcgsci rzeczywiste. Pommenie przez i operatora
antyhermitowskiego przetwarza go w operator henvsto.

Z nawiasoéw Poissona wynilkapastpujace relacje komutacji dla wspéodanych i gdoéw
uogolnionych:

6.16;.9;1=0, [A.B1=0 [q.pl= kg
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Warunki te jak si wkrotce okae wystarczaj do utworzenia operatoréw odpowiagtajch
wszystkim wielk@ciom fizycznym. Znagc meto@ ich konstruowania mamy wekach
narzdzie pozwalajce postawd i rozwigzywa problemy mikréwiata.

Najprostsze zastosowania. Jedna ggtka w przestrzeni jednowymiarowe;j.

Zaczniemy od rozwzania kilku prostych zagadmigednowymiarowych. Na ich przyktadzie
nauczymy si postugiwa@ formalizmem mechaniki kwantowej i na konkretnyatayktadach
sprawdzimy jego funkcjonowanie. Wszystkie sformudowa, ktore dotychczas mogty dy
zbyt abstrakcyjne by dogiinie zrozumié ich trei¢, powinny sté sk czytelne, a wtpliwosci
wyjasnione.

Rozwazmy problem jednej cestki w obecnéci zewrgtrznego potencjatu. Pogliymy sk
reprezentagqj potozeniowa, w ktorej w problemach jednowymiarowych funkcjafaiowymi
s3 catkowalne z kwadratem funkcje zespolone jednegmnej rzeczywistej, iloczyn skalarny
przyjmiemy w postaci caiki (wprowadzonej wénej). W hamiltonowskim sformutowaniu
mechaniki klasycznej dla roze@nego ukladu istotnes grzy wielkdsci fizyczne: poitaenie,
ped i energia. Czas, ktéry w mechanice klasyczneyywig kluczows role przy opisie uktadu
na razie pominiemy. Jego wprowadzenie wymaga sipegja potraktowania i odkymy to
na “p&niej”.

Przysapmy do “skonstruowania” dzialggych w zadanej przez nas przestrzeni operatorow
odpowiadajcych trzem najwzniejszym wielkdciom fizycznym. § nimi potazenie, gd i
energiia

Reprezentacja pot@eniowa.

W reprezentacji poieniowej (poprzedni rozdziat) nakece do przestrze Hilberta
(abstrakcyjnej) wektory stanu rzutujemy na stadgswe operatora patenia. Odpowiednie
rzuty (iloczyny skalarne abstrakcyjnego wektorangta wektora wlasnego operatora
potozenia):

B(x) = (x| W)

s funkcjami zespolonymi jednej zmiennej rzeczywistiejich zbiér po okréeniu
odpowiedniego iloczynu skalarnego tworzy rowni@rzestrzé Hilberta. Funkcje te

nazywamy funkcjami falowymi lub funkcjami stanu,m@waz okreslaja (reprezentw)) stany
fizyczne.

Okresimy w tej przestrzeni operatory odpowiaga podstawowym wielkkeiom fizycznym.

1. Operator potazenia.

Zazadajmy, by operator pokenia funkeg falowa odpowiadajca wektorowi|y)

x(x) = d(x)

przeprowadzat w funkej falowa odpowiadajca wynikowi dziatania na tewe wektor

operatora potzenia okrélonego w abstrakcyjnej przestrzeni stanow (dla aioedw
okreslonych w obu przestrzeniach pozostawmy to samoczame X ):

[6) =X w).

Zatem:

xw(x) = (x|8) = (x[<w).

Teraz dzki zalozeniu, ze wektor|x> jest stanem wiasnym operatora peloia:
Xx) =x[x),
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korzystamy w poprzednim wytaniu z definicji operatora spgrzonego po hermitowsku i
hermitowskdci operatora potzenia (sprowadza gito do dziatania operatorem péémia w
lewo) i uzyskujemy:

(x[%w) = (WIK* %) = (WIKx) " = (Wl x)” = x(w]x)" = x(x] ) = xp(x)

Zatem:

>“<L|J(x) = XL|J(X),

CO 0znhaczaze W reprezentacji poi@niowej, dziatanie operatora paénia na funkej falowa
sprowadza si zawsze do pomuenia jej przez argument funkcji falowej (wspébipa
potozenia czstki).

= X=X

2. Operator pedu.

Poniewa nawias Poissona pdenia i gdu

(x,p) =1,

to zgodnie z ustalareguh kwantowania komutator obu operatoréw powiniea tiywny iz :
[X,p] = in

Oprocz tego wymogu wiemyge operator powinien dyokreslony na zbiorze catkowalnych z
kwadratem funkcji zespolonych oraz hermitowski. @oymi warunkami mze by
catkowicie dowolny.

Najprostszym, okrdonym w przestrzeni funkcyjnej i wyglapcym bardzo obiecago
operatorem jest operator zriczkowania po zmiennej x. Sprawdy jak komutuje z
operatorem potgenia.

9060 2 9 o0 = x- % w60 — D00 = . 060 - 000 x L w00 < -
X,&}QJ(X)—(X& &X)LU(X)—X&LLI(X) dXXL|J(X)—XdXL|J(X) W(x) deLp(x)_ W(x)

Zatem:

x,i} -1

| dx

Zeby komutator byt rownys wystarczy przyjé:

. .. d
=-lh—
P dx
Sprawdmy, czy jest on operatorem hermitowskim (wlad€nda ma zagwarantowa
rzeczywiste widmo wartei wiasnych). W tym celu poszukajmy operatora evmemu po

hermitowsku do operatorggu. Zgodnie z jego definigj

0
o 00p* weodx= ([0 R o =( [ oo = infweo Lo (gax

Wyrazenie po prawe] stronie calkujemy przezesz (pamgtajmy, ze catkowanie
wykonujemy po catym obszarze zmie&oiax, czyli od —oo do o). Otrzymujemy:

inp()0°(x)|” ~inf ¢D<x>d—iw(x)dx

Poniewa funkcije L|J(X)i¢[(X) musz by¢ catkowalne z kwadratem, nie npgw

nieskaczondci dazy¢ do zadnej skéczonej wartéci. Pierwszy skitadnik powgzego
wyrazenia musi b§ rowny zero. Otrzymujemy:

[6°00p wdx = -in ¢D<x>d—iw(x)dx

Poniewa réwnas¢ musi by spetniona dla kalej pary funkcjig(x) i ¢ (x)(przygte zostaty
zupetnie dowolne), musi zachoélzowna¢:
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ot d

p 7] Ix p

Warunek hermitowskiei (samosprgzenia) jest spelniony przez operatoredp w
zaproponowanej postaci. Oczyaie nie wykluczony jest inny wybor operatoredp, gdy
moze istni€ rowniez inny operator speniagy wymagania. Sprawdzenie czy jest toziee
proponug jako zadanie domowe.

3. Operator energii.
W formalizmie Hamiltona wyrgenie na energidane jest funkgjpofazenia i gdu, noszca
nazwe funkcji Hamiltona (lub krécej hamiltonianu). Dlazastki jednowymiarowej w
zewretrznym polu funkcja ta ma posta
2
H(x,p) = -+ V(x).
2m
Ze wzgkdu na zalenos¢ hamiltonianu od poteenia i gdu, operator energii skonstruujemy
wstawiagc do klasycznej zaimosci zamiast jej argumentow odpowiagtag im operatory.
Otrzymany operator:
2 42
A= —h" d® +V(x)
2m dx2
nosi nazw operatora Hamiltona (hamiltonianu). W ramach z@&alalomowego proponuje
sprawdzé czy komutatory hamiltonianu z operatorem pgefva lub gdu @ zgodne z
odpowiednimi nawiasami Poissona.

Podsumowanie II.

» Wprowadzilsmy szé&¢ postulatow mechaniki kwantowe;.

* Przedyskutowadmy wiasndci przestrzeni Hilberta stanow.

» Wprowadzilsmy reprezentagjpotozeniowna, w ktorej obiektami matematycznymi
opisupcymi stany uktadussfunkcje zespolone paten wszystkich cgstek tworacych
ukiad. Funkcje tessiloczynami skalarnymi nakacych do abstrakcyjnej przestrzeni
Hilberta wektorow opisagych aktualny stan uktadu przez ralee do tej samej
przestrzeni wektory wlasne operatora pefuia. Funkcje te nazywamy funkcjami
falowymi i one rOwnie tworz przestrzé Hilberta, w ktorej iloczyn skalarny jest
okreslony w postaci catki po przestrzeni poé.

» Kwantowanie polega na znalezieniu w wybranej regmecji uktadu operatorow, ktorych
komutatory odpowiadajnawiasom Poissona odpowiednich wiglkidizycznych.

» Znalezlismy operator polzenia i gdu w reprezentacji poie@niowej. Korzystajc z
formalizmu Hamiltona mechaniki klasycznej, przy igdyciu znajdujemy operatory
odpowiadajce pozostatym wielkiziom fizycznym (np. energii).
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.
Czastka swobodna.
Najprostszy uktad stanowi gztka swobodna. W tym przypadku potencjatzruje w calej
przestrzeniV(x) =0. Klasyczna cgstka porusza size stad predkoscia. Ped i energia
(kinetyczna) s state.
Dla opisu castki kwantowej rozwgzujemy rownania wiasne wielkoi fizycznych.
Hamiltonian takiego ukfadu zawiera jedynie wyraipowiadagcy energii kinetycznej:
2 42

go-h”d”

2m dx2
Znamy operatory odpowiadge trzem wielkéciom fizycznym macym swoj klasyczny
odpowiednik. Sprawamy ich komutatory:
[X,p]1#0
[%,H]#0
[p,H]=0.
Poniewa komutup ze sob tylko operator pdu i energii, bez jakichkolwiek dalszych
rachunkéw wiemyze tylko te dwie wielkéci fizyczne g jednoczénie mierzalne. Oznacza
to, ze istniej stany w ktorych okidone s jednoczénie energia i ¢d. W tych stanach
jednake nie kedzie okrglone pofaenie. | odwrotnie, w stanach w ktérych pedoie kedzie
okreslone, nie kdzie okrélony ani gd ani energia.
Mamy wiec dwa ukfady zupetne wielkoi fizycznych. Jeden z nich stanowi energiad,p
drugi uktad zawiera tylko jedrnwielkos¢ fizyczm - potazenie.
Odszukajmy stany, w ktorych okéfeny jest gd. Funkcje falowe tych stanovg $unkcjami
wilasnymi operatoragolu. Rozwazmy zatem rOwnanie wiasne operatogdyp
PY(x) = pw(X)
czyli:

5540 = P
X

jest to réwnanie riniczkowe pierwszego stopnia. Jego raaanie ma posta
iEx

P(x)=e?

Na wartdci wlasne p nie dostainy zadnych ogranicze przyjmuje dowolne wartwi

rzeczywiste zarowno dodatnie jak i ujemne. Zazwyeagstepujacy w wykiladniku utamek

zastpujemy jedi stah, nosaca nazw liczby falowe;:

P_

h

a funkcg falowg zapisujemy w postaci :

P(x) ="

Wartos¢ pedu w tym stanie wynosi oczysdie

p = ak

Zauwamy, ze dodatniemugaowi czstki odpowiada fala ptaska z dodatficzba falowa.
Sprawdamy, jakie funkcje falowe opisajstany z okréona energa. Réwnanie wilasne
operatora energii

HY (x) = EY(X)

przechodzi po wstawieniu jawnej postaci hamiltoniam rownanie réniczkowe drugiego
rzedu:
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2 42
T () = EW(),
dx
ktGrego ogolne rozweanie ma posta
lIJ(X) — Ae|kX + Be_lkx
przy czym podobnie jakgd mazemy energi wyrazie przez k:

_n?

Funkcje wiasne ¢lu @ rowniez funkcjami wlasnymi energii. Tym niemniej poniewa
energia jest proporcjonalna do kwadratu liczbyeksamej energii odpowiadgajunkcije

Pr(x) =€ i Py (x) = e
Zauwamy, ze do okrélenia stanu, w ktorym znajdujegstzastka w zupeingci wystarczy
podanie wartéci pedu. Znagc ped mazemy wyliczy rowniez energg:

2
E-P

" 2m
Kwantowy zwazek, pomgdzy energi i pedem jest identyczny jak w przypadku klasycznym.
Ma to zawsze miejsceZeli obie wielkdci sa jednoczénie mierzalne.

Degeneracja wart@ci wkasnych.

Mozemy teraz wprowad&ipojcie degeneracji war§oi wkasnych operatora.

Jezeli kazdej wartdci wiasnej odpowiada tylko jedna funkcja falowa, wndy, ze wartGg¢
wilasna nie jest zdegenerowanazelejednej wartéci wiasnej odpowiada kilka #dych
funkcji wilasnych, mowimy, ze jest zdegenerowana. Liczba niezaleh funkcji
odpowiadajcych jednej wartéci wiasnej nosi nazgvkrotncéci degeneracji. Zgodnie z tym
okresleniem wartdci witasne operatoragdu nie § zdegenerowane, natomiastzéta wart@éé
wiasna energii jest zdegenerowana dwukrotnie.

Liczby kwantowe.

Poprzednio zostalo zapowiedzianee do klasyfikacji stanéw kwantowych thma wy¢
zupetnego uktadu wiellégi fizycznych. W tym przypadku naaloby poda wartasé energii i
pedu.

Jednake zauwamy, ze jezeli zamiast tych wartzi podamy warté liczby falowej Kk,
wowczas wartéci energii i gdu potrafimy tatwo wylicz¢ a stan bdzie cailkowicie
okreslony. Liczby, shiace do okrélenia stanu ukfadu fizycznego nazywamy liczbami
kwantowymi. Okrélaja one zazwyczaj w mniej lub bardziej bezgmaini sposob warkoi
wiasne zupeinego uktadu wieli@ fizycznych.

Unormowanie funkcji falowych.

Réwnanie wiasne jest jednorodne. Zatedelejest spetnione przez funkcjy(x), bedzie
réwniez spetnione przez funkgjd(x) = cP(x), gdzie c jest dowolnstah zespolon. Jezeli
chcemy by funkcja falowa miata oktena interpretagi probabilistycza, musimy §
unormowd.

Uzyskane dla ctki swobodnej warkei wlasne zaréwno energii jak ie@u mog
przyjmowa& dowolnie bliskie wartéci. Obie wielkdci fizyczne posiadaj ciagte widmo
wartasci wikasnych. Ich funkcje witasne musimy unormdéwda delty Diraca.

Wybierzmy dwie funkcje wiasne przynafee do r@anych wartdci wkasnych gpdu lub energii,
np.:
Wi () = € i Py (x) = o XX
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Policzmy ich iloczyn skalarny.

IwE(X)qu'(X)dX: CECk' jé(k'—k)x dx

—00 —00

Przeanalizujmy osobno fu nlq:[ieprezentowemprzez catie wystepujaca po prawej stronie:
o(q) = Je‘qx dx= lim —J €™ dx=lim sin@L)

Lo T[ Lo T[q
Zauwazmy, ze funkcjata w granicyq — 0 dazy do nieskdéczondci, a calka z niej

jdqa(q) = im j dgSnak) S'”(qL) = lim qum -1
e

L -

jest rowna 1. Spe+n|a we warunki, ktorychzadalismy od delty Diraca. Zatem:

JWROOW K (9dx = oy 2m5( k- K) = 211 6| *5( k- K)

funkcije

Wi (x) = ¢
beda unormowane, jeeli

2ric,|* = 1

Unormowane do delty Diraca funkcje wiasne energiedu dla czstki swobodnej maj
post&:

1
X) =——e
W (x) Tom
Specjalnego komentarza rowhimie wymaga zupeh$é ukiadu funkcji wiasnych, gdy
rozktad na nie sprowadza lo dobrze znanej transformacji Fouriera.

ikx

Operator parzystosci.
Zanim przejdziemy do rozazywania nasfpnego problemu, zdefiniujmy nowy bardzo
przydatny operator, jest nim operator parz§sto

PY(x) = W(-%)
Znajdzmy jego widmo. Rownanie wtasne ma pdsta
PU(X) = R(X

Podziatajmy operatorem parzy&o dwukrotnie na funkej falowa. Zgodnie z réwnaniem
wilasnym:

PRU(® = PRI x= Bu( X,

a zgodnie z definigjoperatora parzysfoi:

PRU(X = RI(=3=w(3

ZatemP? =1

Operator parzystoi posiada dwie wartoi wlkasne +1 i -1. wstawia¢ t¢ informacg do
réwnania wlasnego otrzymujemy:

PU(X) = p(=x% ==P(X)

Zatem wartéci wiasnej +1 odpowiadajfunkcje parzyste, war§oi wiasnej -1 nieparzyste.
Zgodnie z postulatem Il w mechanice kwantowe] ojmeoavi parzystéci odpowiada
powinna wielkd¢ fizyczna. Nazywamyaj parzystécia. Zauwamy, ze parzysté nie jest
wielkoscia fizyczm wysigpujaca w mechanice klasycznej. Operator parz§sit&omutuje z
hamiltonianem dla estki swobodnej:
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ﬁﬁﬂ{j - ]wu { h” o ]w x) = FPY(X)

Tak wikc mazna poszukiwé wspolnych funkcji wiasnych operatoréw parzysia energii.
Uzyskane przez nas funkcje wtasne hamiltonianuma@g okreslonej parzystéci. Pamgtamy
jednak,ze widmo energii jest dwukrotnie zdegenerowane,rtaczy do tej samej waloi
wiasnej przynates dwie funkcje wkasne o przeciwnychdgach:

1 1
X)=——e i (X)) =——
Mozemy z nich utworzy parzysd i nieparzysi kombinacg liniowa. Obie lgda funkcjami
wilasnymi hamiltonianu i przynatec¢ beda do tej samej warkei wiasnej:

.00 = ﬁ @ +e™) =%cos(kx)

—ikx

=1 sin(kx)

W (x)= \/—( —e_"‘x)—ﬁ

Schodek potencjatu.

Jako nasfpny przykitad przedyskutujemy jednowymiarowy A

problem castki w obecnéci schodka potencjalu. V(x)

Zaktadamyze: | |

V(x) = Odlax <0 >
“ |V, dlax=0 "

W przypadku klasycznym mieli Bsny dwie istotnie réne maliwosci w zaleznosci od
energii castki. Castka o energii wkszej od krawdzi schodka poruszatabyesw catej
przestrzeni, castka o energii mniejszej musiataby znajdéwg w jej w lewej potprzestrzeni
odbijapc sk sprzyscie od schodka. Podobnie w przypadku kwantowymzathaesy energii
E>V, i E<V, wymagag oddzielnego rachunku. Roziay najpierw pierwsg mozliwos¢.
E>V,

W obszarze |, w ktorym potencjat jest rowny zerd xgfownanie wiasne hamiltonianu jest
takie samo jak dla @atki swobodnej. Funkcje wiasne powinny thagolm post#:

L|J (X) A ik x +B|e—ik|x

gdzie

2mE

e

W obszarze Il, w ktérym potencjat jestzny od zera, jego warfé jest stata i wynosiv,.
Réwnanie wlasne hamiltonianu ma pdésta

['h d—+vo]w<x> = Ep(x),

k, =

2m dx?
CO po przeniesieniu g/ha pravy strorg daje:
-h® d?
X)=(E-V, X
o g W00 = (E=Vo)b()
jego rozwizanie przy dodatninfE - V,) ma posté:
L|J” (X) — A”eik“X + B”e—ik“X ,
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Znamy wec posté funkcji w dwoch rozicznych przedziatach zmiendw argumentu. Nie
jest natomiast jeszcze oklena w punkcie skoku potencjalu x=0. Ze walyl na
wystepowanie w hamiltonianie odpowiadaggo energii  kinetycznej operatora
rézniczkowego, w kadym punkcie przestrzeni funkcja falowa musiébgiagta wraz z
pierwsz pochodag.

»ZSzyjemy” zatem oba rozwzania wykorzystuic do tego dowolne na razie parametry A i B.
Ale zeby ufatwé interpretag wyniku, ktory uzyskamy spoéjrzmy na oba rozménia.
Eksponenta z dodatnim wykfadnikiem przy i opisupastke z dodatnim pdem, czyli
biegraca w prawo, druga funkcja odpowiadaastce biegacej w lewo. Zalamy, ze castka
nadbiega z lewej strony. Me ona si odbc od schodka potencjatu lub pré&ejdalej. W
obszarze | rozwgzanie lgdzie kombinagj liniowa obu funkcji, ale w obszarze Il powigmy
obserwowa tylko czstke biegmca w prawo (nie ma giod czego odb). Dzigki temu musi
Sie zerowd B;,.

L|"II (X) = Alleikux
Narzuemy warunek cgtosci w zerze na funkej
P,0=y,0=A +B =A,

i na pochoda
9,09 =L w, (0] =ik, (A, -B,) =ik, A
6X | x=0 6X 1l x=0 | | | et
Mozemy wkc wyrazt wspotczynniki A i B, przez A:
Au = 2k| Al!Blzkl_k”Al

kI + kII kI + kII

Majac wyznaczone wspoétczynniki rozwéggia mazemy okrgli¢ wspoitczynnik transmisji i
odbicia od schodka potencjatu. Wspoiczynnik trasfirbédzie stanowd stosunek gstasci
strumienia cgstek przechodcych do gstasci strumienia cgstek padajcych:
_|A i _ 4k

|'A\||2 (kl +k|l )2
Wspoiczynnik odbicia d@lzie stanowit stosunelegtosci strumieni castek odbitych i
padagcych.

2
- |BI| - (kl —k, )2
2 2

|A|| (kl + kII )
Zauwamy, ze warunek R+T=1 jest spetniony automatycznie, gahzk=k;, co oznacza
zerowg Wysokaé schodka, T=1 a R=0.
Podobny rachunek moa wykoné przy zal@eniu przeciwnego biegu gztki. Mozna ter
wykorzysta& tutaj uzyskany wynik zaktadgj ujemm, wysoka¢ schodka -V¥.
Inaczej trock wyglada rozwazanie dla energik <V, . Ogolne rozwjzanie w obszarze | jest
identyczne do przedyskutowanego paejyale w obszarze 1l musimy je roaz:
-h? d?

—Y(x)=(E-V X

o 3 P00 = (E-Vow(x)

Poniewa rozwazamy energieE <V,, rownanie wiasne hamiltonianu pemy przeksztat€i
do postaci:
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2Lu<> (v - E)p(x) =B°Y(x)
gd2|e

B= (v -E).

Jego ogolnym rozwraniem jest funkcja:

, () = Ce” +De™

Zauwamy, ze poniewa w granicy X — oo pierwszy skiadnik jest rozbiay, musimy zaadad
C=0.

Zszyjmy nowe rozwizania w zerze:

P,0=y,0=A+B =D

ina pochodag
w.. (X)|c0 = ik, (A, =B, ) =-PD
Po rozwa';zanlu uzyskanego uktadu réwnalgebraicznych otrzymujemy:
=KTBA D= A
k +ip K+if3
Zauwamy, ze wspoitczynnik odbicia tym razem jest rowny 1.
B k=g
Af k+ig

W obszarze Il funkcja falowa wnika w bakgeale zanika eksponencijalnie do zeralhBkos¢
wnikania w barieg zalezy od energii. Przy energii zbhjacej se do wysokdci schodka,
wspotczynnik B dazy do zera, co oznaczae gkbokos¢é wnikania w barieg rosnie
nieograniczenie.

Prostokatna jama potencjatu.
Jako nasipny przykiad przedyskutujemy jednowymiarowy problemstki w obecnéci
potencjatu zadanego warunkami:

V(X)
0 dla XD( ; ;) EE—
V(X) = L L I I
vo da xof-L L) :
o da XH\7%3 | X

W przypadku klasycznym mieli Bsny dwie istotnie réne maliwosci w zaleznosci od
energii castki. Czstka o energii wksze] od krawdzi studni poruszataby esiw
nieograniczonej przestrzeni, astka o0 energii mniejszej musiataby znajdéwse w jej
wnetrzu odbijajc sk sprzyscie od brzegow studni. Podobnie w przypadku kwagtowba
zakresy energii E i E>Vy wymagaa oddzielnego rachunku. Energie uktadu mniejsze

od wysokdci krawedzi studni potencjalu oznaczape castka utworzy stan zwrzany w
studni. Przy energiach gkiszych od krawdzi czastka lgdzie mogta opfci¢ studng, tworzc
stany nie zlokalizowane.

Ze wzgkdu na potencjat zatey od potaenia castki, operator gdu nie komutuje z
hamiltonianem. &1 i energia nie mag by¢ okreslone w tym samym stanie. Poniewa
operator pdu nie ulegt zmianie, jego waéd i funkcje wlasne znamy. Poszukajmyewi
standéw o okrdonej energii.
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Poniewa potencjat dany jest parzysiunkcp potazenia, hamiltonian komutuje z operatorem
parzystdci:

S
PH —F{ S +V(X)jLIJ(X)

( A (- x)}u( x)( L d—+V<x>j¢< x) = FPY(x)

Powinien zatem istnée

2m dx? 2m d
wspolny cag wektorow wiasnych, stany o oklenej energii mog mie¢ okreslona
parzysté¢. Wiasndé ta pozwala nam na poszukiwanie dwéch rodzajow djinktasnych
hamiltonianu - parzystych i nieparzystych. W obaypadkach problem réwnania wtasnego
hamiltonianu ulega uproszczeniu. Wystarczy zigaleinkcje wlasne w obszarze dodatnich
wartaici x i skorzysté z okr&lonej parzystéci:
W(=x) =*Y(x)
W obszarze, w ktérym potencjat jest réwny zefo®x /2. /2), rOwnanie wilasne
hamiltonianu jest takie samo jak dlastki swobodnej. Funkcje wiasne powinny tnagolra
post&:
W, (x) = Ae™ +Be™
gdzie stata k waze sk z energy relach:

n°k?

2m
Mozemy rozdzield rozwizania parzyste:
Wi (x) = A(eikx +eg ) = 2A coskx)
i nieparzyste:
Py (x) = —iA (e"‘X ""X) 2A sin(kx).
W obszarze, w ktérym potencjat jestzny od zera, jego wargé jest stata i wynosiV,.
Poniewa rozwazamy energie K Y, rozwihzanie rownania wlasnego ma pdstaky sam
jak wewnytrz schodka potencjatu:
P, (x) =Ce” + De™
gdzie

2m 2m 9

- 25~
Ze wzgkdu na okrélona parzysté¢ szukamy funkcji falowej w przedziale dodatnich x.
Zauwamy, ze funkcja powinnaayé do zera dla x zmierzgjych do nieskdczondci. Zeby
to bylo spelione stala C muskt sierow&. Zatem w obszarze [1(L /2,0 funkcja falowa
ma posté&
W, (x) =DeP*.
Znamy wec posté funkcji w dwdch rozicznych otwartych przedziatach zmiedoo
argumentu. Nie jest natomiast jeszcze #lkrea w punkcie skoku potencjalu x=L/2. Ze
wzglkdu na wystpowanie w hamiltonianie odpowiadaggo energii kinetycznej operatora
rozniczkowego, w kadym punkcie przestrzeni funkcja falowa musiébgiagta wraz z
pierwsz pochodn. Dla rozwazan parzystych warunki ggtosci funkcji i pochodnej w
punkcie x=L/2 maj post&:

q;l(%) =y, (%) = 2AcoskL /2)=De™® /2

E=
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m (%j =y, (%j = 2kAsin(kL /2) =BDe™ "

Réwnania te okidaja zwiazki pomidzy wystpujacymi w funkcjach statymi.
Dzielac stronami oba réwnania pozbywamy sinich statych A i B. Pozostaje warunek:

ktg(kL /2) =B = ‘/i—Tvo K2

stanowacy nieliniowe rownanie algebraiczne ogranigzaj maliwos¢ wyboru liczby
falowej k i w rezultacie determimge dopuszczalne waé energii. Widmo energii doizie
dyskretne. Pongj znajduje i ilustracja graficznej metody wyznaczania dopustnyzzn
wartasci liczby falowej k. Szukamy punktow przecia dwdch krzywych:

2m
to(kL /2) z
A ) k k\/h2

Réwnania te nalg rozwhzaé numerycznie. Ponej znajduje i ilustracja graficznej metody
wyznaczania dopuszczalnych wainliczby falowej k.

10.00

5.00 —

0.00

2m 2
hizvo - k
k
_ gﬁ
-5.00 — 2
-10.00 g

.y K anl

Dla rozwhazan nieparzystych warunki ggtosci sa nastpujace:
2Asin(kL /2) = De /2

—2kA coskL /2) = BDeP-'2

Stad uzyskujemy rownanie na k:

—ctg(kL/Z)—E—%‘/i—TVO—kz

Réwnania te nalgy rozwihza¢ numerycznie. Po wyliczeniu k (energii) wracamyjeldnego z
warunkoéw uciglenia funkcji i wyliczamy statD:

D = 2A coskL /2)3[3"/2 dla funkcji parzystych,

D = 2Asin(kL /2)3[3"/2 dla funkcji nieparzystych.
Stah A wyznaczamy z warunku unormowania:
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L/2 00
2A2 | 4cos? kx Yix + 4cod kL /2¢Pt je‘zﬁx d% = 1dla funkcji parzystych
0 L/2
L/2 00
2A2 | 4sin? (kx Jdx + 4sin® KL /2gPt je_ZBX dx| = 1dla nieparzystych.
0 L/2

Nie bedziemy wykonywd tych rachunkéw analitycznie. Do rachowaniazemy postayé
sig komputerem i przy jego pomocy przeanalizéwaozliwe rozwihzania

Oczywscie przedyskutowane povwsj stany zwgzane nie wyczerpajwszystkich maliwych
stanow energetycznych uktadu. Przedyskutcwalitylko przypadek K Y, odpowiadajcy
stanom zwgzanym w studni. Energie standw awanych tworz widmo dyskretne (astka
klasyczna mogtaby posiagl@owolne energie), funkcje falowe glokalizowane wewstrz
studni i na jej obrzau. Gkbokas¢ wnikania castki w barieg zalezy od geometrii studni i
energii castki (w przypadku klasycznym nie bylo wmiovosci wniknigcia w barieg¢
potencjatu wysz od energii castki).

Funkcje falowe odpowiadgje rozwazaniom dla energii wkszej od wysokgci bariery nie
s zlokalizowane, rozggap sk w calej przestrzeni, a energie twomidmo chgte. Do tego
problemu powrocimy w niedalekiej przysgém.

Podsumowanie lIl.

» Dla castki swobodnej jest sens rozpatriszy wielkaici fizyczne: potaenie, rd,
energia.

» Znalezlismy wartdci i wektory wiasne operatoragu. Wektory wiasne twogzwidmo
ciagte, funkcje wiasne stanoaviale ptaskie, normujemy je do delty Diraca.

* Energia mae by jednoczénie okrélona z gdem. Wektory wlasneasvspolne. Widmo
wartasci wikasnych energii jest dwukrotnie zdegenerowane.

* Przedyskutowadmy problem rozpraszaniagstki jednowymiarowej na schodku
potencjatu.

» Wprowadzilsmy nowa nie wystpujaca w mechanice klasycznej wielkdfizyczm -
parzystd¢. Jereli jej operator komutuje z hamiltonianemzstona do klasyfikacji standw,
umazliwiajac jednoczénie uproszczenie rachunkow.

* Rozwhgzalismy problem stanéw zwzanych w prostadtnej studni potencjatu. Energie
standéw zwgzanych tworg widmo dyskretne, funkcje falowe glokalizowane wew4trz
studni i na jej obrzau.
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V.

Nieskaiczenie g¢boka studnia potencjatu.

Obliczenia poziomow energetycznych w studni pot#ncjznacznie 8i upraszczaj w
przypadku gdy gbokaos¢ studni dzy do nieskéczonagci. Przedyskutujemy ten przypadek
bardziej szczegdélowo nie tylko ze wedl na maliwos¢ wykonania rachunkéw
analitycznych do kiaca, lecz rownig dlatego,ze modelu nieskiczenie g¢bokiej studni
uzywa st w wielu rachunkach zaréwno analitycznych jak i maypecznych.

W granicy \p - o wykiadnik B w eksponencie funkcji falowej wewtnz bariery

(dla x>L/2) réwnie dazy do nieskéczondci. W rezultacie zagg wnikania funkcji falowej
w bariek staje s§ nieskaiczenie maly, funkcja falowa zeruje: sia jej granicy i naturalnie w
calym wretrzu bariery rownie. Warunki na k ulegaj uproszczeniu. Dla rozezan
parzystych otrzymujemy:

Vo -
Zr;;z/o_k2 o 0,

ktg(kL /2) =B =

a dla nieparzystych

k ctg(kL/2) = o0

Pierwszy z nich jest spetniony zgi argument funkcji tangens jest nieparayst
wielokrotndicia /2.

kL m : (2n+m
—=(2n+1)— czyli k =——
2 ( ) 2 y L
Drugi, jezeli argument kotangensa jest wielokraicig :

kL , 2nm
—=nmczyli k =——
2 L
taczac oba warunki otrzymujemy dla k wszystkie dopuskweavartdci:
k=M
n L !
gdzie n przyjmuje dowolne wadac naturalne.
Energie uktadu wyraaja Sk przez n:

a hzk% _ 72m°n?
2m  2mL?
Najnizszej energii odpowiada n=1, energie pozostatyaiopaow & coraz bardziej odlegte i

proporcjonalne do?.

Cale widmo energii jest dyskretne. Kolejne pozioemgrgetyczne odpowiadapa przemian
parzystym i nieparzystym funkcjom falowym. Funkégdowa stanu podstawowego zawsze
jest parzysta.

Przegcie graniczne z gbokadscia studni do niesk@czondci, powoduje,ze na jej brzegach
funkcja falowa znika. Ggstki nie penetraj obszaru o nieskm@zonej energii. Powoduje to
pozorm niecagtosé pochodnej funkcji falowej w tym punkcie. Pozermgdyz w realnych
ukltadach bariera potencjatu v® by znacznie w¥sza nk energie poziomow, ktore nas
interesuy, ale nie mae by nieskaczenie wysoka. Zawsze traktoéva powinngmy jako
granie bariery skéczonej, a w tym przypadku nie ma niggosci. Co najwyej ttumienie
funkcji falowej na brzegu bariery me by¢ bardzo silne.

Przegcie graniczne z wysokoia bariery do nieskiczondgci mazna przedyskutowa
postugugc sk programami STUDNIAL i STUDNIAZ2.

En

Nieskaiczenie géboka studnia potencjatu nie jest w praktyce realaoa przez ukfady
fizyczne. Jednate czsto postugujemy 8inia w wielu zastosowaniach, szczegolnie w
rachunkach numerycznych, w ktorych z czysto racbhurykh powoddw musimy ogranic&y
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sie¢ do skaiczonego obszaru przestrzeni i wygodne gdainie zerowania sifunkcji falowej
na jego brzegach.

Pudto periodyczndci.

W rachunkach analitycznych natomiast dokonujemysttz nieco innego zabiegu,
polegajcego na umieszczeniu gstki w tzw. pudle periodyczioi. Dzielimy przestrzé na
odcinki o diugdci L, duzej w poréwnaniu z rozmiarami badanych uktad&@gdamy, by
funkcja falowa przyjmowata takie same waniona brzegach tego obszaru:

e

Przy takim zal@eniu funkcje wiasne operatoragdu (dla castki swobodnej rownie

operatora energii) mugzspemid warunek:

eikLi2 — gikliz

Ogranicza on widmo operatora. Liczba falowazen@rzyjmowa tylko dyskretne wartei
bedace wielokrotndcia 2m/L :

21N
k,=—,

L
gdzie j jest dowols liczba naturalm. Réwniez energie cgstki swobodnej mogprzyjmowa
tylko dyskretne warti:

21,2 2
e =k :2hT2[2n2

2m mL
Jednake w granicy daych rozmiarow L, odlegkci pomidzy skwantowanymi warggiami
pedu i energii dza do zera. MOwimy o widmie quasi dyskretnym. Pozwalaa korzystanie
z wszystkich zalet widma dyskretnego w zastosowalauprobleméw, w ktérych widmo
wartasci wilasnych jest faktycznie ggte. Mazemy np. calkowanie po widmie wasétd
wilasnych zagpi¢ sumowaniem. Mazemy réwnig unormowa funkcje wtasne nie do delty
Diraca, lecz do delty Kroneckera. Funkcje:

myv%@“

tworza w tak spreparowanej przestrzerggcortonormainy.
L/2 L/2 L/2

1 wx 1 5 1 ¢
0 ()b, ()dx = [ et gkrdx =2 [@ltxgx =
":'./2 —E'./z\/E \/E L —C'./z
_ 2sin((k, —k,)L/2) _ 2sin((m-n)m) _
L(km _kn) 2-’-[(m_n) mn

Zabiegu tego dokonujemy w przypadkach gdy tatvasf pperowéawidmem dyskretnym. Na
zakaczenie rachunkéw dokonujemy prigq granicznego z L dee.

Oscylator harmoniczny.

Jednym z niewielu probleméw mechaniki kwantoweja ditorego potrafimy wykorga
wszystkie rachunki analitycznie jest problem osmyia harmonicznego. Jest on
odpowiednikiem klasycznego ukiladu zémego z castki w polu sit spgzystych. Potencjat
oscylatora harmonicznego jest proporcjonalny do deaiu odlegiéci czastki od potaenia
réwnowagi (za polzenie rownowagi przyjmiemy pogiek ukfadu):

k. 2
V(x) = =x°,
(x) 5
gdzie k jest wspotczynnikiem sgrystasci. Zazwyczaj zagpujemy go ing stah przyjmupc:
k = mw?
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Hamiltonian ukfadu ma posta
-12 d?2  mw? 2
= + X
2m dx2 2

Przejscie do zmiennych bezwymiarowych.
Korzystnie by bylo pozhy si wystpujacych w hamiltonianie statych. Memy tego
dokon& dobieragc odpowiednio jednostki odlegio i energii. Przyjmijmy za jednostk
dtugdéci a. Wstawiggc to do hamiltonianu otrzymujemy:
32 42 2

Y = hz d2 mow 2252

2me< dx 2
Jednostk diugasci a dobieramy tak, by ujednokicstale w obu skfadnikach hamiltonianu.
Zadamy:

h? _ mow? 2

2ma? 2
Stad:

h
a=,|—,
m

co po wstawieniu do hamiltonianu daje:

2
H= —11_J+X2 ESE
dx? 2
Jezeli za jednosté energii przyjmiemy
hw
€= —
2
uzyskamy tzw. bezwymiaranpost& hamiltonianu:
2
H= _d_2 + X2
dx

Réwnanie wiasne oscylatora harmonicznego.
Rownanie wiasne

2
(—d—2+x2 - E}p(x)

dx
rozwigzujemy stosujc podstawienie:
2
w(x)=e™ ¢(x),
dzieki ktoremu dla funkcjip(x) uzyskujemy réwnanie:
X2 X2 X2 X2
[ 2 Ele 2 a0zt (cxe 2 T d 2 _Elo 2 o(x =
0= - +x?-Ele 2 ¢(9=-—|(-X)e 2o(9+e 2 o()|+(x2~EJe 2o(x=
dx2 dx dx
=e 2 (1— X2 +2x———2+x2 —E}P(X) =e ? (1+ 2x———2—EJ¢(X)
X dx dx dx

Ostatecznie funkcj@(x) musi spetiaréwnanie:
¢"-2x¢' +(E-Dp =0
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Jest to znane w matematyce rownanie, ktore dla

E-1=2n,
Z n przebiegagym wartdéci 0,1, 2,......, posiada rozyania w postaci wielomianow stopnia
n, noszacych nazw wielomianow Hermite’a:

2 g _,2
H,(x) =(-)"e* d—ne X
Dla wartagci E nie spemiajcych podanego warunku réwnanie wlasne hamiltoniaigu

posiada rozwizan skaiczonych w calej przestrzeni. Uzyskahly wigc dyskretny ukiad
poziomoOw energetycznych:

Enh= (n+%)hw

wraz z odpowiadagymi im funkcjami witasnymi:

x2

Wn(X)=Npe 2 Hy(X
Jezeli za state N\ przyjmiemy
1

Jmni 2" ’

funkcje te stanowiciag ortonormalny.

Poniewa potencjat dany jest funkgj parzyss, hamiltonian komutuje z operatorem
parzystdci i funkcje wtasne oscylatora harmonicznegoawdjreslona parzystdé. Parzystym

n odpowiada funkcje parzyste, nieparzystym n nieparzyste:

Np =

1 _.2
L|»'0(X)=4—e x“12

4

2 _y2
L|J1(X)=%X€ X2

Wa(x) = 2£<2x2 e /2

Yn
1

N

Problem oscylatora harmonicznego jest jednym ziczych probleméw mechaniki
kwantowej posiadagym analityczne rozwranie. W wielu problemach, ktore rozzan
analitycznych nie posiadaimozna zastosowago do obliczé przyblizonych. Zauwamy, ze
jezeli mamy do czynienia z potencjalem posiadgin w pewnym punkcie przestrzeni
minimum, maemy potencjal rozwat w szereg paegowy wzgkdem odlegiéci od
minimum:

V(x) = V(0) +%v "OX 2 ...

2
(2)(2 _ 3)X€_X /2

P3(x) =

Ograniczajc rozwinkcie do wyrazéw kwadratowych w X, przytdimy potencjat ukladu
potencjatem oscylatora harmonicznego.

Przykiad:
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Jang potencjatu danwyrazeniem:

V(x) = v0(1—e‘“2)

w przyblzeniu harmonicznym zagiujemy potencjatem:

VI (x) = VoA x2

llustracg stanowi program JAMAEXP. Sprawoly w jakich warunkach przylignie
harmoniczne pracuje.

Podsumowanie IV.

* Kontynuupc problem czstki w prostolgtnej jamie potencjatu przesainy z gkbokascia
jamy do nieskaczondci. W rezultacie otrzymalmy dla energii zbior dyskretnych
wartasci wiasnych, odpowiadagych na przemian parzystym i nieparzystym funkcjom
wilasnym. Funkcje falowe nie wnikayv glab nieskaczonej bariery, zerajsi na jej
brzegu.

» Wprowadzilmy pogcie pudia periodyczrgi. Zamkngta w nim czastka posiada quasi
dyskretne widmo wartei wiasnych.

* Rozwagzalismy jeden z nielicznych problemow posiagaich rozwazanie analityczne,
czyli problem wiasny oscylatora harmonicznego. Pwat prawie kada funkcie
posiadagca minimum mana w jego okolicy przybhy¢ parabad, rozwihzanie dla
oscylatora harmonicznego wykorzystuje wiwielu rachunkach przylibnych.
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V.
Numeryczne rozwgzywanie rownania wtasnego.
Istnieje caly szereg metod numerycznychzgdych do rozwgzania rownéa wiasnych.
Chciatbym przedstawi przynajmniej jeds, ktora kazdy ze stuchaczy mogiby w prosty
Sposob zaprogramowalednowymiarowy problem wiasny
a0

———— *VX)-E|Y(x)=0

2m gx?2
stanowi rownanie rniczkowe drugiego kxu, ktore przy odpowiednim wyborze jednostek
mozna sprowadzido bezwymiarowej postaci:
P (x) = (V(x) —E)P(x).
Rozwhzat je mazemy tzw. metoal réznicowa. Polega ona na podziale obszaru zmigaono
argumentu funkcji na male odcinki, zgseniu w réwnaniu réniczkowym pochodnych
ilorazami r@nicowymi i wyrazeniu funkcji w pewnym punkcie poprzez jej waxdbw
punktach gsiednich.
Szukamy funkcji falowej w punkcie x. NiechAx stanowi krok calkowania. Rozwijamy w
szereg paigowy wokot punktu x funkej Y(x + Ax)

WO+ B%) = 00 + W 008X+ 1" (B0,
nastpnie funkcg Y(x + 2Ax):
W(X+20X) = P(X) + 20" (X)AX + 24" (X)(4x) 2.

Pierwsze rozwiricie mnaymy przez 2 i odejmujemy od drugiego:

WX+ 20%) = 2(x + A%) = =Y(X) + " (X)(%)?.

Pozbylsmy sk z wyrazenia pierwszej pochodnej funkcji falowej. Teraz ggmipowujemy
wyrazy:

WX+ 20%) = 24(x+ A%) = W) + B ()(A%)?,

nastpnie drug pochodgn zastpujemy wyraeniem wynikagcym z rownania wiasnego
P(x+20x) = 20(x +Ax) = P(X) + (Ax)* (V(X) ~E)P(X) .

Uzyskalsmy wiec przepis na wytgenie wartéci funkcji w pewnym punkcie poprzez jej
wartasci w punktach poprzedzggych.

Zamykamy ukitad w nieskmzenie gibokiej jamie potencjatlu w celu uzyskania warunkow
brzegowych polegagych na zerowaniu sifunkcji falowej na obu jej brzegach. Jej szergko
L powinnémy dobr& na tyle dua, by nie ograniczalo funkcji falowej rozpatrywanego
uktadu. Dzielimy obszar zmiené@ X na N odcinkow. Jeli kolejne punkty przestrzeni
oznaczymy przez

Xp = NAX,

poprzednie réwnanie przyjmuje posta

W(Xp+2) = 20(Xp41) —W(Xp) + (AX)Z(V(Xn) —BE)W(xp).

Mozemy wic wyznaczy wartas¢ funkcji w dowolnym punkcie, jeli znamy 4 w dwoch
punktach poprzednich. Musimy zad& w dwoch pierwszych punktach.

Startupc od brzegu nieskmzonej bariery potencjalu zaktadamy zerowanée fankcji w
pierwszym punkcie:

Y(Xg) =0

W drugim punkcie mzemy przya¢ dowolra, najlepiej mad wielkos¢ (grozba przekroczenia
maksymalnej wielkéci liczby w komputerze), np.

Y(x4) =0.000001
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Jej konkretna warkg nie ma znaczenia ze wgdl na unormowanie funkcji, ktorego
dokonamy po rozwaniu rownania.

Jestémy wiec przygotowani do rozwzania rownania rficzkowego. W réwnaniu wiasnym
jednake (w odr@nieniu od innych rowna rézniczkowych) niewiadom jest nie tylko
funkcja wiasna, ale roOwnieenergia. Stanowi to dodatkowe utrudnienie przymigzywaniu
problemu metoglroznicowa. W celu wyznaczenia E postugujemyg gazwyczaj metogltzw.
“shotingu” (strzaldw). Metoda ta polega na Zzaloiu pewnej wartei E, rozwazaniu
réwnania raniczkowego i sprawdzeniu czy uzyskana funkcja falaxeruje s na drugim
brzegu studni. Jeli nie, zmieniamy warté E i ponownie rozwazujemy. Do wybierania
mozna wy¢ bisekcji, lub innej metody.

Funkcjonowanie metody zilustrowane jest w progra®idJDNIAS. Zastosowanie wraz z
poréwnaniem do przyldenia harmonicznego w programie JAMAEXP.

Ciagte widmo wartosci wkasnych. Jednowymiarowe problemy rozproszeniowe.

Powr&my do przedyskutowanej poprzednio studni potenc@hskaiczonej wysokéci,
zmienmy jednak parametryzacjPrzyjmijmy zerowy potencjat poza obszarem studmyli
dla|x| > L/2, natomiast-Vq w jej wrgtrzu, czylidla [x| <L /2.

Odpowiada to dodaniu do potencjatu stateyy. Zauwamy, ze manewr taki nie zmieni

funkcji wiasnych, gdy stah z potencjatu zawsze remy przesuat do energii. W rezultacie
stanowi on zmiagienergii odniesienia. Energia nie jest wéectp bezwzgédn, tak naprawel
mierzalne g jedynie jej r@nice. Poprzednio energie liczyiny od dna studni, teraz od jej
krawedzi. Jest to korzystniejsze ze wadih na tatwé¢ odr&nienia standw zvazanych od
zdelokalizowanych.

Energiom E<O odpowiada widmo dyskretne stanéwazariych, a E>0 widmo gite stanow
nie zwhzanych. Podziat taki jest znacznie klarowniejszy. p@przedniej dyskusji
prostolgtnej studni potencjatu liczydiny energie wzgdem jej dna, w celu unmbwienia
dokonania przégia granicznego z Y do nieskaczongci.

Po tej dygresji przejdny do analizy problemu. Tym razem zajmiemy stanami nie
zwiazanymi, ktorym odpowiadajenergie wysze od krawdzi studni. Zaktadamy;e czastka
ma okrélona energ¢. Musimy poszukastandéw wiasnych hamiltonianu.

Ze wzgkdu na schodkowy A

charakter potencjalu  nmemy V(X)

przestrzé podziele na trzy

obszary:

l. x<-L/2, >
Il. -L/2<x<L/2 X

.  x>L/2 | I 1]

W obszarze | i lll potencjat jest

rowny zero. Hamiltonian, a zatem _| /2 L/2

rowniez funkcje falowe may
post& taka sam jak w przypadku cgstki swobodnej. Przyjmijmy:

L|J| :Ae|kX + Be_lkx
L|J||| :Ce"()( + De_lkx

gdziek = 2—mE .
72
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W obszarze Il rbwnanie wiasne ma pdésta

d? 2m
FLU(X) = _h_z(E +Vo).

Poniewa energia oraz wielkié V sa dodatnie, wprowadzamy oznaczenie:

/2
q: h—rzn(E+Vo)

i 0golne rozwazanie rownania wkasnego przyjmuje pésta
Wy =ae'P +pe’¥,

Jezeli teraz skleimy rozvwgzania z trzech obszarow narzugajwarunki cagtosci funkcji
falowej i jej pochodnej w punktach ich pokenia, uzyskamy 4 réwnania, ktore mussg
spetione przez stale zawarte w ragaeniach ogolnych. Warunek unormowania funkcji
falowych stanowi pite rownanie. Jeeli podobnie jak poprzednio zglamy okrélonej
parzystéci rozwihzan, otrzymamy szosty warunek. Poniewggednak w rozwgzaniach
0golnych rowna rozniczkowych pojawito € 6 dowolnych statych: A B C [ 3, jest ich
wystarczagca liczba by problem posiadat roazanie dla dowolnych energii. Energie E>0
tworza widmo chgte. Pamgtamy, ze dla E<O liczba warunkéw przekraczata o 1 liczb
dowolnych statych i ich spetnienie doprowadzitodyskretnego widma energii.

Ze wzgkdow fizycznych rozwza¢ bedziemy proces niesymetryczny wedém inwersji
(zmiany znaku) zmiennej X. Nieellziemy wec zadat okreslonej parzystéci rozwhzan
(pomimo komutacji operatora parzy&toz hamiltonianem, funkcje wlasne mpépcz nie
musz by¢ parzyste).

Zaktadamyze obserwujemy strumieczastek docierajcy do studni potencjatu z lewej strony
(od strony ujemnych wargoi x). W przypadku klasycznym ggtka pokonataby studpi
zwiekszapc swoj predkosé na jej lewej krawdzi i powracajc do poprzedniej pdkosci na
krawedzi prawej. Zmiany pdkosci moglibydmy policzy¢ z prawa zachowania energii.
Wazne jestze poruszataby sicaly czas w prawo.

Czastka kwantowa zachowujeegshieco inaczej. Nadbieggga z lewej strony estka mae
pokon& studng¢ potencjalu i przéf na jej praw strorg, lecz z okrélonym
prawdopodobigstwem mae réwnie odbié sii od pierwszej, lub drugiej kraszi studni.
Funkcja falowa cgstki po lewej stronie studni oraz w jej gireu powinna by kombinacg
funkcji falowej odpowiadagcej ruchowi w prawo i ruchowi w lewo. Funkcja falawpo
prawej stronie studni zawidgrabedzie jedynie skladow odpowiadajca ruchowi castki w
prawo (nie ma ja przeszkody, od ktorej mogtabyespdbi). Tak postawiony problem ma
jednoznaczne rozazanie, poniewa w rozwhgzaniu ogélnym w obszarze Il musimy
odrzucé funkcje opisupca czastke poruszajca sie w lewo, czyli rozwazanie odpowiadage
ujemnemu pdowi. Jest to fala ptaska z ujemliczba falowa. Zadamy zatem zerowaniagsi
statej D. Uzyskaiimy dodatkowy warunek na jealnstah i rozwigzanie powinno b§
jednoznaczne.

Warunki cagtosci map posté:

W punkcie -L/2:

Ae K12 4 pdkLI2 _ g glal 12 gl /2

oraz

ik(Ae—ikL/Z _ BeikL/2) = Iq(O( e—iqL/Z _ B '@L /2)

W punkcie L/2:

O(equ/2 +Be—|qL/2 — CékL/Z
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oraz
iCI(GeiqL/Z + Be—iQL/Z) — IkCékL /2

Przy wyciu tych czterech réwmia (zespolonych) megemy stale (naogdt zespolone)
B, a,BiC wyrazi poprzez statA.

Poniewa hamiltonian nie komutuje z operatoregdp, jego funkcje wtasne nig funkcjami
wilasnymi gdu w calej przestrzeni. Jedr@k asymptotycznie (w dej odlegidci od studni)
mozemy je na funkcje wilasneegu roziay¢, a wspoétczynniki rozwiricia zinterpretowé

jako odpowiednie prawdopodol&wa.
| tak z lewej strony studni rozkladamy fun&kdéalowa na strumié czstek przechodcych w

prawo (gd dodatni) z prawdopodolfistwem |A|2, oraz strumié czstek odbitych (pd
ujemny) z prawdopodohistwem |B|2. Z prawej strony studni mamy jedynie strumie

czastek przechodgych w prawo z prawdopodolistwem |C|2. Stosunki odpowiednich
prawdopodobigstw maj interpretag wspotczynnikdw odbicia i prz&gia przez studgi
Wspotczynnik przégia (prawdopodobiestwo przejcia przez studr) jest:

2
T= —2,
Al
natomiast wspotczynnik (prawdopodoiséwno) odbicia:
2
R = &
A

Wykonujgc rachunki mana s¢ przekond, ze suma obu wspoiczynnikow jest réwna 1.
Rachunki g na tyle elementarnege nie kedziemy ich wykonywé, podam jednak kicowe
wyrazenie na wspotczynnik przgja:

T= 1
1k _q)’_
1+(—) sin“ (qL)
4\q k
Naturalnie musi b§ spetiony zwizek:
R+T=1

Zauwamy, ze wspoiczynnik przégia T (poprzez k i q) zaky od energii i rozmiarow studni.
Drugi sktadnik mianownika jest nieujemny (eldi czemu wspoéiczynnik transmisji nie e
przekraczd& 1), ale dla pewnych energi w® by rowny 0 (dla tych energii
prawdopodobigstwo przejcia jest rowne 1). Stany odpowiagleg takim energiom
nazywamy rezonansowymi. Pojawiaie one gdy

sinL)=0

co zachodzi dla

2m
h_2

gL = (E+V,)=nm

czyli dla energii danych wyganiem:

2 2
E- h thrl
2mL

Odpowiada to sytuacji, w Kktore] szerdko studni jest wielokrotréria diugcsci fali
odpowiadajcej castce w jej witrzu.

Vo
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Zaleznos¢ wspoiczynnikow przégia od energii castki oraz pojawiajce s¢ przy okrélonych
energiach stany rezonansowe ilustruje program REXBI Zwr&my uwag ha
podobigistwa i r&znice rozktadu gstoéci w stanach zlokalizowanych i rezonansowych.

Tunelowanie przez barieg potencjatu.

Podobny problem rozproszeniowy przedyskutdwezna dla bariery potencjatu. Dla zakresu
energii wgkszych od wysokgi bariery E>h, rachunek prowadzimy identycznie gakvyzej,
zastpujemy jedynie ujemny potencjat w jamie dodatwysokdcia bariery w obszarze II:
V(x) = h. Rozwazania g jakosciowo identyczne jak w przypadku studni.

Dla energii mniejszych od wysoa bariery sytuacja jest odmienna, w obszarze lienirsg
wtedy charakter funkcji falowe]. Niegbizie kombinag fal ptaskich, lecz kombinagjfunkcji
eksponencjalnych z rzeczywistym wyktadnikiem.

l.IJ” :aeiqx +Be—iqx - l.IJ” :ae—Kx +Bekx

gdzie
2m
n?
Zauwamy, ze jezeli dopucimy dla g wartéci urojone, to

q:N/;—T(E—h):iK.

Mozna wkc zachowé poprzedrg post& funkcyjma i wykorzyst& poprzedni rachunek,
pametajac 0 urojonych wart&ciach g=k. Wstawmy to do wzoru na transmisj

K= (h-E)

) 1 ] 1
- .2 - 2

14 2K O ginzinl) 1+ 2K K] shul)
4lik k 4k k

Zauwamy, ze wspoiczynnik transmisji nie e by rowny 1. Stany rezonansowe wystija
jedynie dla energii wiszych od wysokei bariery. Natomiast ze wzglu na rosaca do
nieskaiczondci funkci sh(x), prawdopodobfstwo transmisji spada do zera przyzyith
szerokdciach bariery.

Zaleznos¢ wspoliczynnika przeégia od energii, oraz rozktadyestosci prawdopodobigstwa
przebad& mazna przy wyciu programu BARIERA.

Podsumowanie V.

* Poznakmy prost numerycza metod& rozwihzywania problemu wiasnego. W rownaniu
rézniczkowym pochodne zagtujemy ilorazami rénicowymi na siatce punktow,
uzyskujemy iteracyjne rownanie, w ktorym waddunkcji w nasgpnym punkcie
determinowana jest przez watow dwoch punktach poprzednich. Wasdaviasry
dobieramy metag,shootingu”, tak by wart& funkcji falowej zerowata gina kaicu
przedziatu.

* PrzeszBmy do dyskusji stanow niezgaanych (rozproszeniowych) dlaastki w
obecndci jamy lub bariery potencjatu. Widmo energetycdfe stanéw niezvgzanych
jest cagte. Przedyskutowdlny zaleznos¢ prawdopodobigstwa transmisji i odbicia od
energii castki.

* Dla okr&lonych energii pojawiajsi stany, dla ktérych prawdopodob#&wo transmisiji
jest rowne 1. Stany te nazywamy rezonansowymi.
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VI.
Czas w mechanice kwantowe].

Kilka lat temu zapytany przez dziecko w wieku srioh o budow atomu, odpowiedziatem,
ze atom sklada iz ckzkiego dodatnio natadowanegadja i kmzacego wokét niego
ujemnego fadunku - elektronu. Ta odruchowa odpoiviggbwodowata jednak poiejsz
refleksg. Przecie postwylem sig klasycznym obrazkiem, przemavaeym wprawdzie do
wyobrazni, ale nieprawidiowym. Aparat matematyczny meckakwantowej pozwala nam
okresli¢ rozkiad prawdopodohistwa znalezienia elektronu w przestrzeni wokdta, ale o
krazeniu elektronu wokot niego nie ma mowy. 8z przeciwnie. W stanach stacjonarnych,
rowniez w przypadku niezerowego momentwedp rozklad prawdopodohistwa jest
niezmienny w czasie. Mtiwo$¢é uzyskania wielu informacji o stanach uktadow kveamgch
bez koniecznéri wprowadzania czasu, jest wielkalet tej teorii. Czas powoduje dodatkew
komplikacg i tak zmudnych rachunkow. Zawsze zgdi tylko jest to maliwe eliminujemy
czas z oblicze Jednake r&ne zdarzenia wysgpuja w réznej kolejngci. S przyczyny i
skutki. Bez pajcia czasu nie jesimy w stanie rozveizac wielu probleméw. Najwiszy wic
czas zdefiniowaten niezwykle wany parametr teorii i naucgysic nim postugiwa.

Zreszt nawet fizycy postugacy sk w pracy mechanik kwantows i rozumugcy jej
jezykiem odczuwaj niedosyt interpretacyjny. Powinno &cemienid@ Sie W czasie, porusza
Krazyc¢.

Sprébujmy aywié (wprowadzé w ruch) uktady kwantowe.

Zalezne od czasu rownanie Schroedingera.

Zgodnie z wprowadzanprzeze mnie numeragjzaleznos¢ od czasu wprowadza postulat V
mechaniki kwantowej. Dotychczas w ogoéle nigylismy stowa czas, memy postulat ten
potraktowd jako jego kwantowomechaniczuefinici. Bedziemy musieli jednak sprawdzi
czy wprowadzona wielkg fizyczna posiada wiasioi, ktérych od czasu oczekujemy.
Parametr ten powinien przede wszystkim élaekolejnasé¢ zdarzé, a ponadto powinien w
granicy klasycznej korespondoéva czasem zdefiniowanym poprzez rownania Newtona.
Postaramy giposzuké odpowiedzi na to pytanie.

W postulacie V zzgdalismy, zeby ewolucja czasowa uktadu o#lo;a byta przez réwnanie
Schroedingera zatee od czasu:

ih%m(x,t) = H(t)W(x,t)

Hamiltonian naogot mee zalee¢ od czasu (oddziatywanie z polami zesranymi), dlatego
umigicitem czas jako jego argument. Zaiddy jednakze hamiltonian od czasu nie zaje
H(t)=H

Wowczas réwnanie wlasne hamiltoniargdbie miato niezaliene od czasu rozazania
Heg,(x) = E ¢.(X).

Korzystagc z zupeinéci bazy utworzonej przez jego funkcje wiasne,zemy szuké
rozwigzan zaleznych od czasu w postaci ich kombinaciji liniowej:

W(x,t) =D C, (D@, (x)

Zaleznos¢ czasove zawierag wspoéiczynniki rozwingcia. Po wstawieniu tego rozwéaia do
zaleznego od czasu rownania Schroedingera uzyskujemy:

2 Co (09,0 = HYCo (0, () = X Co (DE,00 ()

42



Poréwnugc w tym wyraeniu wspoiczynniki przy rinych funkcjach wtasnych otrzymujemy
rownanie r@niczkowe na wspotczynnikC,, (t)
.0
ih—C_ (t)=E,C (T
at n( ) n n( )

Jego rozwgzanie po uwzgdnieniu warunku poetkowego ma posta

(En,
C.(t)=C, Qe "

a petna funkcja falowa:
E

W)=Y C 0 " 9,

W przypadku gdy tylko jeden ze wspoiczynnikow, (st ré&ny od zera w chwili
pocatkowej, co oznaczae w chwili t=0 stan byt stanem wiasnym hamiltonianu

-iE
b(x,t)=C,(0)e " ¢(X
gestasé prawdopodobigstwa znalezienia g@stki w punkcie x

p(x,t) = |L|J(x,t)|2 =cons( )
nie zmienia & w czasie. Zmienia sitylko czynnik fazowy funkcji stanu. Ukfad znajdige
ciagle w tym samym stanie wilasnym hamiltonianu. Razamia rOwnania wilasnego
hamiltonianu nazywamy stanami stacjonarnymi. W istastacjonarnym ukiad pozostaje
nieskaczenie diugo.
Wystarczy jednakze r&ne od zeraagdwa wspotczynniki rozwircia na funkcje wilasne
hamiltonianu, gstaé¢ prawdopodobigstwa zmienia gi w czasie. Mamy do czynienia ze
stanem niestacjonarnym lub inaczej pakietem falow\Wiedy zalenos¢ czasowva funkcji
falowej wyznaczamy pogbujac zgodnie z nagpujacym schematem.

1. Zadajemy postafunkcji falowej w chwili pocatkowej t=0 s (x,0) .

2. Liczymy jej wspotczynniki rozwircia w bazie funkcji wkasnych hamiltonianu:

C, (0) = [ dxy, ()W (x.0)

3. Uwzgkdniamy zalenos¢ czasovg wspotczynnikow:
E

—i—Nt
C,()=C, (O *
4. Zalene od czasu wspoiczynniki wstawiamy do rozedm:

W(x,1) =" C ()¢, (%)

“Spoczywajacy” pakiet falowy.

Podecznikowym problemem zawietgym zaleno$¢ czasow jest pakiet cgstek
swobodnych zadany w chwili pagtkowej krzywa Gaussa.

Czastka znajduyjca s¢ w stanie opisywanym przez takunkcg falowa jest zlokalizowana w
skaaczonym obszarze wokoét pagtku uktadu. W zalenoéci od wartdci wspotczynnikaa w
wykiadniku gstos¢ prawdopodobigstwa jest bardziej lub mniej rozmyta wokét punktDx
P(x,0) = Ce™

C - stanowi statunormowania. Znagny ja:

1= [ogc2e ™ 5 @ T e’ = @[ T

Zatem:
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C= 4/ 20
LI
Hamiltonian dla cgstki swobodnej w przestrzeni jednowymiarowej nieezaaod czasu i ma
post&:
n? 9°
2m 9x2
Rozwhzania réwnania wiasnegozjanamy, § hastpujace:
h k2

: 1 ,
HY, =Eg, gdzie wk:ﬁé« ' Ek_

W celu znalezienia ewolucji czasowej zadanej w dhwpocztkowej funkcji
Y (x,0) postpujemy zgodnie z podanym wdémeej schematem. Zaproponowana w postaci

gaussianu funkcja falowa nie jest furkeytasra hamiltonianu, rozwijamyaj zatem w bazie
funkcji wilasnych. Poniewawidmo energii czstki swobodnej jest ggle, musimy uayé
wyrazenia catkowego:
W(x,0) = [dkCy (O (X) -
Wspotczynniki rozwin{gcia uzyskujemy licgc odpowiednie iloczyny skalarne:

k2

0 =(Y, W)= jdx e*e™ =Ee‘w

Korzystamy teraz z uzyskanej wéne]j zaleznosci czasowej wspoitczynnikow:
K2 ak? k?

LE LK e
C.(t)=C, (0e oG gmgtm = C o 40 Pkt gdzie = —

N 20 v 2a
wstawiamy to do rozwiktia i wykonujemy catkowanie po wakach wiasnych:
K2
T C o -imk% 1
x,t) = [dKCy (W (X = [ dk——=e 4a g1 _—_ &x

Po wykonaniu catkowania uzyskujemy petaaleznos¢ czasova i przestrzens funkcji

falowej:

1 . —ax?
(X t) — 1 64(4(X+I[3t) — C el+4i(X[3[
\/_ 1 J1+4iapt
4a

Przyjrzyjmy sé¢ uzyskanemu wynikowi. Po podniesieniu w module dadratu uzyskujemy
rozktad gstasci prawdopodobigstwa:

—20(x2

2 L TeoXT
(X, 1) :|l]J(X,t)|2 - C — el+lﬁl(2[32t2

V1+16“B“t
Pakiet taki rozmywa siw czasie (maleje wspélczynnik przy X zwiksza si szerokdé
potdwkowa pakietu, natomiast nie zmienig fiotozenie maksimum rozkiadu egtosci
prawdopodobigstwa. W chwili pocgtkowej znajdowalo giw punkcie x=0 i pozostaje w
nim pomimo uptywu czasu. Moa wyliczy¢ wartas¢ oczekiwan pedu w tym stanie, ddzie
ona rowna 0 w dowolnej chwili.
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Pakiet falowy z niezerowym gdem.

Przedyskutowany pakiet “spoczywal’ (niezalee od podzialu na e&ci). Wartas¢
oczekiwana gdu pakietu byta caly czas zerowa.

Zeby “poruszy’ pakiet, zalaymy w chwili pocatkowej funkcg falowa z niezerow
wartaicia oczekiwag pedu:

W(x,0) = e—ax2 epkx

Wykonujemy podobny do poprzedniego rachunek. Paaiemowa funkcja réni s od
poprzedniej jedynie czynnikiem fazowym, statla unowania nie zmieni gi Rozkladamy
funkcje w chwili pocatkowej na funkcje wtasne hamiltonianu

c oo : _(a-k?
Cy(0) = — [dxe @ KXxgax® -~ o 4a
a@= 5 N
Dofaczamy zalenos¢ czasow:
_Ea, @l he? o @k " .
Cq() =Cq(0)e " =——S-e 4 g 2m =_— g 4o Pt gqziep=—""
q(®) q(0) 20 N gdzief3 om
Catkujemy po wartéciach wiasnych:
© o _@-k? .
x,t)=[d MWq(X= [ d e 4a gkt e =
2 2 0N 2
‘ETG w _0°-2kg _l:Ta —(x—'k)
-Ce X Tuge aw gtgn el 1 g
2Jam 2a [1 . 1,
—o0 TFipt —+4ift
4o a

Po przegrupowaniu uzyskujemy:

% ik )2
Ce 4 - X_Z
P(x,t) = —— ex .
J1+diaft 1+ diaft
Sprawdmy jak zmienia s w czasiesrednie potgenie pakietu, czyli wartd oczekiwana
operatora potzenia.
% ik )2 ik )2
2 Tog —o| X+— —a| X——
Ce <40 20 4 20

= T D = =
(x)—_joodXLIJ (X,t)XqJ(X,t)-_{odxxmex 1- diaft 1+ diapt |

2 .

2

, _';7 —o{sz —k2+4iaBt2x'§J
a o 20

-_Ce [dxxex =
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2
c2e @ [1+1m2[32t2 —20((x2 - 4thk)
= [ dxxex

J1+16%p%2 “w 1+1602p%t 2

2 —80([32t2+20(x§1
Coex 202, 2 2
1+160°B“t= ) ~20(X = X)
= [ dxxex 5 |
J1+1602p%t? Zeo 1+160%p2%t
gdzie

Xm = 2Bkt .

Po zmianie zmiennych:
X=X"+Xnm

mozemy wykon& catkowanie:

2 Y — 2
(x) = C Tax(x+ Xm)exl{%J -
J1+161%B%t2 < 1+160°B“t
=St
- m
V1+1622p%t2 20

co po uwzgidnieniu wyraenia na statunormowania C orap daje:

ik
(X) = Xy = 2Bkt = Ft

1602322 J
(o]

Przyjmupc za pedkos¢ pochodr po czasigredniego poteenia pakietu otrzymujemy:

=9 )= opk ="K
v-dt<x> 2Bk ="

Policzmy teraz wart@ oczekiwana g¢du w tym stanie.

ik
(p) = odeLIJD(X t)ﬂLIJ(X t)=-in oIodxwhp(x t)|2 =
g oo oox o 1+4ipat ’

. deizax+k o ~20(x=xm)? ] _
2 0 + + _ 2
Ceh CIX|20((x ?<m) kex;{ 20(;( . zj _
2 0 + _ 2
_ Ceh jdxlzaxr,” kex;{ 20(;( . zj _
J1+1602p2t2 S 1+ 4iPat 1+ 1602B%t
_ C%h ® j4Bakt +k —2ax% | _
= [ dx : ex 55| =
J1+162p2%2 S 1+ 4iPat 1+160°B%t
C?nk  Jmyl+1602p?t?
= = nk
Y1+ 1602p%t? V2o

46



Wartci¢ érednia gdu jest stata w czasie i rowna:
(p)=hq.
Tak wikc wartag¢ srednia gdu i wyliczona uprzednio pdkos¢ pakietu spetniaj klasyczm
zaleznosc:
m
Wiasna¢ ta pagrednio potwierdza zgoddé kwantowej i klasycznej definicji czasu.

.Pakiety falowe” w przypadku widma dyskretnego.

Nietrywialna ewolucg czasow uktadu kwantowego uzyskujemy nie tylko w przypadku
zademonstrowanego powsj pakietu falowego @atek swobodnych, w ktorym funkgcj
falowa uktadu w chwili pocatkowej roziazylismy na nieskaczony zbior stanéw whasnych
widma ciagtego energii cgstki swobodnej. W zupehsoi wystarczy funkcja falowa w chwili
pocatkowej w postaci rozwigcia na dwa stanu wkasne widma dyskretnego.zayobardzo
prost funkci falowa w postaci sumy dwoch funkcji falowych odpaslapcych r&nym
stanom energetycznym EE;:

P (x,0) =W, (X) +P,(x)

Zalezna od czasu funkcja falowa ma pdsta

WO =W, (e, (e

Zauwamy, ze rozkfad gstosci prawdopodoblﬁzstwa znalezienia @stki

PO D) = W06 = [w, (3 +w, (x) + Wi, (e + i, (x)w(x)e *
zalezy w sposob jawny od czasu. W odnéniu od standw stacjonarnych czyli stanow
wiasnych hamiltonianu caty czagsfios¢ oscyluje.

Znajdzmy ewolucg czasovg konkretnego pakietu falowegd&ozwamy oscylator harmo-
niczny i przyjmijmy dla niego funkejfalowa w postaci:

W(x0 =L+ x +x?)e 2

Od razu widzimy, ze jest to kombinacja liniowa trzech pierwszych pozw
energetycznych, poniew&azdy kolejny poziom opisywany jest funlgcijalowa zawieragca
wielomian Hermite’a kolejnego stopnia. Te trzy fajgkfalowe maja posta

Wo(X) = L %2

E,t

(E1 Ex )t

(1E2

4
1(x) = %xe‘xz’2
Wo(x) = wa -pe /2

Rozktadu startowej funkcji falowej na funkcje wiashamiltonianu mzemy dokoné nawet
bez catkowania. Po pogrupowaniu wyrazow:

Wx0) = (Lrx+x 2 —[2( x _1)+X+g}e-f

rozpoznajemy kolejne sktadniki jako funkcje falowen=2,1,0. Wspodiczynniki rozwietia
mozemy pozostawi bez unormowania, poniewanie ulegag zmianie przy wprowadzaniu
zaleznosci czasowej. Znamy energie kolejnych pozioméw:
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E, = (n +1jhw
2

Wprowadzamy zatem zalee od energii czynniki fazowe i otrzymujemy zag od czasu
funkcije falowa:

il | X
P(x,t) = { (2x —1)e +xe2 +2e2 e .

Uwagi do numerycznych metod rozwgzywania zalenego od czasu réwnania
Schroedingera.

W przedyskutowanym przyktadzie zate od czasu rownanie Schroedingera
rozwigzywalismy korzystagc z rozwingcia funkcji falowej na stany wiasne hamiltonianu,
ktorych ewolucja czasowa jest fatwa do policzedelnake, pomimo % przyglismy
najprostszy maiwy uktad jakim jest czstka swobodna, rachunki byty niezwykle
skomplikowane. Z tak niepecznym aparatem rachunkowym niewiele problemow udiaje
rozwigza¢. W wielu przypadkach znacznie wygodniejsze jegtie bezpérednich metod
numerycznych.

Osobom zamierzagych poprobowéswoich sit przy komputerze chciatbym udzielilka
wskazowek.

W przestrzeni jednowymiarowej, funkcja falowa stangea rozwizanie rownania
Schroedingera zateego od czasu jest funkalwoch argumentéw. Musimy @d zarGwno
przestrzeé jak i czas podziedina odcinki odpowiednio krotkie by na uzyskanejlagine]
siatce mana bylo symulowédziatanie operatorow #aiczkowych.

.. 0 a
IhaLU(X,t) = HY(x,t)

Jezeli znamy funkag falowa w pewnej chwili t, maemy korzystajc z tego rownania
wyliczy¢ funkci falowa w chwili t+dt:

W(x,t+dt) = L|J(x,t)+%L|J(x,t)dt = L|J(X,t)—%HL|J(x,t)dt = (1—%H dt)w (x,t)

Jest to najprostsza metoda obserwacji ewolucjicvzapukiadu. Metoda ta jednak nie
zachowuje normy funkcji falowej, co powoduje korziras¢ sprawdzania unormowania co
kilka krokow czasowych. Mdiwa jest jej modyfikacja pozbawiona tej wady. Rygleona na
przestrzegania odwracakw biegu czasu.

W tym celu rozwijamy w szereg Tyrola funkcj

0 1 0?
t+dt) = 1)+ —W(x, Ddt+ = — W (x, t)dt® +.......
P(x ) =W(x,1) atLIJ(X ) 2atzLIJ(X )
oraz
1 92

W(x,t—dt) = P(x,1) ——L|J(X t)dt+§—L|J(x A)dt2 +..
i odejmujemy stronaml. Po przeszeregowaniu wyraatraymujemy:
P(x, t+dt) = P(x,t—dt) + 2%¢(X,t)dt+ o@dt®) +.......

Odrzucamy wyrazy kdlu trzeciego i wiszych, pochodnczasow przyjmujemy zgodnie z
rownaniem Schroedingera:

W(x, t+dt) = w(x, t - db) —%iHLp(x,t)dt

Taka procedura iteracyjna jest symetryczna wd®yn odwrdcenia biegu czasu i zapewnia
stabilng¢ rozwizania. ROwnanie powgze rozwiazujemy udyskretniag zmienm X i
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podobnie jak w metodzie shootingu z@stiac pochoda po x ilorazem rénicowym.

Grupupc wyrazy maemy znale¢ algorytm pozwalaijcy na znalezienie funkcji falowej w
kolejnych krokach czasowych i kolejnych punktadilgi

Pokazana powiej metoda znakomicie pracuje zarowno diggigigo jak i dyskretnego widma
energii uktadu.

Podsumowanie VI.

* Niezwykle wanym parametrem teorii jest czas. Wprowadzamy gezralene od czasu
réwnanie Schroedingera.

» Jezeli hamiltonian nie zalgy od czasu, wowczas jego stany wiaspsetanami
stacjonarnymi. W tych stanach ukitad przebywa doigaliugo. Ich ewolucja czasowa
sprowadza gido zmiany czynnika fazowego.

» Stany nie bdace stanami wikasnymi hamiltonianu zmieniak w czasie w istotny sposéb.
Aby zbadé ich ewolucg czasow, funkcg falowa okrélajaca stan pocatkowy
rozktadamy w bazie stanow wiasnych hamiltonianypdczynniki rozwingcia
przemnaamy przez zaleny od czasu i energii czynnik fazowy, rgstie dokonujemy
sumowania.

* Przedyskutowalmy ewolucje czasoyvpakietu falowego, w chwili poatkowej
uformowanego w postaci gaussianu. Pakiet taki rozarsg w czasie. Wart€i
oczekiwane potzenia | gdu zerug sk. Pakiet spoczywa.

» Pakiet gaussowski pomnony przez faj plaska porusza siw przestrzeni. Zvazek
pomkdzy wartdcia oczekiwaim pedu i pochoda po czasie warkei oczekiwanej
potozenia spetnia relagklasyczm. Czas wprowadzony przez rownanie Schroedingera
odpowiada czasowi zdefiniowanemu w fizyce klasygzne

* Rozwgzania niestacjonarne, czyli nietrywialawolucg czasow uzyskujemy rownig w
przypadku kombinacji liniowej funkcji wikasnych opéora o widmie dyskretnym.

» Zashpienie pochodnej ilorazemzdicowym na siatce czasowej pozwala komputerowo
symulow& ewolucje czasowe ukladdéw fizycznych.
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VII.

Zastosowanie r@nych reprezentaciji.

Juwz podczas pierwszego wykladu sygnalizowatemzlmmsé wykonywania rachunku w
réznych reprezentacjach. Teraz chciatbym pokaza rzeczywdcie istniea problemy, dla
ktorych zmiana reprezentacji pozwala na uproszezexthunkow. Rozwany taki problem.

Ruch czstki w jednorodnym polu.
Umies¢my pojedyncz (jednowymiarov) A
czastke w polu jednorodnym. Mie to by
elektron w jednorodnym polu
elektrycznym.
Potencjat takiego pola dany jest furkcj
U(x) = Fx
Potencjat rénie monotonicznie od lewej >
strony do prawej. W granicyx — —oo
maleje do—co.
Hamiltonian ukitadu:

2 2

Sall d—2+Fx
2m dx

Powinien posiadawidmo chgte wartdgci wkasnych. Jego rownanie wilasne

d? 2m
700+ (E-Pu() =0
mozna przeksztaléido prostej postaci dokomgjzmiany zmiennych. Przyjmijmy

1
_E- Fx(szje
OF 2 )
W nowych zmiennych réwnanie wiasne przyjmuje pésta

2

G0
Zauwamy, ze w rownaniu tym nie wysgpuje energia. Rozwzanie, ktére znajdziemybzie
uniwersalne dla dowolnych energii.
Rozwhzania tego rOwnania nie dagsprzedstawd w postaci funkcji elementarnych, ale
mozna je wyrazt przez funkaj specjala, znam jako funkcja Airy’ego. Funkcja ta posiada
przedstawienie catkowe:

by) = - farcod T -1y

Jmy 3 )
Zauwamy, ze zalenos¢ funkcji falowej od energii wchodzi poprzez jej argent.
Funkcja Airy’ego jest silnie tltumiona w obszarzektgrym potencjat jest wkszy od energii,
natomiast silnie oscylaga w obszarze gdzie potencjat maleje nieograniezéni pokazéjej
przebieg).
Réwnanie wiasne hamiltonianu w przedstawionym pajyproblemie udato sisprowadzi
do bardzo prostej postaci. Jediakpomimo jego prostoty, rozaianie stwarza powae
problemy, co jest typowe w przypadku gdy nie sjgrozwizanie dajce s¢ przedstawd w
postaci funkcji elementarnych. Sytuacja jest uraiomy gdy istnieje funkcja specjalna
spetiagca rozwiazywane réwnanie. Nie zawsze jest to zfiwe. Zauwamy, ze w
przedstawionym powigj przypadku samo sprawdzenie czy funkcja Airy'¢esi faktycznie
rozwigzaniem rownania wlasnego sprawia kilopoty. Proppmuykona to samodzielnie.

V(X)

50



Réwniez numeryczne rozwranie powyszego rownania umiczkowego jest bardzo
kiopotliwe ze wzgtdu na oscylacyjny charakter funkcji stangaeyich rozwazania.

Podagc powyzszy przyktad wiénie chcialem pokazawszystkie trudnéci zwigzane z jego
rozwigzaniem.

Reprezentacja gdu.

Przedyskutowany problem rmoa rozwazat znacznie fatwiej w reprezentacjiegowe;.
Skonstruujemy g podobnie jak zbudowaliny reprezentagj polozeniowa. Jednake tym
razem abstrakcyjnprzestrzé Hilberta standw rzutujemy na stany wiasne opeaappdu.
Rzuty wektora stanu na wektor wlasregdp stanows funkcje falowe:

W) =(p|w),

ktorych argumentem jest tym razem nie gelnie castki lecz jej gd. Zbior tych funkcji
tworzy rowniez przestrzé Hilberta. Okrélmy w tej przestrzeni operatory odpowiagtag
podstawowym wielkéciom fizycznym.

1. Operator pedu.
W reprezentacji ¢glowe] operator ¢du konstruujemy podobnie jak w reprezentacji
pofozeniowej operator pofenia. Zadamy, by operatorgolu przeprowadzat funkgjfalowa

odpowiadajca wektorowi |L|J> w funkcg falowa odpowiadajca wynikowi dziatania na tere
wektor operatoraqulu okr&lonego w abstrakcyjnej przestrzeni stanow:

pw(p) = Blp|w) = (p|Pw).
Teraz dzki zalozeniu, ze wektor|p> jest stanem wiasnym operatorglp:

plp) = plp).
dzialamy w poprzednim wyganiu operatoremgalu w lewo i uzyskujemy:

(p|Bw) = p(p|w) = pw(p)
Zatem:

puw(p) = pu(p),
CO oznacza,ze W reprezentacji quowej, dziatanie operatoragqu na funkaj falowa
sprowadza gizawsze do pomrenia jej przez argument funkcji faloweg(}).
=p=p
Operator poteenia znajdziemy zgodnie z regutami kwantowania. ig@my, ze zgodnie z
wartaicia nawiasOw Poissona operatory pagnia i ggdu musz spenia relacg komutacji
[X,p] =ifh.
Bedzie ona spetnionajeli operator potgenia przyjmiemy w postaci:
g=ind.
op
Majac operatory pofzenia i gdu mazemy je wstawd do klasycznego hamiltonianu:
2

H=P +px.
2m

i uzyska& operator Hamiltona w reprezentacjdowej:
2

H=P 4 Fihi
2m op

Roéwnanie wiasne hamiltonianu

(H=-BE)¢(P) =0

ma posté&
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2m
Zauwamy, ze jest to rownanie tmiczkowe pierwszego ¢du i po przeksztatceniu:
o LE- p®/2m

(p_2+ Fihaip— Ejd)(p) =0

) hF
mozemy je fatwo rozwazac:
Ep,. p°

¢(p) =Ce " emiF
Tak wkc w reprezentacji ggowej problem posiada proste analityczne razamie. Aby
sprawdzé, czy jest ono zgodne z rozmaniem uzyskanym poprzednio w reprezentacji
potozeniowej musimy dokortaprzegcia pomedzy reprezentacjami.

Przejscie z reprezentacji pdowej do potazeniowe;j.

Na wstpie pokae pewrn whlasng¢ ortonormalnej bazy zupelnej. Rozwaia
przeprowadzimy w abstrakcyjnej przestrzeni Hilbertada wiec stuszne w dowolnej
reprezentaciji.

Wiemy, ze jezeli ciag Wektor()w|L|Jn> tworzy baz zupetn, woéwczas dowolny wektor stanu
‘L|J > mozemy przedstawiw postaci kombinacji liniowej Wektoré\MJn>.

W)= Yelw,)

Mnozac skalarnie obie strony tej rowéw przez |L|Jn> I korzystagc z ortonormalngci
otrzymujemy:

(Walw) =2 culW, |Wy) = 2 cidm =C,

Zatem:

W)= 2. (Wi [W)|w,)

n

Mozemy zmient kolejnaé¢ czynnikow

)= 10 )0 )= Sl ) )

Poniewa réwncgi¢ jest stuszna dla dowolnego wektora calej przestirzdberta, wyraenie
W nawiasie stanowi w tej przestrzeni operator jestkamwvy.

Sl |-

Poniewa stany wilasne dowolnego operatora hermitowskiegarzwzupeta ortonormali
baz, stuszne jest to w szczegodeodla standw wiasnych operatorgdp:

> lp)(p|=1

p
Funkcg falowa w reprezentacji pofeniowej zdefiniowakmy uprzednio jako:
B(x) = (x|p)

Mozemy skorzysté& z zapisu operatora jednostkowego przyaiu wektorow wilasnych
operatora gdu i uzyska:

W0 = (X|0) = (X[ [PHpIw) = 2 (x|PXp|Y)
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WystepujaCy po prawej stronie czynnil(p|L|J> stanowi funkaj falowa w reprezentacji
pedowej

(Plw)=w(P),

natomiast czynnil(x|p> jest funkcy wiasra operatora gdu w reprezentaciji poi@niowej:
(x[p)=w,(x)

Mozemy te wielkdci podstawt do poprzedniego wzoru i uzyskujemy:

Px) =D W (X)W (P

Wzor ten pozwala na prZeje pomedzy reprezentagjpedowa i potozeniowa. Poniewa
znamy funkcje wiasne operatoredp w reprezentaciji poi@niowej:

1 iPx
LIJp(X) =——e"

J2n

mozemy funkcje te wstawido rozwingcia. Musimy jednak uwzgtinic fakt, ze widmo
operatora gdu jest cigle i sung zasypic catka:

W60 = [dpe’ 0 ()

Jezeli ped zasgpimy przez liczh falowa p =7k , dla funkcji falowej w reprezentacjegowe]
uzyskamy:
Bk n%K3
d(k)=Ce o
Korzystaac z uzyskanych wytaen dokonujemy przégia do reprezentacji pateniowe;:
(Ek K ( E] HAE

W(x) = cjdkékXe O 6mF—cjdke @ omF

Po dokonanlu podstawienia:

1/3
K= q(z Fj

uzyskujemy:
Ve o, E)(20F s
wiy=c{ ) a1
Zmieniamy argument funkcji podobnie jak w repreaejitpotazeniowe;:
_E-Fx ( 2ij”3

F a2
i otrzymujemy:

q®

W(y) =C" [dae™e * .
Calke te m_OZna przeksztatéido:
® 3
wy) =C"| quO{- qy+q§j
0
Jest to dokiadnie funkcjia Airy’ego. Trudno nie éa€ korzysci wynikajacych z maliwosci

zmiany reprezentacji. Problem trudny do ragania w jednej mege okazé si fatwym w
innej.
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Oscylator harmoniczny w reprezentaciji liczb obsadze.

W obu reprezentacjach pakniowej i gdowej zagadnienia wiasne wiellad fizycznych
sprowadzaly si do rozwazywania réwna rozniczkowych. Nie wyczerpuje to mtiwosci
mechaniki kwantowej. Mdiwe jest utworzenie reprezentacji, w ktorej poshggny se
zupenie innymi nargdziami pracy. Tak reprezentagjjest tzw. reprezentacja liczb obsailze
Uzyjemy jej do rozwizanego ja wczeniej problemu oscylatora harmonicznego.

Przy pomocy operatoréw pdenia i gdu mazemy utworzy operator a

=%(\/§§(+i\/%bj

oraz operator spgzony do niego po hermitowsku:

- Sl e

Znajdzmy relacg komutacji pomgdzy nimi.

= L \/mm§(+l\/ 1 ﬁi\/moo;(_i\/ L 5)-
2\\ n maw )2\ V 7 mAw

a»

=1(@ (Xp px)+ pj
2\ h
A+é:i(\/moo§( J 1 ( mooA | bj:
V2V & e J2 mhoo
=1(—wx + (- px)+ pj
2\ h

Komutator stanOW| ich enica:

[a.8']=-_ (- p%)

Poniewa:

[X,p] =i

uzyskujemy:

[aa] =

Naturalnle.

28] =[a",a"] =0

Uzyskane relacje komutacji mogost& wykorzystane w rachunkach.

Przypomnijmy funkeg wilasra stanu podstawowego oscylatora harmonicznego. W

zalazonych podczas rozaaywania jednostkach diugo 1/i uzyskalsmy:
mw

1 .2
Wy (X) :ﬁex 2

ktora po uwzgidnieniu jednostek przechodzi w:

] e

Po(x) = ﬁe B

Podziatajmy teraz n& funkcjp operatorem a
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o e -3 (8
e e

Oznaczmy funkej stanu podstawowego prz{s&)

df
Wo(x)=/0),
wowczas uzyskanwlasndgc¢ zapisujemy jako:
§0)=
Przypomnijmy hamiltonian oscylatora harmonicznego:
2

H= p,m © X
2m 2
Zapiszemy go przy pomocy operatoréw iaa’. W tym celu musimy najpierw przy ich

pomocy wyrazi operatory poteenia i gdu.

o x5 )

Dodahc oba operatory otrzymujemy:
mw,

X = f —(a+a")
2mw

Odjecie operatoréw daje:
A-3" = 2|1

V2
skad:

p= —|1/%0(a—é+)

Mozemy teraz Wsta\A’fiuzyskane wyniki do hamiltonianu:
1 mhoo(A A+)z mw’ %
-a

am 2 2 2mem o

Korzystaac z relacji komutaciji
[a,a+J =l ad -a'a=l=ad =a'a+1
wyrazenie to maemy przeksztatéido:

H= (a+a+1)hm
2

Korzystaac z wyniku dziatania operatora na stan| 0) mazemy natychmiast sprawdzize
stan ten jest stanem W%asnym hamiltonianu:

H|0) = (“+a+_jmqo> ——hw|0>

+3")° = h?(*)(éﬁ +é+é)
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Przynaley on do wartéci wlasnej

E, :lhw
2

Podobnie stanem wiasnym jestzéig stan o postaci:

n)=c,@&]|o)
Do jakiej wartdci wiasnej przynaliey sprawdzamy korzystgg z relacji komutaciji:

0)= ho{é+é+1jé+” 0)= ho{lé”‘ + é+éé+n)| 0) =
2 2
1'\+n A+ AA+\A+N-D — 1'\+n A+ A+A\A+N-1 —
hu{ia +a"(ad")a )|O> —ho{ia +a*(1+a'a)a )|O> =
m{% A+ + é+2éé+”‘1j| 0)= =

m{l A" +na" + a+“aj| 0)= m{l A+ né*“j| 0)=

2 2

hu{l + njé”‘
2

Stan ten przynaky zatem do wartai wkasne;:

E, = (n +1jhoo
2

Pametamy, ze wignie takie widmo energii otrzymdiny rozwhzujac problem wiasny
oscylatora harmonicznego w reprezentacji pesdowe;.
Zauwamy, ze:

30)=0,

a’|0)=|1),

a1) =aa’|0) = (a"a+1)0) =|0).

Zaprezentowany tutaj aparat matematyczny nosi @areprezentacji liczb obsadze
(wzbudzd). Stan podstawowy oscylatm[ﬁ) nazywamy stanem pkoi (brak wzbudz#),

H|n) = Ha™

0)

operator "aoperatorem niszczenia a opera@ioperatorem tworzenia. Tym razem zamiast
rozwigzywat rownania raniczkowe postugiwadimy sk wylacznie relacjami komutacji
pomkdzy operatorami. Reprezentacja liczb obsadest bardzo wdztznym nargzdziem
pracy. W wielu zastosowaniach pozwala na znaczmesapzenie rachunkéw. Znakomicie
nadaje s do opisu uktadéw, w ktérych mbwa jest zmiana liczby estek (np. fonony w
ciele statym). W reprezentacji pakniowej nie jest mdiwa zmiana liczby castek w
ukiadzie.

Zanim zapoznamy &iz kilkoma wiasnéciami obiektow zapisanych w tej reprezentacji,
musz pokaz& dwa zwazki operatorowe, ktéreghla pomocne w dalszej dyskusji. Wyliczmy
operator sprzzony po hermitowsku do iloczynu operatorow:

(AB)".

Przypomnijmy definigj operatora spezonego po hermitowsku:

(B]A°|w)=(w]Al)"

i zastosujmyg do iloczynu operatoréw:
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(0[(aB)|w) = (w[AB|0)" = (w[A[B) " = (Bo|A"|w) = (Bd

=(A"Y B¢>D =(A"|B|9)” = (¢[B"|A"wW) = (6[B"A"|W).

Poniewa zwiazek ten jest stuszny dla dowolnych standwi |y), musi by spetniona
tozsamac:

(AB)" =B*A*

Podobna wiasrié obowgzuje dla iloczynu wielu operatorow:

(ABC) =C'B*A*

Uzupetnijmy te informacje o nagina wiasna¢:

(nfla*) A’[n) =(n|Alm),

dzieki czemu(A+)+ =A.

ATY) =

m)=(m

Policzmy réwnie operator sprzony po hermitowsku do stalej (zespolonej):
(Wle'[0) = (@ldw)” =(0]cw) =(c(o|w)) =c(olw)”=c(w[0) = (w|cT0).
Zatem:
¢t =c".
Dzigki tej ostatniej wlkasnii oraz whasnéci iloczynu skalarnego otrzymujemy:
(n|m) =(mn) =(m|n)".
Dla symetri zapisu obu wzorow memy traktowé bra i ket jako spkzone do siebie po
hermitowsku:
) =|m)

() =(m] i (m
Dzieki tej wkasndci mozemy wprowad dziatanie operatorOw tworzenia i niszczenia w
lewo:
((0la) =a'[0)=[1),

czyli:

(Oa=(1].

Podobnie pogpujemy z operatorem tworzenia:

((0/a’) =40 =o.

Okazuje s} wiec ze operator niszczenia dziaajw lewo na stan pedi w ,bra” tworzy

wzbudzenia a stan tworzenia dziatéayv lewo wzbudzenie niszczy.
Mozemy rownie zapisé ,bra” odpowiadajcy n-temu wzbudzeniu:

(/= () =le. V1) = (o,
Wykorzystamy to do unormowania funkcji stanu w eg@ntaciji liczb obsadae
Zaktadamy unormowanie funkcji stanu podstawowego:
(0]0) =1,
nastpnie narzucamy ten sam warunek na dowolny stan:
(n[m =1

n* +\n 2 nf+\n
(n[n) = (0"c,C, (@ J|0) =[c, (0" (a") |0)
W wyrazeniu po prawej stronie musimy przekomutéweszystkie operatory niszczenia na
prawg strorg i zadziat& nimi na stan podstawowy:

(0t (a')0) = {0fa"aat () [0) = (0]am*{ara+ o’ o) =
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(ol (a'afa’) o) + (0l e ) (0) =

(0faa"aat (2" *|0) + (0fa(a)"|0) =

(0 a (a"a+1)a")"|0)+ (o) (e’ 0) =

= (0faa'aala’) (o) + 200/ (o) 7(0) =

Po n-krotnym wykonaniu takiej operacji dochodzinaoy d

=(0a(aJ'd0) + n(0jama )| 0) = n(ola™ (e’ ) |0) =n(n -1/ -1)

Czyli:
0)=n(ola*(a") o)

(ol )0

Te wlasndg¢ wykorzystujemy dalej:

(0fa" (" )'|0) = n(oja™*(a* " *|0) = n(n -1)(0]a"*(a" ) *|0) =.....=ni(0|0) =
Uzyskujemy we¢c wyrazenie na statnormalizacyjs:
1=[c,['nt,
skad
1
C,=—.
"ont

Mozemy rownie sprawdzt ortogonalné¢ stanéw n-cgstkowych:
(n|m) =0 dlan#m. W wyrazeniu:

(njm) = = (oler (@'}

postpujemy podobnie jak poprzednio komuagtipperatory niszczenia i tworzenia. Przy
komutacji znika zawsze para operatorowellen i m nie g rowne, to po odpowiednio dejj
liczbie komutacji pozostarsame operatory nadmiarowe peday stanami prini.
Wyrazenie takie musi gizerowd.

Warto znalé¢ i zapamgtac wyrazenia na dziatanie operatorow tworzenia i niszczenia-ty
stan wzbudzony.

a’[n) asﬁ%(a*)n 0)=vn+l————

0)=vn+1n+1)

1 ( )n+1
Jn+1p
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Warto uzyskane wzory zapagtac:

) =nin-1)
oraz
ar n>:\/n_+1|n+1>.

Warto réwnig zapamgta¢ ich dziatanie w lewo:
(nfa” = (@n)" =(Vnln-3) =Vn(n-1

oraz
(nla= (@

Podsumowanie VII.

 Okazuje s, ze pewne problemy bardzo trudne do rezania w reprezentacji
potozeniowej mog z tatwaicia by¢ rozwhzane w innej reprezentacji.

* Wygenerowalimy zatem reprezentacpedowa, w ktérej rozwazalismy problem czstki
w polu jednorodnym.

* Po rozwizaniu przeszémy do reprezentacji pateniowe].

» Istniep reprezentacje, w ktérych problem wiasny hamiltanianie sprowadza eido
rozwigzywania rowna rozniczkowych. Przyktadem jest reprezentacja liczbadlag.

» funkcjonowanie reprezentacji liczb obsafizeprowadzilimy na przykfadzie oscylatora
harmonicznego.

n>)+ = (\/n_+1| n +1>)+ =/n+1{n+1
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VIII.

Przestrzea trojwymiarowa.

Ze wzgkdu na znaczne ufatwienie rachunkowe przy dyskusjspaw mechaniki kwantowej
postwzylismy se modelem cgstki w przestrzeni jednowymiarowe]. Nadszedt jechieakzas,

by rozszerz§ nasze maiwosci na problemy rozgrywage s¢ w przestrzeni tréjwymiarowe;.
Klasyczny hamiltonian pojedynczejastki w tréjwymiarowej przestrzeni znajdopj st w

polu zewrtrznego potencjatu:
=2

P ~
H=P_+v
o+ V()

zawiera zalenos¢ od wektora pdu i wektora poteenia. Konstrukcja reprezentacii
pofozeniowej jest prostym uogdlnieniem rozumowania prae@adzonego przez nas dla
przypadku jednowymiarowego. Tym razem jedmakiunkcja falowa &daca iloczynem
skalarnym wektora wlasnego operatora pefoa i wektora stanu jest funkcjtrzech
zmiennych:

W(r) = {F|y).

Wspéhzdnym wektora polzenia przyporgdkowujemy operator mrgcy funkcg falowa
przez odpomedalwspo%rz;dra argumentu funkcji falowej:

r—(xyz):>r—(x V,2), T=T

Operatory pdu wybieramy w postaci operatoréwzniczkowych, spetiagych odpowiednie
relacje komutaciji:

[bi,foj]=0, [x.B]= g

0 0 0)_
p=(pn )= (ax ay’ ajz_'hm

Operator energii uzyskujemy wstavaiaj operatory gdu i poilazenia do klasycznego
hamiltonianu:

2 2 2 2 2
H=- 07+ V() = [62+62+6J+va>
2m m\odx- dy° 0z

Przedyskutujmy ponownie wilass® najwaniejszych wielkdci fizycznych tym razem w
przestrzeni trojwymiarowe;.
Réwnanie wilasne operatoradu stanowi ukfad trzech rowfalla kadej jego skladowej.

pu(7) = pu(7)

lub

=ihOY(r) = pu(r).

Roéwnania te rozwizujemy metod uzmienniania statej. Rozgzujemy pierwsze réwnanie:
pW(xy.2) = pW(x y.2) = w(xy,2) = C(y,z)e"

jego wynik wstawiony do drugiego daje:

p,Cly.z)=p,Cly,2)= Cly,z) = Clz)e"”

i wreszcie trzecie:

p.C(z)=p.Clz) = Cfz) = Ce"~

Rozwhazaniem jest iloczyn funkcji wilasnych #dej ze sktadowych potraktowane]
jednowymiarOWO'

(r) = |k X 1 |kyy 1 ékzz — 1
A

Rok liczby kwantowej numerggej poszczegdlne rozggania przyjmuje wektor falowyk ,
przy pomocy ktérego wytamy odpowiednie wartgi wiasne gdu:

=l

i
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p=rk.

Roéwnanie wilasne operatora Hamiltona jest znacznidniejsze do rozweania nk w
przypadku jednowymiarowym, gdystanowi réwnanie thiczkowe drugiego kxdlu na
pochodne cgstkowe w przestrzeni tréjwymiarowej. W wielu szoakrych przypadkach jest
mozliwa jego redukcja do réwnania jednowymiarowego.défszym cigu omowimy kilka
takich maliwosci.

Metoda separacji zmiennych.

Problem wiasny w przestrzeni wielowymiarowej udsgetatwo rozwaza jezeli operator
mozna przedstawiw postaci sumy skfadnikéw, z ktérychzly zaleny jest od innej
sktadowej przestrzennej wektora pgdaia. Rozwamy problem dwuwymiarowy:

H(F) = H, (x) + H,(y)

Do rozwizania réwnania wiasnego takiego operatoraenty zastosowametod separacji
zmiennych. Polega ona na poszukiwaniu funkcji waégeperatora H w postaci iloczynu
funkcji, z ktérych kada zaley od innej zmiennej:

() =W, ()P, (y) -

Wstawiamy ten iloczyn do réwnania wiasnego:

(HF) -B)y(r) =0

(HA) - By, (x)y.(y) =0

(H, () + H,(y) = E}, (0w, (y) =0

W, (Y)H (), (X) + P, (X)H, ()P, (y) — Ep, (X)P,(y) =0

Po lewostronnym pomueniu przezy;(y)i scatkowaniu po zmiennej y otrzymujemy:

[ W)W (y)dy Hi (w00 + [ WAY(H ) = BW y)dyw (¥ =0

Wynikiem catkowaniagnaturalnie liczby . Zatem réwnanie to jest rownéeme
jednowymiarowemu réwnaniu wiasnemu:

(H, () -E)y(x) =0

Podobnie dla drugiej zmiennej otrzymujemy:

(Hy(Y) —E)W,(y) =0
Oba czynniki iloczynuj, (X) ,(y) musza by¢ wigc funkcjami wiasnymi jednowymiarowych

sktadnikow hamiltonianu HH, przynalenymi do wartéci wiasnych E i E,. Wstawiagc
te informacg do réwnania wlasnego catkowitego hamiltonianu skmjemy:

(H,00 + H, ()W, 00w, (v) = (E, + E, ), 00w, (¥) = Ew, 00w, (y)

E=E +E,.

Zupetnie podobnie pogtujemy w przypadku wkszej liczby wymiaréw.

Czastka swobodna w trzech wymiarach.
Tréjwymiarowy hamiltonian cgstki swobodnej stanowi suntrzech zaleénych od régnych
zmiennych skfadnikéw.

(0 07 92
:'%{ax”ayz+azzj:Hx+Hy+Hz
G S & ol

“T omox? Y 2may?’ * 2moaz?
Mozemy wkc zastosowametoa separacji zmiennych i wykorzystanane nam rozwzanie
problemu jednowymiarowego:
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(=4, (O, Y, @) =—— &

(2m)2
Pokrywa s¢ ono z funkcj wlasrg operatora gdu (operator gdu komutuje z hamiltonianem) i
nalezy do wartdgci wiasnej:
hzkz h2k2 hzkz th’2
= X 4 y + z — ]
2m 2m 2m 2m
Funkcje falowe (widma ggtego) normujemy do tréjwymiarowej delty Diraca:

[ax[dy[ dap;(Dw, (D =] & w7 (hw, () =8Ck-K) =8k - K)3(k ~ K)3(k = k)

Tréjwymiarowy oscylator harmoniczny.
Innym przyktadem, w ktdrym udajegsiozseparow@zmienne jest problem gatki
poruszajcej s w polu potencjatu danego nestijaca funkcjp wektora potaenia:

K K

V() =—=F?=—(x*+y*+z°?
(r) 5 2( y )

Hamiltonian ukfadu

2 2 2 2 2
H=-2 0?4y =2 (62 * 62 * a2)+5(X2+y2+22).
2m 2m\ox® o0dy° 0z 2

Udaje s¢ rozdzielt na trzy sktadniki grupage zalenosci od réznych zmiennych:
H(F) = H (x) + H,(y) + H4(2)

gdzie
M) =Sy,

Mozna wic zastosowameto@ separacji zmiennych i rowrkiav tym przypadku
wykorzyst& znane nam rozwzanie problemu jednowymiarowego. Dokagupodstawienia
K = mw?® i przyjmupc za jednostk dtugasci (w trzech kierunkach)

h
a= ‘/—,
m

funkcije falowa uktadu zapisujemy w postaci iloczynu jednowymiayotv funkcji falowych:

Wonn, =W, 000, (W, (2)=N e 2H (YN, e? H (YN, e? H (2=

f2

=Npnn® 2 Hy (QH, (WH,, (2
Zauwamy, ze kazdy stopié swobody wprowadzit swajliczbe kwantowa n. Warta¢
wiasna, czyli energia catkowita jest sumartasci wikasnych problemu jednowymiarowego:

mnyng *

E=E +E,+E;=(n, +%)hw+ (n, +%)hw+ (ng +%)hw: (n, +n, +n, +g)hw: E

Pametamy,ze energie oscylatora harmonicznego w przypadkwj@gimiarowym nie byty
zdegenerowane. W przestrzeni trojwymiarowej pojaiialegeneracja poziomow
energetycznych i ze waglu na specyficzny uktad poziomow jej kroftigest r&na dla
réznych stanow.
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Energia Liczby kwantowe{n,, n,, n,) Krotnos¢ degeneracii

ghw (0,0,0) 1
ghw (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) 3
Toes (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (2,0,0), (0,2,0), (0)0,2 6
2

9, (1,1,1), (2,1,0), (1,2,0), (2,0,1), (1,0,2), (0,2,1 10
Pl (0,1,2), (3,0,0), (0,3,0), (0,0,3)

Operator momentu pedu.

Niestety separacji zmiennych dokémaozemy jedynie w bardzo niewielu problemach
trojwymiarowych. Na ogot nie jest to miwe. Jest jednak dia klasa zagadnie ktore przy
wykorzystaniu symetrii uktadu nina sprowadzi do réwna rozniczkowych jednej
zmiennej, a wic dokon& bardzo podobnego manewru. W szczegdénest to maliwe w
problemach, w ktérych potencjat zajewytacznie od promienia. Odpowiednik klasycznego
pola sit centralnych. W tego typu problemach w naente klasycznej cadkruchu byt
moment gdu. Mazemy oczekiwa, ze rowniez w mechanice kwantowej ta wielkofizyczna
moze by pomocna przy rozwezywaniu probleméw. Klasyczne wytenie na momenteolu

—

L=rx ﬁ

zawiera iloczyn wektorowy wektora patenia i gdu. Znajgc odpowiadajce im operatory
mozemy skonstruow@operator momentugpu:

L =Fxp=-inf xO

Stanowi on operator wektorowy o skitadowych:

z
0z oy
~ . 0 d
¢ s s __h( ) )
y =2p, = XP, [ Z_ax X_az
- IR : 0 d
L, =xp, - = —if| x—-y—
2 = XPy T YPy '(Xa yax)

Patrzc na postatych operatorow maemy zauwayc¢, ze poszczegolne sktadowe momentu
pedu komutug tylko z niektorymi sktadowymi operatora peémia i gdu. Np.:

(B v R B
[I:X!FA)X] =0 [I:X’ﬁY] =1hp,, [I:x’ﬁZ] =iy,
Zatem momentg¢mu nie mae by jednoczénie okrdlony z ggdem ani z potgeniem.

Relacje komutacji poradzy poszczegdlnymi sktadowymi operatora momertlums
nasgpujace:

L,.L| =i
[L,.0.] =i,
LL)=i,

Zauwamy, ze rownie rozne sktadowe momentweg@u nie mog by¢ jednoczénie okrglone.
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Mozemy natomiast pokaZaze wszystkie jego skladowe komufwj operatorem kwadratu
catkowitego momentuegalu:

L2=0%+02+L2

Z warunku komutacji operatoréw sktadowych momengdupwynika:
L,L,=L,L, +iaL,

L,L,=L,L,—iaL,

L L*>=L, L3 +LXL2y +L L2=L%L, +L,L L +LL,L, =

X—y"y
=120, + (L, +inL ), + (L, -l ), =
=121, +L, (L, L, +inL,)+int, L, + L, (L L, —inL, )-inL L, =
=L2L, +L2L, +in(L,L, +L,L, )+ 2L, —in(L,L, +L L,)=L2L,.
Podobnie dla pozostatych skladowych momerilup Ostatecznie
[ﬁz,ﬁi] =0 .
Ta ostatnia wiasr$o jest wykorzystywana w rachunkach. Do klasyfikatgnow aywa sg

kwadratu momentugglu i jednej ze sktadowych. Jes mazwyczaj sk’fadoweliZ ze wzgédu

na najprostsza jej postave wspoétrzdnych sferycznych.
Sprawdzenie podanych pogej regut komutacji proponeiwykona w ramachéwiczen.

Rzut momentu pgdu na wybrany kierunek.

Pomimo # zazwyczaj operujemy pgjiem z-towej skladowej momentggu, pamgtajmy, ze
ze wzgkdu na dowoln& wyboru ukiadu wspotegdnych, odpowiada ona rzutowi momentu
pedu na dowolny kierunek w przestrzeni. W celu utatia dalszych rachunkéw wybierzmy
sferyczny uktad wspokinych z osi pionows rownolegg do dowolnie wybranej osi z.
Przegcia do tych wspotdnych dokonujemy przez zami@mmiennych:

X =rsind cosh

y =rsind sing
Z=rcosd
Zapisany we wspokznych sferycznych operator:
_in 0

0
po przejciu do wspotrzdnych kartezjaskich
—|hi = —j h(%i + a_yi +£i) =

o 0p o0x 0ddy 0 0z

= <in(-r sin® sin2-+1 sird cop 2 ¥ -in fy->+x2 ¥ L,
ox oy ox oy

okazuje s by¢ operatorem z-towej sktadowej momentuap.
Jego réwnanie wiasne

.0

-1h—yY =M
a¢L|J g

posiada rozwzanie:

0

_i im
L|'lm(¢) - \/ﬁ‘[e

Poniewa przy obrocie o # petny uktad przechodzi w siebie, zmiana argumerm nie
powinna zmieni& funkcji falowej, m musi b§ liczba catkowita (dodatn, lub ujemnm).
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Wartdsci wlasne operatora z-towej sktadowej momenrgadups, catkowitymi
wielokrotnasciami 7 :

M=mn,

gdzie m jest liczlp catkowita. Jest onazywana do klasyfikacji standw wiasnych operatora

A

L _ inosi nazw magnetycznej liczby kwantowe;.

z

Wartosci wiasne operatora kwadratu momentu gdu.

W celu znalezienia warfoi wikasnych kwadratu momentggqu maemy zapisé
odpowiadajcy mu operator we wspokdnych sferycznych i rozwzat rownanie wiasne.
Widmo wartgci wlkasnych maemy réwnie przewidzi€ bez rozwazywania rowna
rézniczkowych i ze wzgldow dydaktycznych chciatbym przedstéawo rozumowanie.
Ponadto uzyskany wynikebzie stuszny dla dowolnych wielka fizycznych magcych
podobne relacje komutacji jak operator momeridup

Definiujemy dwa dodatkowe operatory:

L, =L, #iL

Przy ich porr:ocy wyrgamy operator kwadratu momentedp:

LL, =, -l )0, 4L )24 L e 2E 240 162
Zatem:

(=02 402 402 =01, 244",

Mozemy rownie znale¢ relacje komutacji poradzy I:i [ I:Z :
[ﬁz,ﬁi] =AU R S ) AN T S 5 A F NNEE

Poniewa operator kwadratu momentgdu komutuje z operatorem jego z-towej sktadowej,
mozemy szuké wspolnego agu funkcji wikasnych. Wybieramy pewrfunkcg wiasra
operatoral, :

L, =may,

okazuje si, ze funkcje otrzymane poprzez dziatanie operatotdwi L _ na funkcg U, s
réwniez funkcjami wiasnymi operatorh, , lecz naléacymi do innych wartéci wiasnych:
C(Cw,)= @0, +al )w,, = @l +aml )y, = am+DL,@,,

Tak wiec z dokladnécia do statej multiplikatywne;j operatoﬂgli powkkszag lub obntraja
magnetycza liczbe kwantowa 0 1:

|:¢L|Jm:CmL|Jm¢1- A

Natomiast, poniewaoperatorL®> komutuje z operatorerﬁ_ (komutuje zL, i L, ktorych
liniowa kombinacg jest L. ) dziatanie na jego funkgwiasra operatorerri:_ daje nowa
funkcije W’fgsrq operatora L2 przynaleéna do tej samej wartei wlasnej. Wartéci wkasne
operatoral.® s zatem zdegenerowane.

Zaldézmy, ze rozwaany stan wiasny operatota nie jest nieskaczenie krotnie

zdegenerowany. Musi zatem isthieajwigksza warté¢ wiasna operatoréa , . Niech

przyjmuje ona wart& ¢n, gdzie ¢/ jest oczywicie liczky naturalm. Poniewa /(7 jest
maksymall wartdscia wiasra nie jest maliwe podniesienie/ o 1. Zatem:

L.y, =0,
Co oznacza zerowaniegstatej multiplikatywnej ¢ w poprzednim réwnaniu. Korzysiajz
tego wyniku pokazujemye:
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L, =(C L, +L5+ ), = (CPn°+ 7, = (L + 1)y,

Tak wic funkcja, jest funkcy wiasm operatoral? nalezaca do wartdci wiasnej

L® = r%0(0 +1).

Zauwamy, ze startugc od ), mozemy przy pomocy operatort%l_ uzysk& pozostate funkcje

wiasne operatorﬁz, bedace funkcjami wkasnymi operaton%f nalezacymi do tej samej

wartaici wiasnej:

L, =L g, =L L%, =L A%+, = n%0(0+ D =%+,

Obnizanie magnetycznej liczby kwantowej musi skanczy¢ po osagnieciu jej minimalnej

wartasci. Powtarzamy rozumowanie przy zzdmiu istnienia minimalnej war§oi wiasnej

operatoral, i przyjmujemy dla niej magnetycaticzbg kwantows m = —¢'. Odpowiadé
bedzie ona tej samej wakoi wiasnej operator&? |, czyli

L> =n%0'(0"+) =% +) = I'=l .

Podsumowujc mazemy stwierdzi, ze operator kwadratu momentedo posiada wartei

wiasne dajce s¢ ponumerowé naturalm liczba ¢:

L® = r%0(0 +1).

Liczba ¢ nosi nazw orbitalnej liczby kwantowej. Warfoi wiasne operatora kwadratu

momentu pdu & zdegenerowane, kdej z nich odpowiadajfunkcje wtasne operatora z-

towej sktadowej momentugdu numerowane magnetyeziiczba kwantows przyjmupca

2¢ +1 réznych wartdci :

m=//-1....... —+1/

Podsumowanie VIII.

* Przeszimy do opisu cgstki w przestrzeni trojwymiarowej w reprezentagiqreniowe;.

» Znalelismy operatory pdu i energii.

» Znalelismy funkcje wiasne i wektory wiasne operatogdyn

* Poznakmy meto@ separacji zmiennych, przy pomocy ktorej ragailismy problem
wiasny operatora Hamiltona dlaastki swobodnej, oraz trojwymiarowego oscylatoa
harmonicznego..

* Wprowadzilmy operator momentuedu. Sprawdzimy relacje komutacji porailzy
jego sktadowymi i kwadratem. Okazaig,sie sktadowe operatora momenkdp nie
komutup ze soh:

L., =i

* Komutup natomiast z kwadratem momentdp:
[ﬁz,ﬁi] =0 .

» Jednoczénie okrélony maze by kwadrat momentugalu i jego rzut na wybrany kierunek
w przestrzeni. Te dwie wielléoi mogy zatem shay¢ do klasyfikacji stanéw w problemie
czastki w potencjatu o symetrii sferyczne;.

» Znalelismy wartdci i funkcje wilasne z-towej sktadowej momentdp. Jej wartéci
wiasne g catkowitymi wielokrotndciami statej Planckd/ = m#, gdzie m nosi nazgv
magnetycznej liczby kwantowe;.

« Zalezlismy wartdici wlasne operatora kwadratu momengduyn L* = 722¢(¢ +1).

» Liczba ¢ jest dowolq liczba naturala, nazwalémy ja orbitalrg liczlba kwantows.
Odpowiada ona maksymalnej waitomagnetycznej liczby kwantowej m dla wspolnego

ciagu wektorow wiasnych. W ogéldo m przyjmuje wartéci catkowite w przedziale
(=¢,0).
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IX. Funkcje wtasne operatora kwadratu momentu gdu.

Wyznaczajc widmo wartdci wiasnych operatora kwadratu momengdy postugiwakmy
sie wytacznie regutami komutacji operatorow odpowiagdgch jego skladowym. Uzyskany
wynik mozna potwierdzi rozwizujac problem wiasny operatora kwadratu mome ridupw
postaci raniczkowej. W sferycznym ukfadzie wsp@dnych operator kwadratu momentu
pedu ma posta

2
[*=-n° .ii(sinﬁ i) +_]2.6_2
sind 09 0%/ sin“9 0¢

Réwnanie wiasne:

L2W(9,0) =L"W(3,0)

stanowi rownanie riniczkowe:
1 a( a) 1 0% L2
sind ———+— W(S,0)=0
[smﬂ 09 0%/ sin’9 ap® A’ ve.9)

Jereli za L podstawimy znapnam ju: wartosé wiasrm wyrazona przez orbitala liczbe
kwantowg ¢, otrzymamy:

1 0(. .0 1 0° _
[ﬁﬁ(s'”aﬁ) s ap? T *”}‘W""’ =0

Jest to rownanie wdiczkowe, ktérego rozwraniem g funkcje kuliste rgzdu 7 :

|m¢
Ym(9,0) = efm({))\/_
gdzie
6,,(9)= 0 (20 HIm o gym 07 (sinD)™
20 2(¢ +|m])! d(cos9)"™
Dla kilku najmniejszych warkei /
Yoo(2,9) = \/_
_ 3
Yio(3.0) = mcos{)
V3 o
Y1, (9,0) = \/z_sm({) e
_ 45
Yoo(2,9) = \/_(3co§19 1)
\/1_5 *idp
Yoa(9,9) = \/ﬁsm{) code
Y2ur(9,9) = 4*/; sin® 9e*2?

Pomimo,ze réwnanie wiasne obu operatord i I:Z najtatwiej rozwazuje s¢ we

wspohzdnych sferycznych, ich funkcje wiasne mejwnie prosi posté we wspotrzdnych
kartezjaskich:

V3 z
10(19 ¢) 2\/—
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Y1 (5.0) :izﬁ_n“r‘y

Yoi(.0)=7 Zgin )
_ V15 (xxiy)?
Y2t2(191¢)_ 4\/?_[ r2

Czastka w polu potencjatu o symetrii sferycznej.
W przypadku castki znajdugcej sk w polu potencjatu o symetrii sferycznej:
V() =V({rh=V)
oba operatory: kwadratu momentgdp L?i jego sk’fadowejI:Z komutup z hamiltonianem
=2

H=L_+v(r)

2m
hiﬂzmhLJ:o
(Sprawdzenia powgzych wiasnéci proponug wykona w ramachéwiczen.)
Dzigki temu maemy znale¢ wspoiny cag funkcji wkasnych i stany o ok§lenej energii
klasyfikowa przy wyciu liczb kwantowych: magnetycznej i orbitalnejaBy nie zawsze
klasyfikujemy podajc ich wartdci liczbowe. W klasyfikacji atomowych poziomow
energetycznych gsto zamiast podawania wagto / podajemy liteg. Nazewnictwo to
rozszyfrowujemy, pamtajac o tym,ze kolejnym liczbom orbitalnym 0,1,2,3,4,5,6,7
odpowiad& litery s,p,d,f,g,h,i,k.
Poniewa rozwizany jw przez nas metadseparaciji zmiennych problem tréjwymiarowego
oscylatora harmonicznego posiada symedieryczm

K
V()= ~2
()2

Mozemy jego stanom wiasnym przypatdkowa odpowiednie orbitalne i magnetyczne
liczby kwantowe.
Jednokrotnie zdegenerowanemu stanowi podstawowé&tadwo energii 1 2w

opisywanemu przez funkgcfalowa:

Wooo(F) = Ne 2

odpowiadaj liczby (¢,m) = (0,0) . Funkcja jest typu s.

Trojce stanOw o energii /3 720 odpowiada liczba orbitalna=1, s wigc stanami typu p,
magnetyczna liczba kwantowa jest cllmea jedynie w stanie opisywanym funkcj

FZ

Woou(F) = Nze 2.
W tym stanie m=0. Pozostate funkcje falowe

P2 P2

Wi00(F) =Nxe 2 ig,0(F) = Nye 2

s kombinacjami funkcji o liczbach m=1i-1.

Z funkcji falowych széciokrotnie zdegenerowanego poziomu energetycznego
5/ 2 hwutworzye mozna 5 funkcji falowych typu d{=2), oraz jeda typu s.

Proponug sprawdzt w ramachéwiczen, ze:
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L|JS = C(L'J ZOO(T) + L|J O2O(T) + L|J OOZ(T))

oraz utworzy pozostatych gic kombinacji o okr&onym kwadracie i rzucie momentggu.

Energia kinetyczna castki we wspotrzdnych sferycznych.

Jezeli potencjat posiada symetsferyczm zazwyczaj problem wiasny rozgujemy we
wspohzdnych sferycznych. W celu zapisania w tych wspgairg/ch petnego hamiltonianu,
musimy zné posta& wchodzacego do energii kinetycznej operatora Laplace’a:

g 12(;22),A00)

r? or r
gdzie w operatorze
2
/\( 0) —Li(sm{) 6) 12 6—2
sind 09 0%/ sin“Y dd

zawarta jest cata zaleos¢ katowa. Zauwamy, ze operator ten z dokfadéwa do stale]
multiplikatywnej pokrywa s z operatorem kwadratu momenidp:

[? =-n%A

Dzieki temu komutacja hamiltonianu z operatoréfjest widoczna na pierwszy rzut oka,

ponadto maliwe jest odseparowanie w funkcji wkasnej hamileomi zalenosci radialnej od
katowych. Réwnanie wtasne hamiltonianu

10 /\(3 )
Zm(r ar(r E) (2 } (r8,9)+V()W(E.9,0)=EQ(r.9.9)

po pomnaeniu obu stron prze#’i przegrupowaniu sktadnikéw

(g(ﬁ%} B 2;1;2 (V(r)-E) +/\(B,¢)jw(r,s,¢) =0,

zawiera sudwoch operatorow o rozseparowanych zmiennychajaca na funkcg

falowa. Dzigki temu maemy funkcji falowej poszukiw@w postaci iloczynu funkcji radialnej
i katowej

W(r,9,9)=R(NYD.9).

Po wstawieniu tej funkcji do rownania wiasnego winajemy:

0(,0) 2mr’ ~ _ &
(50 5) W (V(r) E)jR(r)Y(’9,¢)— AD,)R(NY(@,9)

Po podzieleniu obu stron réwnania (z gcgteniem miejsc zerowych funkcji) przez funkcj
Y(r,9,¢) otrzymujemy rownanie:

1 (0(,0) 2mr? _ __
%(a(r 5) e VO E)jR(r) Y@, ¢)A(’9 QYO

ktorego lewa strona nie zaleod katow, a prawa od zmiennej radialnej. koby ono
spetione tylko wtedy gdy obie jego stromyréwne pewnej stalej. Stalle oznaczmy przez
A . Tak wkc otrzymujemy dwa niezatee réwnania wiasne. Pierwsze naséZKatowa:
A@,9)Y([D,9)=-AY (D.9).
Drugie na cgs¢ radialra:
(i(rz a) 2"" V() - E)j R(r) = AR(Y)

or or

Pierwsze réwnanle z dokladémig do statej multiplikatywnej jest rownaniem wiasnym
operatora kwadratu momentedu. Jego rozwizania znamy, funkcjami wiasnymg funkcje
kulisteY,,,(9,¢), a wartdci wiasne
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A=—((l+]).
Wynik ten maemy wstawd do rownania radialnego:

0 (20 _2mr e
5@ 5) . (V(r) E)jR(r)— (L +DR(r),

ktGre po przegrupowaniu zapisujemy w postaci:

n? (1 a(za) e(z+1)) _
i Zm(r2 arl’ ar r? +V(r)}R(r) ER(
Jest to rOwnanie wiasne, ktdrego wéciaviasne (energie) odpowiadayartasciom wkasnym
wyjsciowego rOwnania zapisanego w przestrzeni trojwyoviej. Bez rozwgzywania
réwnania maemy natychmiast uzyskgpewne informacje o uktadzie pozioméw
energetycznych. W réwnaniu tym wggtije liczba orbitalna , energia powinna zatem od
niej zaleze¢. Nie wystpuje natomiast magnetyczna liczba kwantowa. Enedjmwiadajce
temu samemu orbitalnemu momentowdp, lecz rénym wartgciom jego rzutu &da wiec
jednakowe. Symetria sferyczna potencjatu wymusza (@¢ + 1) - krotrg degeneragj
poziomow energetycznych.
Przegrupowujc wyrazy maemy zauway¢ nastpna wkasnagé rownania radialnego:
nt o1 a(za) n® (0 +1) _
[ om 2 ar\ or * 2m  r? +V(r)}R(r) ER(N)
Skitadnik hamiltonianu zatay od orbitalnej liczby kwantowej, odgrywa w rowmnan
analogiczn rolg jak potencjat V(r) . Nazywamy go czasem potencjademtryfugalnym.
Dla réznych wartdci orbitalnego momentuedu rownanie to stanowi jednowymiarowe
rownanie wiasne z siym potencjatem sumarycznym. bdmy wic dla kadej wartgci ¢
poszukiw& charakterystycznego dla niej widma energii. Mariaczenie w rachunkach
przyblizonych, w ktérych energistanu podstawowego znacznie tatwiej zhaldz energie
stanéw wzbudzonych. Poniesvpotencjat centryfugalny przyjmuje vagiznie wartéci
dodatnie, mgemy oczekiwé, ze kolejne poziomy energetyczne agkdzych wartéciach
momentu pdu tkeda potozone wyej od kolejnych poziomow energetycznych
odpowiadajcych mniejszym jego wargoiom. Tak wec orbitalna liczba kwantowa stanu
podstawowegd = 0(symetria s), najaszy stan o liczbie orbitalnef =1 (symetria p) jest
stanem wzbudzonym uktadu tréjwymiarowego, leczmaogo poszukiw@jako stanu
podstawowego jednowymiarowego hamiltonianu z odpdwim potencjatem
centryfugalnym, slywajac metod rachunkowych stusznych dla stanu podstagowe

Czastka w polu potencjatu kulombowskiego. Atom wodoru.

Typowym przyktadem potencjatu o symetrii sferyczjest potencjat kulombowski. Potencjat
ten mae by odpychajcy gdy opisujemy cgstki o jednakowym tadunku, lub przggapcy,
gdy fadunki maj znak przeciwny. W pierwszym przypadku nie vegpsija stany zwazane,
mozemy rozpatrywé jedynie procesy rozproszeniowe. W drugim przypaitigs wystapié
oba typy stanow. Stany zaziane realizowaneasv atomie wodoru i jonach
wodoropodobnych. Przebadajmy ukfad odpowigdlajh im poziomow energetycznych.

2
v(r=--S1

ame, r
Réwnanie na ¢&¢ radialra funkcji falowej

R ) e

2m\r? ar\ or r
mozemy sprowadZzido postaci bezwymiarowej przyjmagjodpowiedry jednostl diugaci:
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h? e
ma’ 4t
skad
_ 4t WP
me?
jest to tzw. atomowa jednostka dhégp lub inaczej promie Bohra. Za jednostkenergii
przyjmujemy:
. e _ me
4TEqa  (4Te,) n?
jest to tzw. atomowa jednostka energii.
W wybranych jednostkach rownanie ng&zradialry funkcji falowej przyjmuje posta
1( 1 a( za) ,az+n) 1
——| =" = - -—|R(r) = ER(T,
[ Z(r2 ar\ ar r r (N=ERD
Réwnanie to posiada rozyzanie spetniajce warunek brzegowy znikania funkcji falowej w
granicy r - oo tylko dla dyskretnych warfgi energii, mianowicie dla

=2Ry =272V

S
"oo2n?
gdzie n jest liczlp naturalm spetniagca warunek:

n>/
Odpowiadajca wartdci wiasnej E, funkcja radialna dana jest w ogolnym przypadkweprz
konfluentra funkcg hipergeometryczn
¢ _r

Ry (1) = an(a) F(-n+e+120+2,20 0

n n
gdzie N, jest stad unormowania.
Dla kilku najnizszych standw energetycznych funkcje teanpajst&:

n,/ R, (1)
1s 2e"
—(1--)e?
Ji( Q
2p ro -
—=e
2./6
3s 1 2 2 L
——(@-Zr+—=r?e?
3J§( 3 2 )
3p 8 1, -
——r(1-=r)e?
2h%( 6)
3d irze—g
81/30

Degeneracja pozioméw energetycznych a symetria problemu.

Korzystagc z uzyskanego dla atomu wodoru widma energetyaz negemy bliej

przyjrz& sk problemowi degeneracji widma i jej przyczynie. YWraie wodoru réne energie
numerowanessliczba naturalm n, ktég nazywamy gtéwa liczba kwantowy. Stopie
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degeneracji poszczegoinych poziomow energetyczjpathiny i zalezry od n. Talg sam
energe posiadag wszystkie stany w ktérych kwadrat momentalp okrélony jest orbitalg
liczba kwantowy ¢ < n, a kadej wartdgci ¢ odpowiada2/ + 1standw ra@niacych s¢

wartaicia rzutu momentu ¢du, czyli o r@nych wartdciach magnetycznej liczby kwantowej

m. W sumie krotng¢ degeneracji n-tego poziomu energetycznego atonuomgest rowna:
n-1

d(2t+1)=n?.

(=0

Na t liczbe sktada sj degeneracja wynikaga z symetrii problemu, w tym przypadku jest ni
izotropowa¢ przestrzeni, jest ta2/ + 1-krotna degeneracja poziomow energetycznych
odpowiadajcych tej samej orbitalnej liczbie kwantowej, ora& mapca pokrycia w symetrii
problemu rowné¢ energii w stanach o jednakowej gidwnej, lecanig) orbitalnej liczbie
kwantowej. Ten ostatni rodzaj degeneracji, nie kgjacy z symetrii uktadu nazywamy
degeneragjprzypadkow i nie jest przewidywalny bez rozazania rownania wkasnego
energii. W przypadku @atki w polu potencjalu o symetrii sferycznej wystar drobne
odchylenie potencjatu od postaci kulombowskiejegaheracja przypadkowa ulega
zniesieniu. Degeneracja wynikag z symetrii ulega zniesieniu vagknie przez dziatanie
dodatkowego potencjatu taasego symete. Na ogot maemy przewidzié stopier
degeneracji pozioméw energetycznych, bez wykonyaamudnych rachunkow badg;
wytacznie symetr problemu. Musimy jednak paegté o mazliwosci wystapienia rownie
degeneracji przypadkowe,.

Symulacje.

1. osc3d1

a. Potencjat centryfugalny i sumaryczny dla stasay.

b. Widmo energetyczne radialnego hamiltonianu diaegrii s i p.

c. Polazenie najniszego poziomu energetycznego o symetrii s, p,etegh potencjatu
sumarycznego dla #aej krzywizny potencjatu (8,2).

2. 0sc3d2

a. Ukiad poziomoéw dla waszych /7 . potazenia wzgédem odp. minimow pot. sumarycznego.
b. Degeneracja przypadkowa poziomow zng&h 7, jej niezalenos¢ od krzywizny
potencjatu (8,2)

c. Pol@enia najniszych poziomow o okéenym ¢ (8,2).

d. Znoszenie degeneracji przypadkowej na skutelirzahbia potencjalem o symetrii
sferycznej (4,6).

3. 0sc3d3

a. Znoszenie degeneracji przypadkoweingnachylenia pozioméw oxdej symetrii w
funkcji wielkosci potencjatu zaburzagego:

AV(r) =al (r* +1)

Przecgcia poziomow. (Program nie urdavia zmiany parametrow)

4. osc3d4

a. Znoszenie degeneracji na skutek ztamania syirefsryczne;.

b. Catkowita krotné¢ degeneracji poszczegolnych poziomow energetycznych
trojwymiarowego oscylatora harmonicznego.

c. Przejcie od symetrii sferycznej do cylindrycznej, rngstie catkowite zniesienie symetrii.
(W programie sterujemy krzywizrparaboli: (8,2) - kierunek x, (4,6) - kierunek(¥,3) - trzy
kierunki razem, przycisk (5) sty do restartu.
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Podsumowanie IX.

Zapisalsmy operator kwadratu momentgdu we wspotrgdnych sferycznych i
rozwigzalismy jego problem wiasny. Jego funkcje wiasne znaneke tzw. funkcje

kuliste i numerowaneasmagnetycza i orbitalr liczba kwantowa —mii I.

Hamiltonian czstki w polu potencjatu o symetrii sferycznej konjata operatorami z-
towej sktadowej momentuedu i jego kwadratu, obie wielkoi fizyczne mog by¢
jednoczénie okrélone z energi dziki czemu magnetyczna i orbitalna liczby kwantowe
mog stuzyé do klasyfikacji standéw o okéonej energii.

Po zapisaniu hamiltonianu we wspe@tinych sferycznych okazalogsize w jego

réwnaniu wikasnym mana odseparowazmienm, radialra r od zmiennych &owych ¢

i9, a radialna funkcja falowa jest funkaytasra kwadratu momentugolu. ROwnanie na
cze$é radialry funkcji falowej zaley od orbitalnej liczby kwantowej a nie zajeod
magnetycznej. Tak wt symetria sferyczna wymusza (2I+1)—keptlegeneragjenergii.
Fragment hamiltonianu zaiey od orbitalnej liczby kwantowej ma poé&taotencijatu,
nazywany jest wic potencjatem centryfugalnym. ki tej wiasndci, najnizszy poziom
energetyczny dla kdego |, maemy wyliczy¢ stosugc metody rachunkowe adresowane
do stanu podstawowego.

Rozwhzalismy problem wiasny dla atomu wodoru, zridikemy jego widmo i funkcje
wiasne. Okréili smy degeneragjpozioméw energetycznych. Oprocz (21+1)-krotnej
degeneracji wynikagej z symetrii sferycznej pojawitagsiiodatkowa degeneracja nie
mapca pokrycia wzadnej symetrii. Nazywamwy jprzypadkov.
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X. Spin, rachunki przybli zone.

Spin.

Dyskutowana powkej krotng¢ degeneracji standw energetycznych atomu wodoru nie
uwzgkdniata jeszcze jednego czynnika, ktory w przypaaliamu wodoru zveksza @
dwukrotnie. Jest on zazany z wielkdcia fizyczm, ktdra nie ma swojego klasycznego
odpowiednika i o ktorej dotychczas jeszcze nie wdpatem . Jest aispin, nazywany
czasem wiasnym momentergdol czstki elementarnej. Zapoznahy sk z kwantowymi
wilasndgciami momentu gdu, jestémy teraz w stanie okék¢ i zrozumi€ pogcie spinu.
Wyobrazmy sobie czstke ztozoma, np. pdro atomowe zbudowane nukleonow. Elektron
znajduacy sk zazwyczaj w dizej odlegidci od pdra nie “widzi” jego skfadnikow, jedynie
jadro jako caié¢. Ponadto w wikszdci problemow (z wygtkiem najniszej powtoki
elektronowej gizkich atomow) gdro atomowe jest widziane przez elektrony jakastka w
dobrym przyblieniu punktowa. Tymczasem analgptruktue jadra, mamy do czynienia z
uktadem nukleonow oddziatywagych pomgdzy sola. Jezeli uktad jako calé¢ ma symetxi
sferyczm, powinien mié okreslony zaréwno kwadrat catkowitego momentdp jak i jego
rzut na wybrany kierunek. Dla elektronu nie dahidjacego sktadnikdwadra posiada ono
pewien “wlasny” momentgulu. Naturalnie mze on by zerowy (stan typu s), ale nie musi.
Podobnej sytuacji nie moa wykluczy dla castek elementarnych, poniewvech
elementarn& rozumiemy tylko jako brak konieczém opisu ich wewatrznej struktury.
Musimy wiec dopucic¢ istnienie “wlasnego” momentweg@u czstki elementarnej. Operator

kwadratu spinu oznaczmy jakd, jego sktadowe jak& . Operatory te powinny mie
i_dentyczne relacje komutaciji jak operatory momexrilu.

5.5]= iy
5.5]= ¥
€5]=0.

Zatem musg by¢ spetnione wszystkie wyniki, uzyskane jako konsakmje relacji komutacji.

W szczeg6lInéci wartas¢ wlasna kwadratu spinu powinna wyaa sie przez maksymain

wartas¢ rzutu spinu s przy pomocy relacji:

s? =s(s+1)n?

a wartgci witasne operatora rzutu spinu na wybrany kierys@kinny przebiegawartaci

rézniace s¢ 0 1. W przypadku momentqu wartgci rzutu momentu ggu musiaty by dane

liczbami catkowitymi. Warunek ten wynikat z konknef postaci operatora skiadowe]

orbitalnego momentugplu

L, =-in2
0

W przypadku spinu operator jego rzutu nie jest mgdaie mamy wjc tego ograniczenia.

Mozemy jedynie zzgdad, by ze wzgddu na maliwos¢ zmiany zwrotu osi z, minimalna i

maksymalna wartg rzutu spinu byty rowne co do bezwedhej wartdci. Moga wiec

przyjmowa& wartgci:

S~=-S,-S+1,...... s-1,s.

Zauwamy, ze powy:sza relacja dopuszcza potdwkowe wéaetozutu spinu. W rezultacie

spinowa liczba kwantowa s m® by¢ réwna:

Poznakmy zatem nagpm liczbe kwantows, charakteryzugca czastke elementars bedaca
sktadnikiem uktadu, ktory opisujemy. Zateny,gé atom wodoru potraktujemy jako elektron
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poruszajcy sk w polu potencjatu kulombowskiego, méwio degeneracji pozioméw
musimy pangta¢ o spinie elektronu. Elektron posiada spin

1
s==,
2

moze wigc znajdowa sk w dwoch stanach pdiacych s¢ wartdcia rzutu spinu:

1
S, =+—.
‘ 2
Daje to dwie maliwosci, czsto okrélamy je jako “spin do gory” i “spin w dof’.
Uwzglkdnienie spinu elektronu powoduje dwukrotne gkszenie krotnéci degeneracii
poziomoOw energetycznych atomu wodoru.

Rachunki przyblizone

Tylko w bardzo niewielu problemach mechaniki kwamtpudaje si znale¢ dokladne
analityczne rozvazanie. W pozostatych przypadkach skazani asyena rachunki
przyblizone. Dlatego konieczne jest poznanie podstawowyatiodrtego typu. W podanych
przyktadach skoncentrusie na poszukiwaniu przytdonych rozwazan rownania wiasnego
operatora Hamiltona. Magpne by uzyte rownie: przy poszukiwaniu innych wielléoi
fizycznych.

Niezalezny od czasu rachunek zaburzg dla widma nie zdegenerowanego.

Jezeli operator H, ktdrego problem wiasny usitujemygwizazac mozna przedstawiw postaci
sumy operatordd® o znanych wektorach i waétiach wtasnych oraz operatokH
zmieniagcego tylko w niewielkim stopniu widmo operatdtd, mazemy postayé sie tzw.
rachunkiem zaburze

H=H°+H’

OperatorH® nazywamy operatorem nie zaburzonym, a opefdtozaburzeniem.

Zalozmy, ze operatoH® posiada dyskretne widmo nie zdegenerowanych dcndasnych:
HoWy =Equy.

Dla podkrélenia matego wptywu operatotd’ zapiszmy go jako iloczyn pewnej liczhy
(zaktadamyzeA <<1) oraz operatora W. Przy tym zaémiu rOwnanie wiasne petnego
hamiltonianu przyjmuje posta

(H+AW)y, =E,p,

Odpowiednie wart&ci wlkasne i wektory wiasne powinny byiewiele r@ne od wartéci i
wektorow wtasnych operatora nie zaburzonego:

E,~EL Y, =y

Poszukajmy ich zatem w postaci szeregugmivego statep .

E,=E)+AE, + N Ei+..........

W, =0+ AP +A P 2+

Wstawmy te rozwinicia do rownania wtasnego. Otrzymujemy:

(HO+AW)(We +Auh + A% 2+ ) = (ES+AEF+NEX )W A 48 8 &)
Przyréwnujemy do siebie wyrazy o jednakowychegath parametra , uzyskujemy:
HoW, =Eu,

HoW, + Wy =B+ Eqb

HOWZ + Wy =B T+EW +EW |
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HOW  + WY T =B+ EW + EW + Eb

Z réwnai tych wyliczamy wyraenia na poprawki kolejnegogdu (odpowiadajce kolejnym
potegom A ) na energie i funkcje falowe.

Pierwsze réwnanie pokrywaest rownaniem wiasnym operatora nie zaburzonegm Jeg
rozwigzania hazywamy rozazaniami zerowego &zu.

Poprawl pierwszego rgdu dla energii otrzymujemy magc drugie rownanie lewostronnie

przez L|J2E i wykonupc catkowanie. Otrzymujemy:

(o R wa) + (wiwlw ) =Ewiw )+ EXw Jw )

Korzystagc z réwnania wiasnegbl® oraz z zakladag unormowanie jego funkcji wiasnych
otrzymujemy:

AE} = (W0 Aw|w?)
W celu znalezienia poprawki pierwszegedu rachunku zabursedo funkcji falowejy?
rozwijamy p W szereg nie zaburzonych funkcji wkasnych:

'~|Jr11 = Zczrlwi""'io'

Rozwinkcie wstawiamy do réwnania drugiego. Otrzymujemy:

(H*-E9)X chw?=(Er - Wu,
skad |

>k (€7 - D)’ = (£ - Wy
Mnozymy to rownanie lewostronnie przﬂz%t, gdziem # n i wykonujemy catkowanie:
>k (B0 - ESKw we) = B4 (wd | we) - (ws [wiws)

Klorzystamy z ortogonaldai i unormowania:
ci(ES, ~ E9)=~(0% W|w2)

skad mazemy wyliczy¢ ¢, dlam#n.

o {wn wled)

Zadanie unormowania funkcjp? +Ap?:

1=(Wy +APH W7+ A ) = 1+ A (W o |w ) +A(w

sprowadza gido warunku:

c

TR (T

Py

(wo|wt)=o0,
ktory jest spetniony gdy
c. =0

Zatem poprawka pierwszegaed rachunku zaburaedo funkcji falowej dana jest
wyrazeniem:

0 W 0
RS TATS

m#n (qu - Eg) L|J21
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Podobnie pogpujemy w celu uzyskania poprawekxsygych redéw rachunku zaburaeDo
wyliczenia poprawki drugiego ¢du do energii wykorzystamy réwnanie trzecie, ktore

lewostronnie zrzutowane r(avﬂ daje

(WS H | w2) + (w2 |W]wih) = Ex(wp | w2) + Ex(wy
skad po uwzgtdnieniu ortonormalni:

(o Wlwh) =

a to z kolei rozpisujemy wykorzystaj uzyskane przed chwilvyrazenie na poprawk
pierwszego rgdu do funkcji falowej:

of -2 G0 o).

i) +Ex(wn | wp)

E; = ()

m#n E?n - Eg
ktGre po wycignieciu sumy przed nawias daje:
2
U
" m#n E?n - Eg
Zwroémy uwag na pomingcie w obu ostatnich wyganiachm = npod znakiem sumy.

Wynika ono z uzyskanego warunk{j = i @warantuje brak osoblivéoi w mianowniku.

Gdybysmy jednak powysze rozumowanie sprobowali zastoséwa zaburzania poziomu
zdegenerowanego, osobligégomusiataby wysipi¢ i dlatego zataylismy na wsgpie brak
degeneraciji.

Na zakdiczenie powtdrg uzyskane wyniki, zmieniag trocte oznaczenia. Zrezygrgg
zapisu zaburzenia jako

H =AW,

poniewa bylo mi ono potrzebne tylko w celu uwidoczniergawiniecia w szereg. Zmienimy
teraz troch oznaczenia i vaczmy poegi A do poprawek. Bdziemy jednak pargiac, ze
kolejne poprawki rénia sk potega zaburzenia. Przyjmijmy

EY =NE, iy =Ny, .

wtedy

E, = EO L g0 L Q) 4

n n P
|

W, =@+ W@

Poprawki pierwszego ¢du:

EY = AE} = (W2 AwW|wd) = (w? [H|we)

v e Wn WD) (wn H )

M e ) TR ()
2 2

o _vaer (R AWWRT  fwh [Hw?)

I ) P G

T

Warunki stosowalnasci rachunku zaburzen.

Warunkiem stosowalr$gi rachunku zaburZejest zbienos¢ rozwinigcia w szereg pegowy

A i mozliwo$é urwania szeregu perturbacyjnego na poprawkactslokesgo redu. Testem
poprawndci rachunku jest warunek by poprawka kolejneg@luzbyta zaniedbywalnie mata
w poréwnaniu z uwzgbtnionymi:

El << gV,
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Zauwamy, ze nie tylko wysipienie degeneracji uniemiwia zastosowanie rachunku
zaburzé. Wystarczy by w problemie nie zaburzonym vapstpoziom energetyczny bliski
poziomowi, ktorego energliczymy. Wéwczas mata warkdé mianownika (nawet jeli

A <<1) spowodujeze obliczona poprawkaetizie poréwnywalna z odlegioia pozostatych
nie zaburzonych poziomow energetycznych i szereghmcyjny przestaje Byzbiezny.

Rachunek zaburze dla blisko potazonych poziomoéw energetycznych, lub w przypadku
wystapienia degeneraciji.

W takim przypadku w celu znalezienia poprawek do@gai wtasnych musimy zmieéi
Sposob pogpowania. Zalémy podobnie jak poprzedniae hamiltonian uktadu memy

przedstawd w postaci sumy operatotd’, ktérego problem wiasny potrafimy rozmet i
zaburzenia V:

H=H°+V
Przyjmijmy dla uproszczeniag hamiltonian nie zaburzony posiada dwie bliskie lu
zdegenerowane wakci wiasne E i ES z odpowiadajcymi im funkcjami wiasnymiy? i
P5. Zal@my, ze funkcje te $unormowane i ortogonalne. Poszukajmy funkcji wéasn
zaburzonego hamiltonianu w postaci ich kombinacioive;:
Y =ap; + by
Wstawmy § do rownania wtasnego hamiltonianu
(HO+V —E)(ap? + bp) =0,
ktore po uwzgidnieniu zatlagonych wartéci wkasnych hamiltonianu nie zaburzonego daje:
B+ V-Bu) + { B+ V- B3 =0
Rownanie to mnzymy lewostronnie skalarnie przez? i @?. Otrzymujemy dwa réwnania:
a(W? B + V- Byl)+ Hy? |E + V- Ey3) =0
a(Ws|E) + V- Hy?)+ Hu3| B + V- Byj) =0,
ktore po uwzgidnieniu ortogonalniei i unormowania przechogzv:
(Vi +ES —E) a+ V,, b=0
V,a+(V,, +ES—E) b=0.
W réwnaniach tych przgje zostalo oznaczenie
Vi :<L|Ji0 ‘V‘ijo>_
Warunkiem rozwgzalndsci takiego liniowego uktadu réwhgest zerowanie giwyznacznika:
Vit E(i -E Vi,
Vo Vo, t Eoz -E
Sprowadza sito do rownania:
(V11 +E7 - E)(sz +E3 - E) ~V,V, =0
lub przy uwzggdnieniu \,, = V.
(Vi +ES —E)( Vo, +ES - E) = |V, =0
Jest to algebraiczne rownanie kwadratowe na posamkiwartas¢ wiasry uktadu

zaburzonego E. Jego dwa rozpania maj postd:

E..= %(Eg +V,t+ Eg + sz) i%\/( E(i + Vi~ Eg - \/22)2 "'4|V12|2

=0.

Rozwamy dwa jego graniczne przypadki, w ktérychaamy pozby sk pierwiastka. Jeeli
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2 2
(Ef + V11 - Eg - sz) >> |V12| )
wowczas po rozwiRciu pierwiastka w szereg poowy wzgkdem |V12|2 i ograniczeniu si
do pierwszego wyrazu rozwgtia otrzymujemy:
2
[Via|
(Ef +Vy, — Eg - V22)
2
Vil
(Ef +V, - Eg - sz) -
Wyrazenia te odpowiadajwyrazeniom na energie uktadu zaburzonego w drugigdzie
rachunku zaburZedla widma nie zdegenerowanego, w ktérym w \vgrau na poprawk

drugiego redu ograniczymy gido pierwszego skfadnika sumy.
Przeciwny przypadek graniczny:

(Ef + V11 - Eg - \/22)2 << |V12|2
prowadzi do rozveizan:

E1=E2+V11+

E2:E2+V22_

2

(Ef +V, - Eg - sz)

gV

Zauwamy, ze jezeli odlegiagé pomedzy poziomami byla mata lub zerowa (degeneracja):
E0 - E° =0,
to na skutek zaburzenia pakszyla s¢:

2

E2 - El = 2{|V12| + (Vll—v 22) J .

8Vy,|
Moéwimy o tzw. odpychaniu sibliskich poziomow kwantowych. Zeli bedziemy
obserwowad przesuwanie gipoziomow energetycznych w funkcji jakiggearametru, np.
wartaici zewrgtrznego poIaHO(O(), wowczas poziomy energetyczne, ktére przy braku
zaburzenia powinny sprzeca¢, mog Sk odepchnc i do ich przecicia nie dochodzi. Efekt
ten nosi nazw “anticrossingu” poziomow energetycznych.

1
E.,= E(Eg +V, + Eg + sz) * [|V12| +

A

Ex(a)
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Metoda wariacyjna.

Nie zawsze mamy nitiwo$¢ zastosowanie rachunku zaburz&darza s, ze hamiltonian
uktadu jest za "daleki” od jakiegokolwiek posiagtaggo rozwazywalny problem wiasny.
Wdéwczas musimy zastosowinng meto@ przyblizorna. Jedi z nich chciatbym przedstagvi
Jest M metoda wariacyjna. Metoda ta szczegdlnie nadajecsobliczania przyhtonych
energii i funkcji wikasnych odpowiadggych stanowi podstawowemu ukfadu. Bazuje ona na
pewnej wiasnéci wartaci oczekiwanych operatorow.

Niech H kzdzie hamiltonianem ukfadu. Wybierzmy dowsimormowan funkcg .

Rozktadamyg w bazie (nieznanych nam) funkcji wikasnych hamitow H:

W=>cu,

Napisnzmy warunek unormowania:

(Ww) =2 coc, (Walw,)=1

Korzystaj:;: z warunkéw ortonormalsoi ciagu funkcji wkasnych hamiltonianu uzyskujemy:
PICTHUNIED L MED YS!

\;\;yliczmy teraz Warntnéé oczekiwara:1 hamiltonianu H w stanig korzystajc z jej

rozwinigcia:

(WHIW) =X eye, (W, [HY, ) =2 6o, E (W [w,) =2 6 6 ES, =2l ¢ &

Po prawej stronie znajdujegssuma kolejnych energii pomimnych przez nieujemne
wartcici |cn|2. Jezeli w niej zasipimy wszystkie energie najmniejsmazliw g ich wartGcia,
czyli energa stanu podstawowego, wéwczas wéaitoatej sumy bdzie mniejsza:

2o Ey 2 X e, K.

Korzystagc z warunku unormowania uzyskujemy nier0@o

(WH[W)=E,,

ktora jest stuszna dla dowolnej funkdji. Wartas¢ oczekiwana hamiltonianu liczona przy
uzyciu zupetnie dowolnej funkcji falowej jest zawsaeeksza lub rowna energii stanu
podstawowego. M@emy zatem wybrafunkcj zawieragca kilka parametrévup(a i)
pozwalagcych na zmia@ jej przebiegu, policaywartasé oczekiwag i zminimalizowa ja po
wprowadzonych przez funkcparametrach:

E= rTOl(in<L|J(Gi)‘H‘L|J(Gi)> zE,.

Uzyskana wart&€ E bedzie oszacowaniem od gory energii stanu podstawowagnkcg
L|J(Gi) nazywamy funkej prébry, a parametry; parametrami wariacyjnymi. Im lepsiub
bogatsz w parametry wariacyjne wybierzemy funk@robra, tym lepsze otrzymamy
oszacowanie energii. Funkcja probna z parametrarmaayjnymi dobranymi w procesie
minimalizacji stanowi przybhong funkcg falowa stanu podstawowego ukfadu.

Metodk wariacyjra mozemy rownie zastosowado stanow wzbudzonych, lecz jejyaie do
tego celu jest bardziej skomplikowane. Komplikgojdega przede wszystkim na narzuceniu
wymogu wzajemnej ortogonaléw funkcji falowych odpowiadagych r&nym wartgciom
wilasnym.

Dla ilustracji metody zastosujmyg flo oszacowania energii stanu podstawowego atomu
wodoru. Napiszmy hamiltonian w postaci bezwymiarpwe

- _l(ii(rzi) g U 1)) _1
2 rzar\" or r2 r
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Szukamy stanu podstawowegedbie miat on symetgis, zatem wyspujaca w
hamiltonianie orbitals liczbg kwantowg przyjmujemy/ = 0.

Jako funkog probry wybierzmy:

Y(r)y=ce ™.

Unormujmy funkcg probr:

(Wlw) = [d*rw(n|* = jdcpj d9T dr Psind [y (r)’ = jdpj @T drf sing & & =

21 c’m_
o) @

= cz¢|§"cosﬂ|’fnj drr’ e = é4n
0

3

=>C=,—.
Tt

Przy rachunku wykorzystana zostata catka, kigarto zapamiac:

‘[drr”e‘Br =N
0

n+l *

Znapc ¢, maemy przysipi¢ do wyliczenia wartéci oczekiwanej. Znajmy jednak najpierw
wynik dziatania hamiltonianu na funkcpg™" :

(_lii(rl i) _})e—cxr _gii(rle—cxr) _}e—cxr :%%(Zre—cxr —Gr2 e—cxr) _%e—cxr =

2r2or\ or/ r 2712 0r r r
o _ar o’ O (G_l azj -ar

—— e - —g¥-Ze¥=|Z——-—|e
r 2 r r 2

Wykorzystajmy ten wynik do wyliczenia wakm oczekiwanej hamiltonianu:

2n n ) 2
— [ q3nnC — 2 : a__l_a_j ~2ar —
(W[H|W) = [y clou){oe{dres.na[ 1o,

a® 2 a? j_ [ 1 1)
=—4n|dr (a-)r-—r?|e® =403 (a - -a? =
anfa(a-2r-% (a-1

(20)*  (20)°

1
==a’-a
2
Szukamy minimum wartei oczekiwanej hamiltonianu po parametrze wariagyjru .

0

—((YHY) =a-1=0=a=1
S (wH W)
Wstawiagc te wartaé¢ do poprzedniego wyniku otrzymujemy:

1
(WH W)=~
Jest to dokiadnie energia stanu podstawowego atadoru wyraona w jednostkach
atomowych. Wynik dokfadny otrzymainy dzeki temu,ze prawdziwa funkcja falowa atomu
wodoru byta szczegolnym przypadkiem zaproponowamgcji probnej. Zazwyczaj nie
udaje nam siuzyska funkcji doktadnej i musimy gizadowol€é lepszym lub gorszym
przyblizonym rozwazaniem. W ramactwiczen proponug znaleé¢ oszacowanie energii

stanu podstawowego atomu wodoru postagsg funkcja probry, ktéra nie zawiera
dokfadnego rozvgzania, np.:

P(r) =ce™ .
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Podsumowanie X.

Poznakmy nowg wielkosé fizyczma, mapca charakter momentugdu i nazywan
wilasnym momentemepu lub spinem cistki elementarnej. Rzut spinu g@przyjmowa
wartasci catkowite lub potdwkowe. Elektron posiada spinPéniewa spin nie wchodzi
do hamiltonianu, powoduje on dodatkpdwukrotry degeneragjpoziomow
energetycznych.

Jezeli uda s¢ hamiltonian ukfadu rozdzié€lina sumg operatora, ktérego problem wiasny
potrafimy rozwizat i operatora, ktéry wprowadza niewielka zmgamdma, maemy
stosowé rachunek zaburse Poprawlk pierwszego r@du do energii badanego poziomu
energetycznego stanowi wasémczekiwana operatora zaburzenia liczona w stanie
opisywanym funkgj falowa nie zaburzonego hamiltonianu.

W przypadku degeneracji poziomu energetycznegaaberzonego hamiltonianu, nie
mozemy stosowérachunku zaburZewyzszych redow ze wzgidu na osobliwét
pojawiahca sk w mianownikach odpowiednich wyren. Stosujemy wowczas specjaln
metod; rachunku zaburZestuszi dla widma zdegenerowanego.

Jezeli rachunku zaburZenie uda s zastosow& wowczas mgemy zastosowametod
wariacyjm, ktora polega na minimalizacji waétm oczekiwanej hamiltonianu w stanie
opisywanym tzw. funkej probry. Metoda ta szczegolnie tatwo stosugedd obliczania
najnizszych poziomow energetycznych i daje konsekwenszaamwanie od gory ich
wartasci. Im lepiej odgadniemy funkgjprobra, tym lepsze otrzymamy oszacowanie
energii.
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XI. Uktady ztozone z kilku czstek.

Dotychczas dyskutowdliny problemy uktadow zimonych z jednej agstki w polu

zewretrznych potencjatidw. Pojedynczaastka w przestrzeni jednowymiarowej posiada tylko
jeden stopi# swobody, réwnania wlasne wiell@ fizycznych byly rownaniami
rézniczkowymi drugiego stopnia jednej zmiennej. W gtezeni tréjwymiarowej citka
posiada trzy stopnie swobody i rownania wiasneg/ stiatrownaniami na pochodnegstkowe
trzech zmiennych. Liczba stopni swobody uktfadoweatych z kilku castek odpowiada
liczbie stopni swobody pojedynczejastki pomnaonej przez ich liczd Oznacza to

powazne zwegkszenie wymiaru rowrfarozniczkowych. W pewnych przypadkach udajejsi
zredukowd z czego zawsze korzystamy.

Uktad czastek nie oddziatywupcych.

Rozwamy dwie castki w przestrzeni trojwymiarowej oddziatywage z zewstrznym
potencjatem, nie oddziatywage pomedzy sola. Wektory wodzce obu cgstek oznaczmy
przezt, i T,. Hamiltonian takiego uktadu jest samamiltoniandw cgstek swobodnych:
H(T,,T,) = H, () + H ,(F)).

Do rozwgzania problemu wiasnego catkowitego hamiltonianu

H(T, )W (FLT,) = EQ(T,T,)

mozna zastosowameto@ separacji zmiennych. Funkcja wlasna ukladu dajerziedstavd
w postaci iloczynu dwoch funkciji, z ktorychada zaley od innej zmiennej

W(r, 1) =W, (FHW (7))

i jest funkca wiasrg hamiltonianu jednoegstkowego:

H; (F)W() =E Ww(T)

Wartos¢ wlasna petnego hamiltonianu jest sinwartasci wiasnych obu sktadnikow:
E=E +E

Podobnie pogpujemy w przypadku uktadu wielu nieoddziatyaeych castek:
H(T, T, .l )= H ) +FH ) tHy &)

(1T PRI A EC U1 DY (4 TV I (% T Wy &)

E=E +E+...+E .

W przypadku gdy cgstki oddziatywug pomidzy sola, w catkowitym hamiltonianie
pojawiap sk sktadniki magce sens potencjatdéw oddziatywania peaay nimi, zaleace od
wzajemnych odlegkxi czastek:

H(T, 1) =H (7)) + H,(T,) +V(F,—T).
Funkcja wiasna takiego hamiltonianu nie dagepszedstawd w postaci iloczynu funkcji
réznych zmiennych i metody separacji zmiennych nigmaaastosowa

Separacja ruchusrodka masy.

Wyjatek od powyszego stwierdzenia stanowi uktad dwochstek oddziatywujcych
pomkdzy soh, lecz nie oddziatywuagych z potencjalem zewtiznym. Jego Hamiltonian ma
post&:

n 7
H(i,F,) = ——— 0% -
(1 2) 2m1 1 2m1

Przechodzimy do nowych zmiennych. Wspédhzejsrodka masy uktadu:

02 +V(F, - T,).
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mlfl + mZTZ
m, +m,
i wektora odlegtéci pomidzy czstkami:
r=rn-r,.
W celu zapisania energii kinetycznej uktadu w nolwgmiennych rozwaamy kolejno
sktadowe w kierunkach x, y, z. Operator pochodesggtkowej po skladowej x-owej
pierwszej castki ma posté&
0 _0Xo ox9_ m 9, 0
ox, O0x,0X 0x,0x m, +m,dX ox’
a jego kwadrat:

R=

a?z( m, i+i):( mljaer m__ o o

ox,> \m,+m,dX ax m,+m,) 0X*> m +m,adxXox 0x°

Dla drugiej czastki otrzymujemy:

92 _( m, )2 0 m, @ 0

0x, m,+m,) 0X* m +m,dxXox 0x°

Po dodaniu odpowiednich wktadéw do energii kinehgjzedukcji ulegaj pochodne
mieszane:

I :_1( m, j 1( m, j o [, 1]e _
m, 0x,> m, 0x,> | m\m +m, m,\m,+m,) [dX* |m, m,|dxX
. 1 @ (i _1ji:_162+162

m, + m, dX?

2

m m)ax Mox2 poxt’
gdzie przez M oznaczgliny masg catkowity uktadu, czyli sura mas obu cistek, a przez
tzw. mag zredukowaa spetniagca zwiazek:

1 1 1

= 4+ —

Homg m,

Korzystaac z wyliczonych zwgzkéw mazemy hamiltonian uktadu zapisgko:
- - _ = = _ h 2 h 2 =\ = —

H(ELT) = HRT) =~ G =5 D7+ VO =H, R)+H, ().

W nowych zmiennych hamiltonian catkowity geamy rozseparowa Pierwszy skfadnik
odpowiedzialny za rucfrodka masy uktadu stanowi znany nam hamiltoniast&z
swobodnej, sktadnik drugi odpowiedzialny za ruclyledny castek jest w praktyce
hamiltonianem jednej @&tki w polu potencjatu zewgtrznego.

Powr&my do przedyskutowanego poprzednio problemu atoodow. Potraktowalmy go
w przyblizeniu jako jeda czastke znajdujca sk w polu zewrtrznego potencjatu
kulombowskiego. Teraz memy ziay¢ atom wodoru z dwdch ggtek. Z protonu i
oddziatywugcego z nim poprzez potencjat kulombowski elektrdPoi przejciu do
wspohzdnychsrodka masy i odlegkei elektron — proton, stosujemy sepagaaniennych,
rozwigzujemy problem cgstki swobodnej z magowm masie catkowitej uktadu i problem
czastki z mag zredukowaa w polu potencjatu kulombowskiego. Skladamy obamigzania
jednocastkowe i uzyskujemy rozwzania ukfadu dwuestkowego. Petna funkcja falowa
atomu wodoru w stanie podstawowym (dla ruchu wdgggo) przyjmuje posta

Wi 5)=BRH=0,(RW,(H=Cé" e"=ce v g™
a energia w tym stanie:
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21,2
g=K _Hpy
2M  m
Oczywicie ze wzgddu na drastycznroznice mas protonu i elektronu masa catkowita M jest

w praktyce rowna masie protonu, a masa zredukowanasie elektronu:

m, =180am, = = = 99944
m

Rd&znica energii w porownaniu do przedyskutowanego peqgimio modelu jest bardzo
niewielka, lecz ze wzgtlu na uzyskiwane de dokfadnéci pomiarowe mierzalna. W
przypadku jednak @atek o porownywalnych masach np. atomu positronaaylj uktadu
zZwiazanego elektronu i pozytonu problem agleozwiazywat jako dwuczastkowy.

Uktady ztozone z jednakowych cgstek. Nierozranialnosé.
Atom wodoru sktada siz dwoch catkowicie rinych castek - protonu i elektronu. Przy
rozwigzywaniu jego problemu wiasnego nie nakémy sk wiec na nasfpny problem,
charakterystyczny dla mechaniki kwantowegddry konsekwengjopisu ukladow przy
pomocy funkcji falowych, mianowicie problem nieréznialncsci czastek. Pojawia gion w
przypadku, gdy w skfad rozwanego uktadu wchodzzstki jednakowe, np. dwa elektrony
tworzace wraz zgdrem atom helu. Funkcja falowa uktadu dwastkowego jest funka;j
wektoréw wodzcych oraz spinOw obu ggtek

W(1L2)=y(rs,,T,Ss,) .

Jezeli castki 4 jednakowe, zamienig je miejscami nie powinéiny zmiené zadnej
wiasndci fizycznej ukfadu.
Wprowadmy operator permutaciji, ktérego dziatanie na fuakajowa polega na zamianie
miejscami wektoréw wodzych obu czstek:

PV (12 =y (2D = PY(is, 1s,) = w(Es, is,)
Zauwamy, ze tak zdefiniowany operator komutuje z hamiltonrangfadu jednakowych
czastek, poniewa musi on by symetryczny wzgidem ich wektorow wodych. Mazemy
szuk& wspolnych wektorow wiasnych obu operatoréw. Zatg, ze jest spetnione réwnanie
wiasne dla operatora permutaciji

P,W(L2)= AP (2.1
i podziatajmy nim jeszcze raz na obie strony rovietan

P, W2 =N D).
Z drugiej strony dwukrotne dziatanie operatora peauji na funka falowa powoduje jej
powrét do pocatkowego ukladu argumentéw

P W2 =w(2).

Tak wiec kwadrat wartéci wkasnej musi b§ rowny 1 (podobnie jak dla operatora
parzystdci), a sama wartg wiasna mae by rowna 1 lub -1. Funkcje falowe uktadu
jednakowych cgstek mog wigc by¢ albo symetryczne albo antysymetryczne wagm
zamiany miejscami wektoréw woglzych dwoch castek. W przypadku parzysid, ktora
mogta by okreslona jezeli potencjat dany byt funkgjparzyss, funkcje falowe tego samego
uktadu mogty by albo parzyste, albo nieparzyste wmgch stanach. Tym razem wiasto
symetrii lub antysymetrii funkcji falowej jest zé&eminowana rodzajem opisywanych
czastek. Castki, ktérych funkcje faloweasantysymetryczne wzgllem zamiany pary
wektoréw wodzcych castek, nazywamy fermionami, ggtki 0 symetrycznych funkcjach
falowych nazywamy bozonami.
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Zwigzek symetrii funkcji falowych ze spinem.

Fermionami g wszystkie cgstki, ktére posiadajpotdwkowe wartéci spinu, bozonami te,
ktorych spin przyjmuje wartai catkowite lub zero. W podcznikach zazwyczaj podajezd
jako fakt eksperymentalny. Jedaakzwiazek ten maemy wyja&nic¢ przeprowadzag proste
rozumowanie. Operator z-towej sktadowej spinu diktdwoch czstek jest sum
odpowiednich operatoréw obuastek

§,=5+7%

Jezeli (dla uproszczenia przyjmijmy brak oddziatywap@midzy czstkami) podziatamy
nim na funkag falowa uktadu

5,0(12)= 30, (D0,(2 = (3 +§)0:(20,(2=( 5+ ¥0.(20,(3=("s+ JW(R)

okaze sk, ze wart@¢ wlkasna operatora z-towej sktadowej spinu catkoyatgest surp

wartasci wiasnych odpowiednich operatorow pojedynczycistak. Tak wegc ukiad dwoch
czastek o spinie potdwkowym musi ndispin catkowity. Spinu potdwkowego natomiast nie
moze posiadazaden ukiad dwoch gzstek identycznych. W ukfadzie wielastkowym
zamiana miejscami dwéch parasiek zawsze jest symetryczna (w przypadku fermionéw
odpowiada ona dwukrotnej zmianie znaku). Funkdgvieej antysymetrycznej wzgdlem
zamiany dwdch par identycznychastek nie da giskonstruowé ani z fermionowych ani z
bozonowych funkcji falowych.

Podziat funkcji falowej na cz$¢ przestrzenm i spinowg.

Przedyskutowana pousj wiasndé symetrii dotyczy catkowitej funkcji falowej zawsacej
wspohzdne przestrzenne i spinastek. Hamiltonian uktadu (w przybéniu
nierelatywistycznym) zalgy jedynie od wektorow wodzych castek, nie zawiera wyrazow
zaleznych od spinu:

H@L2)=H(1.T,).

Dzigki temu peha (wlaczapc w to zalenos¢ spinowa) funkcig falowa mazna korzystajc z
metody separacji zmiennych przedstawipostaci iloczynu e&ci przestrzennej i spinowej:
W(L.2)=P(rs,, 5S,) = ¢(L, LX(S, S)

Operator permutacji zamiemaly czstki miejscami zamienia argumenty obu skfadnikow
iloczynu. Ze wzgddu na symetei hamiltonianu, zaréwno €& przestrzenna funkcji falowej
jak i spinowa powinny rowniemie¢ okreslona symetrg¢ wzgkdem zamiany argumentow.
Jezeli wiec petna funkcja falowa ma byantysymetryczna, nioa to uzyské&przez przycie
symetrycznej agci przestrzennej i antysymetryczneg&z spinowej, lub odwrotnie.

W uktadzie dwoch fermiondw symetrycefunkcje spinows uzyskujemy przy rownolegtym
ustawieniu spinGw obu ggtek, lub jako symetrycarkombinacg funkcji stanu o spinach
przeciwnych. Ma@na utworzy trzy symetryczne funkcje spinowe:

(1))
X6,.8;) = (l )(l )
1
LIX)+6X)
oraz jedr funkcjg antysymetrycza
x6s:)=(1fo)-()r)
Tak wiec uwzgédniapc spin kady stan, ktérego e&¢ przestrzenna jest symetryczrgbe
musiat mi€ antysymetrycza (jedyra mozliwa) funkcjg spinowa, bedzie niezdegenerowany

ze wzgkdu na spin, czyli stanem singletowym.Adg stan, ktérego g&¢ przestrzenna
funkcji falowej jest antysymetryczna, temie trzy r&zne stany spinowe (tryplet).
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Stanowi podstawowemu uktadu dwdéch fermionéw odpdaviaa ogot symetryczna
przestrzenna i antysymetryczna spinowgeunkcji falowe;.

Atom helu.
Najprostszym uktadem dwufermionowym jest atom hiedidtowany jako uktad dwdch
elektronow w polu potencjatu kulombowskiego pochmago od tadunkwflra, ktérego ruch
(podobnie jak w przypadku atomu wodoru) zaniedbamwzgédu na bardzo dia w
poréwnaniu do elektrondw masHamiltonian takiego ukladu ma po&ta
2 2 2 2 2

HL)=- g -ty 28 2o, e

2m 2m r o |h-T,

Liczba atomowa Z okéa tadunek gdra i dla helu wynosi 2.

Réwnanie wilasne hamiltonianu jest réwnanieiniézkowym w przestrzeni 6-cio
wymiarowej. Jego bezgoednie rozwgzanie nie jest mdiwe anizadra z metod
analitycznych, ani numerycznie. Musimy ucieg & metod przybkonych. W rachunkach
tych znacza pomoc leda stanowity uzyskane fuprzez nas informacje wynikgge z
rozwazan nad symeta ukfadu. Patrgc na post&hamiltonianu widzimyze mazna go
rozdzielt na dwie czsci:

H=H°+H".
Pierwsza cgsé:

h? h? ze?  Z¢’
H =- 02 - 02 - -

2m ' 2m * r, 1,

stanowi sura dwoch jednakowych operatorow jedngstkowych

HO(12) = H, @)+ H, (D).

Zmienne odpowiadage obu czstkom mana rozseparowa rozwiaza¢ problem wiasny
kazdego z nich. Operator ;Hest hamiltonianem jonu wodoropodobnego, identyazn

dokfadndcia do tadunkugdra Z z hamiltonianem atomu wodoru. Zmiegiajednostki

diugdéci i energii doprowadzamy jego problem wiasny demania identycznego z

rownaniem wiasnym atomu wodoru. kéany wic skorzysté ze znanych nam rozazan.

Tak wiec problem wtasny hamiltonianu’tiznajemy za rozakywalny. Mazemy wic

traktupc drugi sktadnik petnego hamiltonianu jako zabureeskorzysté z rachunku

zaburzé. Wyliczmy poprawk pierwszego rgdu do energii stanu podstawowego. W tym celu
musimy znalé¢ funkcjg wtasr stanu podstawowego ukladu nie zaburzonego. 8tant
odpowiada sytuaciji, kiedy oba elektrony znagdsig w stanie 1s.

W stanie podstawowym energia jonu wodoropodobnelgdunku gdra Z wynosi
2

E.=———j.a.,
is 2]

a funkcja falowa dana jest wyteniem:

Energia stanu podstawowego dwastkowego hamiltonianu Hest zatem réwna:
E° =-Z%.a.,
a funkcja wiasna:

: ‘i(’l”z)
#0m) =00 ()= 2 2] =
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Naturalnie skonstruowdliny w tej chwili tylko czsé przestrzenspfunkcji falowej. Jest ona
symetryczna wzgtlem przestawienia wektorow wagych obu elektronéw, zatemesz
spinowa funkciji falowej w tym stanie musidbgntysymetryczna. Spiny obu elektronéw w
stanie podstawowym atomu helkdh antyrownolegte.

Poprawka rachunku zaburzpierwszego rau wymaga policzenia waldoi oczekiwanej

operatora zaburzenia H’ w stanie opisywanym proekdg falowa ¢° . Pamgtamy, ze

e = (¢° o).
Poniewa
2
H =S
=T,

Do wyliczenia mamy catk

2

1,(ry) =

e
E'=[d°rd r2¢i(rl)|?1 =

=£dr1jnd81£ou>ltfsin81£ de_{neﬂzl ¢2§sinsz[¢i<f)me_—u¢fs<rz>}

W celu wykonania tej caitki dokonujemy zabiegu palegego na rozwiriciu wystpujacego
pod catla utamka na fale kuliste:

|
41 1 (r, ]
! = T m 2 +1 Ej Ylm(alq)l)Ylm(19 2¢ 2) dla r>r,
|?1 _?2| 4_-’-[ 1 rl

|
O
| 1 <
S e &) Vo0 (0.02) g ri<r,
Poniewa funkcje falowe o symetrii 1s nie zawiegajaleznosci od katow, podczas
catkowania wyzerowane zostawszystkie sktadniki sumy z wytkiem I=m=0. Tak wgc z
calego rozwingcia wystarczy wstawipierwszy wyraz szeregu:

1

— da r>r
1 r teoe
= = - 1
L%l |2 da L<r,
r.2

. 1
rzypominamze Y, (9¢) = ——
(przyp 7€ Yoo (90) = ﬁ)
Catkowanie po #ach daje czynnikdn. Do wykonania pozostaje suma dwoch catek
wynikajaca z rozbicia obszaru catkowania na dwigsciz
Tt 1 I 1
E' =16m7e’| [ di[ dg { £0L(D05(r)+ [ [ r§¢fs<r1>r—¢fs<rz>J
0 0 1 0 n 2
Wstawiamy teraz jawgnpost& funkcji ¢ ,:

E' =16m°e’ T dg‘rf dr
0

0

_?(r1+r2) 5 ° ° 26 —2—Z(r1+r2) 2

B B

e rgﬁjerdrz e L,
i

Tay
Wyciagapc wspoiczynniki poza nawias i wprowad#gapznaczenie:
2z
= .

2,6
: T ag
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otrzymujemy:

E! =eT420(6[Tdr1‘rf dr,e " 2y +T d[T dp &°(n*) ¢ {}
0o 0 N

0
Wykonujemy caikowanie po, r nasl:pnie po { W Ca}ce pierwszej korzystamy ze zuku:

_ 2
Idre—ar r2 - —cxr Idr —cxr — e—cxr —cxr Idr —cxr =
_ 0 2r 2 ge.m __(ﬁ+g+_2)e-m
a a? a’ a o? o
otrzymujemy:
? (1P o2r 2 v 2 (12 2r, 2 _
— drecxrl r(_+_+_)e—ur - d ecxrl __(i ~1 j arp | —
J; 1 1 a GZ GS . ‘([ E. £|:a3 a a2 GS
t 2 rZoo2r 2 . 2 6 4 2
- drr _ecxrl_ L+_1+_je 20, -_“ _ _ _
J; 11{0(3 (a a? ol } a® a(20)* a?(2a)® o(2a)
1 311 5
:_5 2—-————_=-_|= 5
a 8 2 2] 8«
W drugiej caice korzystamy z
—Qr _r —(XI' r —ar _1 —ar r 1 —ar
Jdre r=—e jdre —e"+—Ze" = —+—]e
a a a a o
i otrzymujemy:
T a0 Y | o a2 LY can
—‘([drle rf(a+a—2)e rl —‘([drle f(a+a—2)e =
_ 6 2 1,3 1 5
7T 3 __5(_+_) - 5
a(2a)” a?(20)° o®>'8 4 8a
Po ich dodaniu otrzymujemy:
2 2
Elze_a6 5 :ie2 :§Ze :§ZJa

o}

4 40° 16 8a, 8
Dodajc poprawlg do energii nie zaburzonego uktadu otrzymujemy@aika energie atomu
helu w pierwszym rgzie rachunku zabursie

E= ( 4+5)ja——1—1j.a.
4

Mozemy teraz wylicz§ energe wigzania atomu helu. Zdefiniujemy jako r&nice jego
energii i energii skladnikdw, na ktore sbzpadnie podczas jonizaciji:
He - He" + e

Energia wodoropodobnego jonu Heynosi
oz
E = —7j.a.— -2].a.
Za energj elektronu przyjmujemy najmniejgznerge elektronu swobodnego, jest ona rowna

0.
W=E,—-E, . = (—171+2) ja= —% ja=-0.75}.a

He'
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Tak zdefiniowana energia gzania jest ujemna. €gto jako energiwiazania przyjmujemy
wartaé¢ W ze znakiem przeciwnym, co odpowiada energiizaiinej do jonizacji uktadu.
Przy takiej definicji uktady stabilne posiadajodatnie energie waania.

Po wykonaniu rachunku memy sprawdd, ze poprawka uzyskana w rachunku zabfinzie
jest wcale mata w porownaniu z enargktadu nie zaburzonego. Prayj jako zaburzenie
potencjat oddziatywania pogidzy elektronami okazujegsstosunkowo silny. Wyniki
rachunku zaburZenie % wigc dokladne, chociaodtwarzag znaczg cz$¢ energii wazania
atomu helu (wart@& eksperymentalna wynosi 0.9035 j.a.). W ramagitzen proponug
powtorzy rachunek postugag sk rachunkiem wariacyjnym. Przy stosunkowo prostym
uogolnieniu funkcji probnej powinfriny uzyské poprave wyniku.

Podsumowanie XI.

» Zwigkszenie liczby cgstek w ukladzie dramatycznie paksza liczle stopni swobody,
zatem liczlg argumentow funkcji falowej.

* Przy zalgeniu braku oddziatywania wspoddne poszczegolnych gztek dag sie
rozseparowd problem wiasny sprowadza slo rozwiazywania rowna
jednocastkowych.

* W problemie dwoéch estek oddziatywujcych po przegciu do zmiennych opisagych
ruch wzgédny i ruchsrodka masy mzemy je rozseparowaw przypadku braku
potencjatu zewgtrznego.

» Jezeli w uktadzie wystpuja czastki identyczne, funkcja falowa musidbgymetryczna lub
antysymetryczna wzedlem przestawienia argumentovastek. Powoduje to podziat
czastek na fermiony i bozony.

* Fermionami g czastki o spinie potdwkowym, bozonamigstki o spinie catkowitym.

» Jezeli hamiltonian ukfadu nie zalg od spinu, zmienne przestrzenne i spinoweemnuy
rozseparow@i osobnozadat symetrii lub antysymetrii &ci przestrzennej i spinowej
funkcji falowe].

* W ukiadzie dwéch astek symetryczmprzestrzengpfunkcg falowa ma spinowy singlet,
antysymetrycza spinowy tryplet.

*  Wyliczylismy energg catkowita stanu podstawowego atomu helu postagsg
rachunkiem zaburze Zdefiniowal§my i wyliczylismy energg wigzania atomu helu.
Poniewa poprawka rachunku zaburzaie jest mata w porownaniu z odleggeami
pomkdzy energiami uktadu nie zaburzonego, uzyskane kirymaja charakter jedynie
jakosciowy.
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XIl. Stany wzbudzone uktadu dwuelektronowego.

W poprzednim rozdziale zastosowally rachunek zaburaedo obliczenia energii stanu
podstawowego atomu helu. Moim celem bylo pokazghkidunkcjonuje rachunek zaburze
oraz dyskusja najprostszego uktadu dwuelektronowegaozwazywania problemu atomu
helu przysipitem po stosunkowo diugiej dyskusji dotgcej uktaddéw czstek
nierozr@nialnych. Tymczasem w problemie stanu podstawoweggyozr@nialnos¢ czastek
nie objawita st w sSposob istotny.

Symetria funkcji falowej stanu podstawowego byturain, konsekwengj rachunku
zaburzé (taka funkcg falowa posiadat stan podstawowy ukfadu nie zaburzon&@k.
naprawe nierozr&nialncs¢ elektronow wchodicych w sktad atomu helu zaczyna thie
powazne konsekwencje dopiero przy dyskusji stanéw wzbogeh. Problem ten
przedyskutujemy ponownie trakfgjjako punkt wy§cia rachunek zaburieNie daje on
wprawdzie ilgciowo poprawnych wynikéw, ale niedrzie to mialo wgkszego znaczenia,
poniewa rachunkow nie d&dziemy wykonywa do kaica i ograniczymy gido dyskusiji
jakosciowej. Poniewa jednak w zamierzonej dyskusji bardzo istotale odgrywa beda
stany spinowe elektronow, zaczniemy od dokladnégjgmalizy wignie tych stanow.

Operator spinu i jego funkcje wtasne. Macierze Pauliego.

W poprzednich rozdziatach pozraty juz pewne wiasn&i operatora spinu. Potrafimy
przewidzi€ jego wartdci wkasne i znamy relacje komutacji paohzy operatorami
sktadowych wektora spinu. Sprobujmy zrglggo postai funkcje witasne. Rachunek
wykonamy dla elektronéw, gdyw tym momencie jest to dla nas najbardzie] intgues.
Uogobinienie wynikdéw na przypadek innychasiek nie powinien sprawwirudngci.

Wiemy juz, ze elektrony g fermionami o spinie réwnyrs = Eha operator jego rzutu na

dowolny kierunek posiada dwie wastowtasnes, = i%h. Musimy wybr#& dla niego

SposOb zapisu jego wektoréw wiasnych czyli repregn Ze wzgédu na toze mazliwe s3
jedynie dwa stany spinowe, baza w przestrzeni o] przez jego wektory wikasne musi
by¢ dwuelementowa. Przyktadem takiej przestrzenizbgir macierzy o jednej kolumnie i
dwoch wierszach:

-2
X - b "
lloczyn skalarny (niezminy w przestrzeni Hilberta) definiujemy jako:
+ O a
(Xalx2) = xix2 = (x1) x.= (a5 @&1=£%+@Q
2

Operatory w takiej reprezentacgda stanowity macierze kwadratowe 2*2, przez ktore
mnazymy funkcje stanu.
Najprostsz baz w tak skonstruowanej przestrzeni Hilberta stagawie macierze:

o)

Postaramy gitak skonstruow@operator spinu, by te dwie macierze bazowe stagpowi
wektory wlasne jego z-towej sktadowej. W celu pazbyse wspotczynnikOw operator spinu
zapiszemy jako:

=176
2
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Nowy operatoré jest bezwymiarowy, jego wala wiasne g rowne +1 a dziatanie na
element przestrzeni macierzy kolumnowych sprowaizdo pomnaenia jej przez
odpowiadajca operatorowi macierz kwadratayktora nazwiemy reprezentacpperatora.

O X =X

Zgodnie wiasnéciami operatora spinu i definippperatoraiy, jego skfadowe powinny
spetia& nastpujace relacje komutacji:

[6,.6,] = 2ic,

[6,.6,] = 2io,

[6,.6,]=2io,.

Jednoczénie, poniewa kazda z jego sktadowych posiada dwie waciavtasnex1, ich
kwadraty mog miec tylko jedra wartas¢ wiasra rowm 1. Zatem kwadrat operatorazkiej ze

skltadowych musi byyoperatorem jednostkowym, ktGrego reprezentacjekjgadratovy
macierza jednostkow:

g

Zapiszmy ogola post& operatorad; jako:

o= o)

Po podniesieniu do kwadratu:

T D Tk A )

Mamy wigCc nas¢pujace ograniczenia na elementy macierzy operatorow:
a’+hg=1

d’+bc =1

ab+hd=0

cg+de=0.

Z dwoch pierwszych rowmawynika, ze

a°=d’

czyli

a ==*d.

W pierwszym przypadku z dwoch pozostatych rommeynika:
b =c¢ =0

Uzyskana macierz, jest g (z dokltadnécia do znaku) macieszjednostkowa. Nie jej
poszukujemy.

Pozostaje veic warunek drugi:

d =-1.

Wstawmy go do ogolnej postaci operatorazadajmy, by wybrane przez nas wektory
bazowe:

G
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byty wektorami wkasnymi operatoi@, przynalenymi do wartdci wiasnych +1i -1,
odpowiednio:

o= 20 =(8)=x=()

oraz
S g R W R e
OX- = c, —a)\1) \-a,/) X-="q)
Otrzymujemy sid:

a=1 b,=0 c¢,=0
Ostatecznie:

6,= :
0 —

Mamy wiec wyliczora reprezentagjoperatora z-towej skladowej spinu. Poszukajmy
pozostatych sktadowych. W tym celu wyprowadzimy alkdwa wiasna¢ skladowych
operatora spinu.

2i(0,0,+0,0,)=0,[0,0,-0,0,]+[0,0,-0,0,]0,=

-0,%0,+0,0,°-0,0,0

X=zZ=X

=0,0,0

X=zZ=X

=0,-0,=0

Tak wic tzw. antykomutator skiadowych operat«frejest rowny zero:
(0,,0,)=0,0,+0,0, =0.

Korzystapc z tej wikasnéci mozemy uzyské dodatkowe warunki.

oroode e O S HC S -
2 9463

skad dla operatorows, i 6, uzyskujemy:
a, = ay =0.

Dzigki temu korzystajc z pierwszego na elementy macierzyaaku uzyskujemyc, :bi .

Po dodaniu komutatora dwoéch skladowych do ich antylitatora uzyskujemy dalszy
Zwiazek:

[ox,oy] +(0,,0,)=20,0, = 2i0,

(e}

czyli:

0.0, =i0,
Podobnie:
0,0,=i0,
0,0, =i0,

Korzystapc z ostatniego zwrku otrzymujemy dodatkowe warunki na elementy magie
operatorow rzutu spinu:

5 A3

X X y

skad wynika
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Ostatni warunek uzyskujemy z wiasoohermitowskdci operatorow:

0 b, 1
i 0 X |?
b, b! 0

ktory daje:
b=t =p[ =1

x = o
bX
Podobnie:
2
‘by‘ =1
Uzyskane warunki nie wyznacaggdnoznacznie elementéw macieray i G, .

Pozostawiona niejednoznac&aavynika z maliwosci réznego skierowania ukfadu osix iy.
Dla operatoras, wybierzmy:

b, =1.
Woweczas zgodnie z uzyskanymi warunkami:
b, =-i.

y
W rezultacie uzyskujemy macierze:

. (0 1)
o, =
10

. (0 —i)
o, =|.
RN
Operatory macierzowes, ,G, i G, dziatap w przestrzeni rozpiej na 2-elementowej bazie i

spetniaj relacje komutaciji wymagane dlagku.
Przy ich pomocy tworzymy operator spinu:
s=115.
2
Trzy macierze reprezentge operatory sktadowych spird, ,G, i 6, nosz nazw macierzy

Pauliego. Znamy warfgi witasne tych operatoréw, znamy rownieektory witasne operatora
0,. W ramachéwiczeh proponug policzy¢ wektory wiasne pozostatych dwoch operatorow

A

G,10,.

Funkcja falowa elektronu z uwzgédnieniem spinu.

Postugugc sk przygotowan powyzej reprezentagjspinova, mazemy poiczye ja z
reprezentagjpotazeniowns i zapis& funkcg falowa elektronu uwzgidniagc obie zalenosci.
Tym razem przestraeHilberta stanow reprezentowangdbie przez dwuwierszowe

jednokolumnowe macierze, ktérych elemenggidozalezne od potaenia elektronu:

(T

o=[%0)

W_(F)
lloczyn skalarny &dzie miat posté&
(wHw?) = [t (w2 () + [ drwt (Hw?(7)
Oczywicie w przypadku braku zaleosci spinowej w hamiltonianie spin i energia mdg/¢
jednoczénie okrélone, a zmienne przestrzenne i spinowseparowalne. Stany wiasne
hamiltonianu § zdegenerowane, i kdej energii przypisujemy dwie funkcje wiasne:

94



v, =pix. =(27)
[
v =umn =( 0

Funkcje wiasne atomu wodoru z uwgdieniem spinu maemy zapisé jako:
ka = LI"nlm (?)XS(S) ’
gdzie jednym symbolem k oznaczyty zbior liczb kwantowych (n,l,m,s).

Funkcja falowa uktadu dwéch elektronow.

Dzigki separowalnéci zmiennych przestrzennych i spinowych furkiglowa dwoch
elektronOw maemy zapis&w postaci:

kak’ (112) = L|J (?1 ’?2 )X (Sl’SZ ) '

W przypadku dwuelektronowego ukfadu takiego jakrateelu, ktérego hamiltonian
rozdzielimy na cgs¢ nie zaburzosgi operator zaburzenia

H=H®+H',

gdzie hamiltonian nie zaburzony
n’ n’ ze* Z€

HY=-—0?% - 03 - - =H,(T) +H,(F
2m ' 2m * 1, 1, () Hu(T)

jest sum dwoéch hamiltonianow dla jonow wodoropodobnychpgtatasne operatora nie
zaburzonego opisywane #oczynami funkcji wkasnych jonu wodoropodobnego:

W 12) =¥ QW (2) = W (DX EI Wi (R)X< 62) -

Rozdzielamy je na €& przestrzenmi spinowa. Cz$¢ przestrzenna

L|"(?1’ ?2) = L|" nim (?1)""' n'l'm' (?2)

i spinowa

X(51,S) = X1()X 2 )

moa by¢ rozwazane oddzielnie i oddzielnie symetryzowane w celyskania antysymetrii
petnej funkcji falowej wzgidem zamiany nieroz#gialnych castek.

Z iloczynéw funkciji spinowych dla obu elektronu #eony utworzy tylko jedra niezalena
antysymetrycza funkci:

X" (51, 8) = X, (X ()~ X-( DX, ( 9
Natomiast ména utworzy az trzy niezalene symetryczne funkcje:

X+ (S)X.(S,)
X°(s1,S,) = X_(s)Xx_(s)

X+ (8)X-(8,) +X-(9)X.(9)
Tak wiec uwzgédniapc spin kady stan, ktérego e&¢ przestrzenna jest symetryczrgbe
musiat mi€ antysymetrycza (jedyra mozliwa) funkcjg spinowa, bedzie nie zdegenerowany
ze wzgkdu na spin, czyli stanem singletowym . Taki stamrat helu nazywamy parahelem.
Kazdy stan, ktorego g#¢ przestrzenna funkcji falowej jest antysymetrycanaze mie trzy
rézne stany spinowe (tryplet). Trypletowy stan atorelumazywamy ortohelem. Na
poprzednim wyktadzie wyliczydmy energ¢ stanu podstawowego atomu helu. Z iloczynow
dwoch funkcji stanu podstawowego jonu wodoropodgbnmaazna utworzy jedynie
symetryczg funkcjg przestrzenm
Stan podstawowy atomu helu musi énigec antysymetrycznspinow funkcig falowa, jest
wiegc stanem singletowym, czyli stanem parahelu.
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Stany wzbudzone atomu helu. Oddziatywanie wymienne.

Dla najnzszego stanu wzbudzonego atomu helu jako funkejeatburzone przyjmiemy
funkcje stanu 1s dla jednego elektronu, natomiast wyhdkdji falowej dla drugiego
elektronu nie jest oczywisty, poniesvenamy do dyspozycjizacztery stany o giownej liczbie
kwantowej n=2, mianowicie stan 2s i trzy stany 2pznymi liczbami magnetycznymi. Tak
napraw@ powinngmy postpowa zgodnie z zasadami rachunku zabardi widma
zdegenerowanego i funkcji falowej poszukéwako kombinacji liniowej tych czterech
zdegenerowanych stanow. Jedieake wzgidu na symetei zaburzenia jakim jest
oddziatywanie poredzy elektronami okazatobyesio niepotrzebsnkomplikaca rachunkowa.
Nie wnikapc w uzasadnienie dla najszego poziomu wzbudzonego przyjmiemy fugkcj
falowa 2s. Z iloczynow tak przgfych funkcji falowych obu elektronéw memy
skonstruowé zarowno symetrycznjak i antysymetryczpwzglkdem zamiany cstek czsé
przestrzenag funkcji falowej:

W3 (1.12) =~ (0 (F ) () + & o7 )0 ()
2

oraz
1

pA (r,ry) = E(q) (TP x(r2) =0 ()b r J))

Wspotczynnik przed funkcjami zapewnia ich unormoigan

Zauwamy, ze obie funkcje faloweasfunkcjami wkasnymi hamiltonianu nie zaburzonego:

HOLPS'A(rvrz) = (H (T)+H 1(?2))i(¢ (M0 2(r )¢ L(r)d «r )) =
J2

(E.+ EZS)%(cb (00,416 1) ,(r)).

W pierwszym rzgdzie rachunku zaburagoprawka do energii jest wastig oczekiwagn
operatora zaburzenia:

(W3 =) = 2[R b6 (1) () 26 (10 o) S =

12

eZ
= [ (0 (1 020 £ 020000, (0510 1f1))

12
To wyrazenie rozdzielamy na dwie osobne calki. Pierwsz&lz n

62 2
Q==[drd' 5o (R —[02.(r.)

12
stanowi energi oddziatywania kulombowskiego pogdzy dwoma elektronami oggtasciach
zadanych kwadratem modutu funkcji falowej. Drugkaa

A = £[dUrd 0000 (1)~ 020 (1)

ma istotnie réna post&. Zamienione gw niej miejscami dwie funkcje falowe. Nosi ona
nazwe energii wymiennej. Nie ma ona swojego odpowiednikizyce klasycznej, rownie
nie pojawia s w przypadku gdy mamy do czynienia z dwomangdni czstkami. Jej
pojawienie s jest wynikiem nierozrinialnoéci czastek tworacych ukiad.

Zauwamy, ze W stanie podstawowym, ktéry dla nie oddziahagygch castek zostat
utworzony z iloczynu funkcji 1s dla obu elektronéatka wymiany nie wygpowata.
Funkcja falowa byfa z natury symetryczna wegim przestawienia ggtek i dalsza jej
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symetryzacja nie byfa konieczna. Niezina te bylo utworzy z nich funkcji
antysymetrycznej.

W stanie, w ktorym funkcja falowa g=gtek nie oddziatywagych jest utworzona z funkcji
falowych r&nych dla obu elektrondw, mogny utworzy¥ symetrycza funkci przestrzens
ktGra po uzupetieniu antysymetryazinnkcig spinowa daje stan singletowy, oraz
przestrzena funkcig antysymetryczgdapca po whczeniu spindw stan trypletowy.

Dla standéw wzbudzonych niedziemy wykonywé rachunkéw, ograniezsi do jaka&ciowe;j
analizy przesurt poziomow.

Caltka kulombowska wygpujaca we wszystkich dyskutowanych stanach jest zawsze
dodatnia. Oddziatywanie kulombowskie przesuwa pogi@nergetyczne do gory. Calka
wymiany jest dodatnia w stanach symetrycznych przesnie (trypletowych), natomiast
rowna co do warkei, lecz ujemna w stanie o antysymetrycznej funpgiestrzennej
(singletowym). Bezwzghtna wartdé catki wymiany jest mniejsza hivartas¢ calki
kulombowskiej, zatem wzbudzony stan singletowy jéstniez przesungty przez
oddziatywanie poredzy castkami do gory, lecz znacznie mniet miypletowy.
Schematycznie ukiad poziomow przedstawia rysunek:

a, /
ki
d
’
s lQ IQ-A Q+A
/eveooo000000000000000000 crrnrnncnnenrennenen
EistEos 7
,/
d QO

.........................................

Els+ Els

Stany dwuelektronowe w kropkach kwantowych — dwuelektronowe satzne atomy.

Atom helu jest najprostszym naturalnym ukiadem dekteonowym. W ostatnich latach
ogromny posip technologiczny doprowadzit do @lwosci budowy nanostruktur, w ktorych
mozemy obserwowa efekty kwantowe, sto tzw. Kropki kwantowe, lub inaczej sztuczne
atomy. Oczywicie mazna uzyska& sztuczny odpowiednik atomu helu. Dwuelektronowe
sztuczne molekuty byly tematem jednej z moich pRxzedstave w skrocie najciekawsze
wyniki tej pracy.

S.Bednarek, T.Chwiej, J. Adamowski, B.Szafran, “#iaial molecules in coupled and single
guantum dots” Phys. Rev6B (2003) 205316

- =
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W pracy tej dyskutowany byt problem dwoch elektrand podwadijnej i pojedynczej kropce
kwantowej. Oba ukfady przedstawiorgera rysunku powsej. Potencjat uveizienia w
Kierunku pionowym stanowi prostatka studnia kwantowa uzyskana w potprzewodniku o
nizej potazonym p@mie przewodnictwa. W dyskutowanych przypadkacheneiem studni
byt GaAs, a materiatem barierowym GaAlAs (5%Al).Rgrunku poprzecznym potencjat
uwigzienia ma natwrpotencjatu elektrostatycznego, uzyskany jestkilziapeciom
przylaczonym pomgdzy elektrody i w dobrym przyldeniu ma ksztait paraboliczny.zédi
uwigzienie boczne jest znacznie silniejsze odeagnia w kierunku podinym, maemy
zredukowa problem do jednego wymiaru. Zaktadamg,ruch poprzeczny dajegsi
odseparow@od ruchu podiznego i dla ruchu poprzecznego elektrony znajdigjzawsze w
stanie podstawowym z gaussows$knkcija falowa:

P(x,y) =ﬁe 2

Po scatkowaniu po wspokdnych poprzecznych problem staje gdnowymiarowy, obie
czastki poruszagg sk w kierunku podianym i oddziatywuy pomkdzy sola poprzez
efektywnie jed nowymiarowy potencjat dany funkcj

U)=- & (T erfc{f)

4TEEE, 2I

Wyprowadzenie tego potencjatu sama znalé¢ w innej stosunkowo niedawno opublikowanej
pracy:

S.Bednarek, B.Szafran, T.Chwiej, J.Adamowski

“Effective interaction for charge carriers confinie quasi-one-dimensional nanostructures”
Phys. Rev. B8 (2003) 45328

Po redukcji wymiarow przestrzeni hamiltonian uktabuoch castek ma posta

h2 62 62
H=-—|—+ +V(z))+V(z,)+U(z,-z
Zm{azf 621] (2)+V(2,)+U(z, - 2,)
Jezeli studnia potencjatu w kierunku z jest symetrygzpocatek ukladu wybierzemy w jej
srodku geometrycznym, potencjat dany jest fuakmgrzysa V(x)=V(-x;) i w rezultacie
hamiltonian uktadu jest parzysty wzgem zamiany znaku paten obu castek
H(Zl,Zz):H(-Zl,-Zz).

W rezultacie sktadowe przestrzenne funkcji falowy&kadu dwdéch castek uwezionych w
kropce kwantowej majokreslona symetr¢ wzgkdem dwoch operacji.ghimi: zamiana
potozen (permutacja) obu @stek i zmiana znaku argumentudw funkcji falowejrfyataé):
'~|»'(X1’ X ) = +'~|"(_

Wxy,x,) = £W(x,, )

Symetrycznym Wzgldem przestawienia ggtek przestrzennym funkcjom falowym masz
odpowiadé antysymetryczne funkcje spinowe odpowiadajspinowym stanom
singletowym i odwrotnie. Przestrzenne funkcje fadosymetryczne wzgllem przestawienia
czastek odpowiadajspinowym stanom singletowym a antysymetryczneostetnrypletowym.
Wszystkie poziomy energetyczne uktadu dvastzowego meemy sklasyfikowé zgodnie z
tymi symetriami i podziedi je na cztery grupy:

1. stany singletowe parzystely,(x,,X,) = Wiy (X0 X, Wz )= (- 3,7,

98



2. stany trypletowe parZyStejst(Xl’ Xz) = _L|Jst(x2 ' Xl)’ U (X1! Xz) = L|Jst(_ Xl’_x2)
3' Stany Singletowe nieparZySWSn(Xl’ X2) = LI"sn(XZ’Xl)’ LI"sn(xl’ X2) = _Ll’lsn(_ Xl’_XZ)

4. stany trypletowe nieparzySt‘Pm (X1! Xz) =y, (X2! Xl)’ Wi, (X1’ Xz) = -, (_ Xl’_x2)
Stan podstawowy ukfadu niezatee od rozmiarow kropki oraz przebiegu potencjatdéw
uwigzienia i oddziatywania jest singletowym stanem psiym. Pierwszym stanem
wzbudzonym jest stan trypletowy nieparzysty a ko) stan singletowy nieparzysty.
Przebieg potgen trzech najniszych pozioméw energetycznych w funkcji rozmiaraepki
przedstawiony jest na rysunku paeji

-520

p

H

Y singlet nieparzysty - - - - -
3

i tryplet nieparzysty

1 "\ singlet parzysty JRE—

Energia ca kowita [meV]

20 40 60 80 100 120
d ugo kropki [nm]

Interesugcym zjawiskiem jest degeneracja standw singletowyoypletowych pojawiajca
sie w dwoch skrajnych granicach dich i matych rozmiaréw kropki. W granicy gych
rozmiarOw kropki energia nieparzystego stanu ttgplego staje gizdegenerowana z
energa parzystego stanu singletowego. W granicy matya@miarOw energia nieparzystego
stanu trypletowego zlila sg do energii nieparzystego stanu singletowego.

Efekt ten maemy przeéledzic na rysunku, na ktérym przedstawioneisnkcje falowe
dwuczstkowego ukiadu w funkcji po@n obu castek 7 i z; dla stanu singletowego
trypletowego dla diugai kropki 400nm. Przy takiej wielksoi kropki kazdy z elektronéw
znajduje sg w innym jej obszarze. Pierwsze maksimum (miniméumkcji falowej wystpuje
dla pierwszego elektronu zlokalizowanego w odlégita; ~ 50nm od centrum kropki, a
drugiego elektronu dla,x -50nm. Dla drugiego ekstremum funkcji falowej@@hia
elektronow § odwrécone. Oba elektrony zachowsje jak
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pojedyncze cgstki zlokalizowane w rinych miejscach w przestrzeni. W rezultacie rozklady
gestasci elektronowych w obu stanach — singletowym i leypwym g jednakowe, rénica
objawia s¢ jedynie w zmianie znaku funkcji falowej w stanigpietowym.

Réwnie interesagy, chocia posiadajcy inmg przyczyr jest fakt degeneraciji poziomow
singletowych i trypletowych dla matych rozmiarowokki. Nieparzysty trypletowy poziom
energetyczny w obszarze matych promieni kropele sazdegenerowany z nieparzystym
stanem singletowym.

Przyczyny tej degeneracji memy przeanalizowaprzy pomocy nagpnego rysunku na
ktorym przedstawioneasfunkcje falowe nieparzystego stanu trypletowegeparzystego
singletowego dla kropki o dlugoi 40nm.
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Funkcje falowe odpowiednich poziomow energetycznyckryja sie nawzajem, jeeli
rysunki obrécimy o 90 stopni, lub zamienimy znadtrijego argumentu, niX, — —X,,.

Podsumowanie XII.

» Zaproponowafimy reprezentagjdla spinu elektronu. Funkcje stanu stanpwiacierze
2x1. Operatorom odpowiad@ajmacierze 2x2. Znatkismy reprezentacje operatorow
skltadowych spindw speinigje wymagane reguty komutacyjne.

* Macierze, przy pomocy ktorych konstruujemy operapmu nosz nazwe macierzy
Pauliego.

 Pelm funkcg falowa dla elektronu zapisujemy w reprezentacji kombinogya—
macierzowo poigeniowej.

* Przedyskutowalmy stany atomu helu. Funkcfalowa skonstruowasimy z funkcji 1s
jednego elektronu i 2s dla drugiego. Z iloczynanigcych sg¢ funkcji mazna utworzy
funkcje symetrycza i antysymetryczgawzgkdem permutacji obu elektronow.

* Symetrycznej przestrzennej funkcji falowej odpowatadmusi antysymetryczna €&
spinowa (singlet), antysymetrycznej przestrzenyejetryczna spinowa (tryplet).

* Na skutek symetryzacji funkcji falowej pojawiteswkiad do energii, ktéry nazywamy
oddziatywaniem wymiennym. Przesuwa ono stany siogle do gory, a trypletowe w
dot.

o Stany dwuelektronowe mna badé& rowniez w tzw. kropkach kwantowych, czyli
sztucznych atomach. Przedyskutodmly wysepujacy w dwuelektronowej kropce
kwantowej problem degeneraciji singlet — tryplet nargcach matych i diych rozmiarow
kropki.
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XIIl.

Uktady ztozone z wielu elektronow. Metoda pola samouzgodnionego.

Problem wiasny atomu helu roazalismy metod rachunku zaburzetylko ze wzgédow
dydaktycznych. Byt to przyktad na ktérym mdghy przedyskutowapewne ogolne
wiasndgci uktadéw ziaonych z kilku czstek, np. konsekwencje ich nierozn@lnacsci.
Problem dwuelektronowy nioa rozwiazaé metodami numerycznymi z dowaln
dokfadndcia nie uciekajc sk do rachunku zaburagktory w tym przypadku nie jest
wystarczagco doktadny.

W przypadku gdy uktad zimny jest z wgkszej nk dwa liczby elektronéw, rachunek
dokfadny nie jest mdiwy. Stosujemy metody przylHbne, ktorych ide chciatbym
przedstawd.

Hamiltonian uktadu wieloelektronowego jest sunamiltoniandw czstek swobodnych i
potencjatow oddziatywania poaaizy nimi:

S, N I R
H(R, T, 1) = ZHl(ri) +_Zv(ri -r).
i1 2i¢j/1
Zauwamy, ze druga suma nie zawiera jednakowych wskaw czsteki # j, co jest

wynikiem faktu,ze elektron nie oddziatywuje z samym Qoﬁzynnik% przed surpwynika

z kolei z dwukrotnego wygpowania w sumie sktadnikdéw o takim samym uktadzie
wskaznikow i, j.

Samouzgodniona metoda Hartree.

Z funkcji wiasnych hamiltonianu jednoelektronowegozemy utworzy funkcig wiasry
uktadu castek nie oddziatywagrych:

WG 0) = 0, (R)9, (1) 0 (Ty)

Przy jej pomocy mzemy wyliczy¢ wartasé oczekiwag petnego hamiltonianu. Wynikiem
bedzie energia uktadu liczona w pierwszymdzie rachunku zabursie

E=(WH|w)

Pametajac, ze funkcje jednoelektronowe sinormowane orazzg operatory dziataj
wytacznie na funkcje zakme od argumentow operatora uzyskujemy:

X . 13 -
E=2( |H1<n>|¢i>+5i¢2m<¢i¢,-\v<n -7)[0.6,)
Na to samo wyrgenie maemy spojrzé rowniez z punktu widzenia rachunku wariacyjnego.
Zauwamy, ze wart@é oczekiwana petnego hamiltonianu stanowi wariacgseacowanie
energii stanu podstawowego ukladu z fuakmjobry zaproponowanw postaci iloczynu
funkcji jednocastkowych. Z punktu widzenia rachunku wariacyjnegaklndpowiedniej
symetrii (nie symetryzowdimy iloczynu) nie stanowi btlu w sztuce. Funkcja probna nie
posiadagca odpowiedniej symetrii nie jest optymalna, leomgmo to daje zawsze
oszacowanie energii stanu podstawowego od géryalajmy zatem problem wariacyjnie i
sprobujmy zoptymalizowéafunkci probra. Zazadajmy znikania wariacji wartgi
oczekiwanej wzgidem funkcji jednoelektronowej. Pagtajmy jednakze zmienione funkcje
przestaa by¢ funkcjami witasnymi uktadu estek nie oddziatywagych. Oczywicie jest to
bez znaczenia, poniewaddziatywanie porgdzy elektronami stanowi faktycznie zbytzgu
zaburzenie, by rachunek zaburzawat wystarczago dobre wyniki. Zapiszmy waré®d
oczekiwam energii w jawnie catkowej postaci

N N
E= [rolmHL (00, (1) + = S [derd DOV 1), (1), ()

in 2
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Policzmy jej wariagj
x . U L O g b feNb [
8E = - [d*r 807 ()H, (19, (1) + > [ drd @07 (R)oT(R)V (1 =), (7)o, (7)
i1 i#j/1
Przegrupowujemy wyrazy wygapc wariacg funkcji przed nawias:

> d3ri6¢F(ﬁ>[H1(ﬁ>¢i(ﬁ> + 3[Rl EVE -0, (£, (F)

i1 i1
Suma w nawiasie jestjsung pojedyncz wytacznie po j, gd¥ suma po i znajdujesna

pocatku wyrazenia. Jednoczeie znikryt czynnik% ze wzgédu na symeteiwzgkdem

zamiany wskznikow i, j w poprzednim wyrzeniu. Wariacjadd,’ {r hie jest catkowicie
dowolna, musimy pilnowaunormowania funkcji, co sprowadza dio warunku

[ d°r 876, (7) =0.

Dla jego uwzgldnienia stosujemy meteazynnikdw nieoznaczonych Lagrange’a i
uzyskujemy uktad N réwna

N
H,(F); (%) + Zjdgr,-d)?(?,-)V(ﬁ =10 (1) (7) =€6, (7).
j#i 11
Sq to jednoczstkowe rownania wiasne operatora

_ N
H,(5) = Hy(5) + > [dro](@)e, OV - T),
j#i1
a ich wartdci wiasneg€; interpretujemy jako energie jednoelektronowe.
Zauwamy, ze nowy operator jednoelektronowyzr sie od operatora swobodnego elektronu
(pierwszy skfadnik sumy) o potencjat pochaclz od oddziatywania i-tego elektronu z
wszystkimi pozostatymi elektronami, ktorych rozkigebtasci wyraza se suna kwadratow

modutow funkcji jednoelektronowyctpjm(?j) :

_ N
V(i) = > [drdE)e; (HVE -T)

j#i/1
Réwnanie wiasne dla kdego elektronu ma taksanma post&, jednake potencjat jest nieco
inny ze wzgédu na wyiczenie z sumy samooddziatywanig#( ). i

Podsumujmy uzyskany wynik. Zsi zalazymy n-elektronow funkcje falowa w postaci
iloczynu N funkcji jednoelektronowych, wéwczas eggze oszacowanie wariacyjne energii
stanu podstawowego uzyskamy;gk funkcije te spetiajrownanie wiasne tzw. efektywnego
hamiltonianu jednoelektronowego, w ktérym uverlyliamy potencjat pochodey od

rozkltadu gstosci tadunku pozostatych elektronéw. Problem razaujemy metod tzw.
samouzgodnienia. Zakladamy dowolne pkawe jednoelektronowe funkcje falowe, np.
funkcje falowe przy zaniedbanym oddziatywaniem pany elektronami, nagpnie
wyliczamy potencjat pochodezy od wynikagcego z funkcji falowych rozktadu tadunku,
potencjat ten wstawiamy do hamiltonianu jednoel@hkbmwego i rozwgzujemy rownanie
wiasne. Wydobywamy z niego jednoelektronowe funkdgsne, stanowce zazwyczaj
lepsze przyb#ienie i powtarzamy caiprocedug od nowa. Po kilku do kilkudziegiiu
iteracjach uzyskujemy zbiaos¢. Oshgniecie jej rozpoznajemy po znikgdiu réznic energii
jednoelektronowych w kolejnych iteracjach.

Wspominagc o energiach jednoelektronowych rigied razu w celu unikacia

nieporozumié zauway¢, ze energia catkowita uktadu nie jest suemergii
jednoelektronowych. Zakiny, ze wykonal§my rachunki zgodnie z podaprocedus i
doszlimy do samouzgodnienia. Dysponujemyevostateczyp samouzgodnianfunkcja
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falowa. Energia catkowita ukiadu liczona jako wadmczekiwana catkowitego hamiltonianu
w stanie opisywanym uzyskawieloelektronow funkcja falowa jest rowna:

X . U L P
E =D [drdimHL ()0, (7)+ 3. [dndrdimoimV(E -1)o ()9 ()
in i# /1
Poniewa energie jednoestkowe danegswyrazeniami:

e, = [@PrOM D, (6,(1)+ Y [ rard O (VI -1, ()8, (1)
ich suma po wszystkich ggtkach

S, =3 [droTEH ()0, () + D [ rdroTmIONEV(E ~5)0, (7)o, ()

i/ i/ izj/1
nie zawiera czynnika;— w czsci oddziatywania pormgdzy elektronami. Zatem zawiera

dwukrotnie za dig energe oddziatywania. W celu uzyskania poprawnego wymkiezy ten
nadmiar odj¢. Ostatecznie

N N
E=>s —%ZJ GPrdr o OV (T -1, (7)), (7)
Przedstawiona powgj metoda rozvazywania problemu wiasnego hamiltonianu ukfadu
wielu elektrondw nosi nazwmetody Hartree. Nie nioa jednak oczekiwaze metoda ta
jest dobrym przybieniem rzeczywisti.
W funkcji falowej (probnej) nie uwzgtinilismy symetrii wzgédem zamiany cistek. Nie
mozemy wkc oczekiwé dobrych wynikow dla uktadéw ggtek nierozrénialnych. Dla nich
powinngmy skonstruowafunkcijg prébra posiadajca zadane symetrie. Wynik powinien &y
wariacyjnie lepszy.
Inna wada metody Hartree polega na tyenrownanie wiasne dla kdego elektronu jest
nieco inne (inny potencjat samouzgodniony) i ortegjac¢ jednoelektronowych funkcji, z
ktorych skonstruowalmy funkcg wieloelektronow nie jest zapewniona automatycznie.
Wad tych nie zawiera metoda opisana peji

Metoda Hartree - Focka.

W celu utworzenia antysymetrycznej funkcji falowajsimy postay¢ sie

jednoelektronowymi funkcjami falowymi z uwzglnieniem spinu. Jednoelektronowe funkcje
falowe z uwzgidnieniem spinu zapiszmy jako iloczyreézi przestrzennej i spinowej

0; (1) = Wi ()X ;)
gdzie wskanik i oznaczacy numer funkcji oraz j oznaczay numer cgstki przebiegay
wartadsci od 1 do N.

Funkcg falowa antysymetryczapze wzgédu na zamiagidowolnej pary cgstek maemy
utworzy¢ z funkcji jednoelektronowych zapiggjja w postaci tzw. wyznacznika Slatera,
ktGrego wiersze zawiergfunkcje tego samego stanu, a kolumny funkcje b samych
argumentach:

6.0 6.0 ... 9.(N)
i) 2) .. N
W(2.. N)= 16,0 $,(2 ¢,(N)
T U
6@ @ . 0(N)
W przypadku uktadu dwoch gatek
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vz L[B0 6:0)_ 1

=—=\0,D9,(2)-9,(29, (1
0.0 0.0 72 1020620, 0)

otrzymujemy funkg identyczm z utworzoi przez nas antysymetrycgfunkcia falowa

atomu helu.

Zauwamy, ze wszystkie funkcjep,...., musa by rézne, czyli odpowiadainnemu
stanowi wlasnemu operatora jednoelektronowego. 2@qwwvnym razie cata antysymetryczna
funkcja falowa kdzie s¢ zerowata. Wiasni@ ta nosi nazw “zakazu Pauliego”, ktory w
jezyku stanéw jednoelektronowych uniettiwvia przyjecie przez dwie cgstki w ukladzie

tego samego stanu.

Zapiszmy utworzogiprzy pomocy wyznacznika funkcyv uproszczonej postaci:

W powyzszym wyraeniu catka pait oznacza catkowanie po zmiennych przestrzennych i
sumowanie po zmiennych spinowych wszystkicistek.

Wyznacznik jest sum(z doktadnécia do znaku) N! rénych permutaciji iloczynow funkcji
jednoelektronowych. Zeli rozwiniemy wyznacznik wysgpujacy po lewej stronie
hamiltonianu i wyrazimy energiw postaci sumy N! sktadnikow oka sg, ze wszystkie
sktadniki sumy g jednakowe, poniewahamiltonian jest symetryczny waglem permutaciji
argumentow, a wyznacznik po stronie prawej zawiesaystkie permutacje. Tak ga:

E=[dtg, " 0)0,"(2)...... 0, (N)HDe(d; )9, (2)...... 4, (N)]
Przypomnijmy hamiltonian uktadu:

N . 1 N
H=> H,() +3 >v(r)

i1 i£j/1
Wyliczymy najpierw wkiad do caiki pochogizy od pierwszego hamiltonianu
jednoelektronowegdd, (1) Poniewa zawiera on wspotezine tylko jednego elektronu a
funkcje ¢, s do siebie nawzajem ortogonalne, z drugiego wyzmkazmiezerowy pozostaje

tylko skfadnik, o permutacji zgodnej z funkgjo lewej stronie hamiltonianu. Jednogze
dzieki unormowaniu funkcji jednoelektronowych uzyskujem

(WH, W) = [dth,"0,"()-...... 0, (N)H, ©)Defd; )9, (2)-......4 (N)] =

= [dth," @9, 0y (N)H; Q0 9, (-0 (N) =

= [du, " OH, O, @)

Tym razem catkujemy pot, co oznacza catkowanie br, i sumowanie po stanach
spinowych czstki 1. Poniewa H, od spinu nie zale/ powyzsza catka przechodzi w:

[Prw,“EHL )W, ()X XY )X, ) =[ drw,“(H, ()W, (7)
S

Wystepujaca w pierwszym wyrgeniu suma po stanach spinowych jest rowna dkdzi
unormowaniu funkcji spinowych.

Podobny wynik uzyskujemy dla pozostatych hamiltonia jednoelektronowych.
Ostatecznie:

I:<W|iH(i)|LP>:iZZ:Ii

i/l
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gdzie wylismy oznaczenia:

| = [ @5 H,(F)w, (7).

W nastpnym kroku policzymy energipochodzca od oddziatywania porailzy elektronami
li2.

Operator wsrodku caitki zawiera tylko zat®os¢ od zmiennych przestrzennychi t,. Z
podobnych jak poprzednio powoddw permutacje poiasialektronéw (3,4....N) mugsie
powtarz&. Pozostaje

J a0, 9, "@) Detd, 0, ()] =

= [dr dr,0," 00, (16, 00, (- 0,0, 0] =Q, - Ay,
gdzie pierwszy sktadnik stanowi catkulombowslg

Q,, = et dr, 0,0, (@) 4,0, (2) =

= [ 7%, |, (7)) f_|¢2(f2)|22x1”(81)x2 6)X: )X ,) =

i)
2 €° 2
= IR (B W (1)
12
a skladnik drugi calkkwymienry

A= [dudn,0, 00, 6,20,0) =

2
= [ @R EU R ()—n ()0, (0) XX, )X 6,)%: 6K )

12 SiS;
Suma po zmiennych spinowych jestma od zera jedynie w przypadku gdy
jednoelektronowe stany 1 i 2 odpowiagtgkiemu samemu kierunkowi spinu.
Dla wartaci oczekiwanych potencjatiow oddziatywania peday pozostatymi elektronami
uzyskujemy podobne wyniki. W rezultacie suma c&ielombowskich daje:

_19
Q_&;Pq

gdzie
3% 43 2 €° 2
Q; = [ ALy ()" v, (R)
12
Natomiast suma catek wymiennych

1 N
A=A,
2i¢j/1
gdzie
2
Ay = [T O] ) 0 ()0, ()5,
12

Ostateczny wynik uzyskujemy dodajdo siebie uzyskane wyrenia:
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E=1+Q-A

Najprostszy wynik uzyskujemy dla tzw. ukladow zamgkopowtokowych, w ktorych
wszystkie spinygsparowane, czyli taksam, przestrzengpfunkcjg falowa posiadaj zawsze
dwie czstki o spinach przeciwnych (mowinkg zajmug te same orbitale). Liczbaudych
orbitali wynosi N/2. Wykorzystujemy to ogranicgzajsumowanie do N/2 skiadnikdw
pametajac 0 pomnaeniu przez 2 wkladow od hamiltoniandw jednoelekbroych i catek
kulombowskich. W oddziatywaniu wymiennym czynniki2 wystpi poniewa jest ono

niezerowe jedynie dla par stanow o jednakowychaginWowczas
N/2 N/2

E=2) 1, +) (2Q, -A,)

i1 ij/1
W przypadku powlok otwartych (nie sparowane spRgghunek jest bardziej
skomplikowany, przestrzenne funkcje falowgstek o r@gnych spinach rinia sk od siebie
(na 0got niewiele).
Zadapc zerowania giwariacji energii catkowitej przy warunku unormoviean
jednoelektronowych funkcji falowych uzyskujemy pbde jak w metodzie Hartree
rownanie wiasne:

F(i)o, (1) = £,0,(1)
przy czym opratof(i) , nosacy nazv operatora Focka ma poéta
F(i) = A1) + Qi) - A(i)
gdzie Q nazywamy operatorem oddziatywania kulomikoege, ktory dziatgc na funkog
jednoelektronow daje
~ . - N/2 2 1 ~
Q)¢ (F)=2 3 [oro;(5) = |:(F)
= ji
Natomiast operator oddziatywania wymiennego
N/2

A<i>¢i<ﬁ>={z J dr¢jﬂ<ﬁ>%¢j<ﬁ>}¢i<fj>

O perator oddziatywania kolombowskiego jest identycz odpowiednim operatorem w
metodzie Hartree i sprowadza go potencjalu oddziatywania z wszystkimastkami w
uktadzie. Operator oddziatywania wymiennego ma fu@eénny charakter. Jego dziatania na
funkcje falowa nie jest analogiczne do dziatania jakiegokolwiekegmcjatu. Argumenty i-tej
funkcji jednoelektronowef, po lewej stronie i po prawej stronie rownarga&ne. Operator

tego typu nosi nazgvoperatora nielokalnego. Obeétav operatorze Focka nielokalnego

sktadnika zdecydowanie utrudnia rozmanie rownania wtasnego wymusgagastosowanie
inych metod.

Wartcsci wiasne operatora Fockg interpretujemy jako energie pojedynczych elektwno

poruszajcych s¢ w polu efektywnym stanowtym sumng pol zewrtrznych i srednionego
pola pochodgcego od pozostatych tadunkdéw.

Zarowno metoda Hartree jak i Hartree-Focka pozweddukowaé problem wielelektronowy
do rozwiazywania odpowiednich uktadow rowmgednoelektronowych, ktore rozaziujemy
metod, kolejnych przyblten az do uzyskania samouzgodnienia potencjatu efektyaneg
Réwnania Hartree-Focka rozuje s¢ zazwyczaj metoglwariacyjra proponugc funkcje
prébne w postaci kombinacji liniowych funkcji falgah jonéw wodoropodobnych

W) =2 ConW (7)

nim

lub w celu utatwienia wyliczania elementow macievgoh wysepujacych w hamiltonianie
operatorow stosujeestzesto kombinacje liniowe funkcji w postaci gaussianow

106



P(r) = zcijkl lejzke_a‘rz

ijkI
Naturalnie im wgcej r&znych elementdéw zawiera rozwggie, tym lepsze uzyskujeesi
0Szacowanie poziomow energetycznych.
Metoda Hartree Focka zawiegeq poprawnie zsymetryzowane funkcje falowe jest
dokfadniejsza od metody Hartree. Jedmajest metoa przyblzom. Odstpstwo energi
prawdziwej od metody Hartree-Focka nosi n@amergii korelacji. MetogiHartree-Focka
mozna ulepszy, stosugc zamiast jednego, sgrkilku wyznacznikéw zbudowanych z
iloczynéw funkcji jednoelektronowych. Nazywamy t@tody mieszania konfiguracji.
Oczywicie kazdy krok w kierunku udokfadnienia rachunkowawe sg z odpowiednio
duzym naktadem pracy zaréwno w rachunkach analityda gk i numerycznych. Tym
niemniej udato siwyliczyé metody, Hartree — Focka energie wszystkich atomow lekkich.
Metodh ta liczone g rowniez energie uktadow atomow, aggimolekut i ciat statych. Do
opisu wewgtrznych powiok elektronowych atoméwegkich stosuje si metoa@ Hartree-
Focka uwzgjdniapca efekty relatywistyczne. Podobnie w przypadku zsstgania metody
Hartree-Focka do opisu mategdyowej ztazonej z nukleondw musimy uwzglniaé efekty
relatywistyczne.

Metoda Hartree-Focka w zastosowaniu do sztucznych atomow (kropédkvantowych) o
symetrii sferyczne;.

GaAs

INAS

1. Sferyczne inkluzje poiprzewodnika w potprzewddninnego rodzaju.

2. Sferyczne mikrokropelki potprzewodnika w szkle.
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Pojemnas¢ kwantowa sferycznej kropki kwantowe;.

S.Bednarek, B. Szafran, J.Adamowski “Many-electdificial atoms” Phys. Rev. B9

(1999) 13036.

Energia ca kowita [R ]
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Reguta Hunda dla symetrii sferycznej.

Przy obsadzaniu przez elektrony kolejnych pozionedwrgetycznych zachowang s
nast;pu jace priorytety:
Zajmowane g kolejno poziomy energetyczne o najmniejszej gtviinebie kwantowe;.
* Przy takiej samej liczbie kwantowej preferowanestany o spinie réwnolegtym do spinu
pozostatych elektrondw.
* Najbardziej stabilneastzw. zamkngte powtoki, to znaczy takigge nasgpny elektron
musi mi€ 0 1 wyzsz giowm liczbe kwantow.

Przy symetrii sferycznej tworzone kolejno powtoki:
2 stany:

st s

6 stanow:

1, 1 3p, 1, 1 dp 4 Ay ¢ dp, !

10 stan6éw:

d,+d, +d +d,+Ad,t1d,1d td, 1]1d,1]2d

2 stany:

x1.,51

Dwa elektrony w podwojnej pionowo sprezonej kropce kwantowej. Badanie

doktadnosci metody Hartree-Focka.

E [eV]
Przebieg najiszych poziomow
energetycznych uktadu dwéch
elektronow w funkcji odlegkri
pomkdzy kropkami.
Wynik quasidokfadny dla stanu
podstawowego (singletowego)
oznaczony jest limiciagta i petnymi
kotkami. Pierwszy wbudzony
(tryplet) linia ciagta i pustymi
kotkami. Linia kropkowana i
krzyzyki przedstawiaja wynik
uzyskany ograniczanmetod, ]
Hartree-Focka. Linia kropkowana i -
trojkaty oznacza wynik > ! ! ! ! L
nieograniczonej metody Hartree-
Focka.
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Dwa elektrony w podwojnej pionowo
sprzzonej kropce kwantowe;.

Energia korelacji w funkcji odlegéai b
pomkdzy kropkami.

Linia ciagta - bhd wyznaczenia energii
stanu singletowego w ograniczonej
metodzie Hartree-Focka, czyli energia
korelacji.

Linia przerywana lald nieograniczonej
metody HF.

b
[nm]z2
Dwa elektrony w podwojnej 4
pionowo sprgzonej kropce
kwantowe;j. 4
Dwuelektronowe funkcje falowe -12
stanu podstawowego ukiadu. 12
Argumenty funkcji okrélajace 1 4
potozenia obu cgstek z i z, -4
odtozone na osiach pionowej i 12
poziomej.
W kolumnach od 1 do 3 12
zestawionegodpowiednio 4
funkcje falowe liczone trzema 2
metodami - ‘quasidokiadn -4
nieograniczoa i ograniczon 12
metody, Hartree-Focka.
W kolejnych wierszach 12
zmieniamy szerok& bariery 4
pomiedzy kropkami od zerado 4 4
nm.
-12

Ecor [ev]

0.004 —

0.003 —

0.000

-12 -4 4 12 <12 -4 4 12

-12 -4 4 12
U

b

-12 -4 4 12

-12 -4 4 12 -12 -4 4 12
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Podsumowanie XIII.

W przypadku uktadu wielu elektronow nie jestyy w stanie wykonarachunkow
dokfadnych. Metody przykione polegaja na sprowadzeniu problemu do razaviia
problemu jednoelektronowego z efektywnym potenajate

Rachunki tego typu prowadzimy w spos6b samouzgognidaktadamy jakéi potencjat
efektywny, znajdujemy funkcje falowe elektronéwjizh liczymy nowy potencjat
efektywny i wracamy do obliczenia funkcji falowydProcedug powtwrzamy a do
uzyskania zbienosci energii.

Jezeli funkcja falowa (prébna) jest nie symetryzowanjoazynem funkcji falowych
wszystkich elektrondéw, méwimy o metodzie lub przsbhiu Hartree.

Jezeli przyjmujemy funkag falowa w postaci wyznacznika méwimy o metodzie tése-
Focka.

Uzycie wielu wyznacznikOw, nazywane mieszaniem kargji prowadzi do
dokfadniejszych przybien, ale jest znacznie bardziej czasochionne.

Rd&znice pomidzy energq doktadm, a uzyskas z przyblizenia Hartree-Focka nazywamy
energa korelaciji.
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XIV. Relatywistyczna Mechanika Kwantowa.

Wiele zagadnig rozwigzujemy z powodzeniem wykorzysiajnierelatywistycza mechanik
kwantows. S to te wszystkie zagadnienia, w ktorych ewolucjasteva ukiadu jest na tyle
powolna,ze ograniczenie gdkosci rozchodzenia giinformacji w przestrzeni (zmiany
potencjatow) do mdkosci swiatta mazemy zaniedba Nie zawsze jednak ma to miejsce.
Wowczas musimy poshy¢ sk teorg relatywistyczg, lub przynajmniej uwzghbnic w
rachunkach wynikage z niej poprawki.

Przegcie do teorii relatywistycznej wite s z koniecznécia powrotu do podstaw i
sformutowania nowej teorii. Oczywdie postaramy gija tak skonstruow@ by w granicy
nierelatywistycznej uzyskgpoznane ja nierelatywistyczne sformutowanie mechaniki
kwantowej.

W dotychczasowej teorii czas traktovsally zupetnie inaczej aizmienne przestrzenne.
Definiowany byt przez réwnanie Schroedingera zag¢eod czasu:

0 -
Ihaw(r,t)—HlIJ(l’,t) .

Hamiltonian H byt operatorem utworzonym z hamileoma klasycznego, ktéry dlagstki

swobodnej dany jest wyraniem:
22
H=e=P_.
2m
W fizyce relatywistycznej zwgzek pomgdzy energi i pedem wyghda inaczej:

E=,p°c*+my*

Préba zagpienia gdu w tym wyraeniu operatoremgalu w reprezentacji poi@niowej
skoaczy sk niepowodzeniem ze wzaglu na pierwiastek, ktory spowoduje nigteczngé
uzyskanego hamiltonianu. Gakorg musimy skonstruowaod nowa, zachowag jedynie
niektére ogdine wiasnioi.

Zazadajmy wkc, by uktad byt reprezentowany pesuinkcja zmiennych przestrzennych i
czasu, posiadaga jak poprzednio pewan(jaka rozstrzygniemy pgniej) interpretac
probabilistycza. Poszukajmy funkcji opisagej stan wiasnygau i energii. Funkcja ta
powinna dé sk wyznaczy przez rozwgzanie pewnego liniowego réwnania wlasnego.
Liniowo$¢ rownania ma nam zapewrspetnienie zasady superpozycji. Postarajray si
znalez¢ to rownanie. ROwnanie to powinnodigpetnione w dowolnym inercjalnym uktadzie
odniesienia. Musi kywiec niezmiennicze wzgtlem transformacji Lorentza w
czasoprzestrzeni.

Przypomnijmy postapoznanego w ubieglym semestrze czterowektorazpnta i czasu

x* = (ct,X),
ktory bedzie argumentem funkcji falowej, oraz czterowektenargii i gdu w wersji
kontrawariantnej:

E .

p* =(=.p)
c

i kowariantnej
E .

pp = (_!_p) .
c

Zauwamy, ze W nierelatywistycznej mechanice kwantowej w repreaciji potaeniowe]
wektorowi ggdu przyporadkowywalmy operator

i .. 0
"= _lh_

P ox'

operatorowi energii poprzez zatee od czasu rownanie Schroedingera operator
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E- iJLLzi
ot

Tak wiec czterowektorowi energii igolu w wersji kowariantnej przypagdkujemy

. .. 0

P, = Ihax_“'

Pametamy,ze operator réniczkowania po wspoékzinych czterowektora kontrawariantnego
ma wiasnéci wektora kowariantnego. Dla operatora cztetapw wersji kontrawariantnej
musielibysmy uzy¢ rézniczkowania po sktadowych kowariantnego wektoramgiotazenia.

Napiszmy najogolniejsze réwnanie wiasne wektorarogdu niezmiennicze wzgtlem
transformacji Lorentza:

Y P, W =Ky

W celu znalezienia niezmiennika liniowego w sklagolvkowariantnego czterowektora
energii i gdu musiekmy poshzy¢ sie dodatkowym czterowektorem kontrawariantnyt.
Na razie nie znamy czterowektoya ani skalarak . W celu ich wyznaczenia zastanéwmy si

jakie powininny posiadawtasndci. Przede wszystkim nie mggaleze¢ ani od
czterowektora poteenia ani od czterowektorgqu. Jeeli tak, to maemy podziata
uzyskanym operatorem na funkap dwukrotnie. Uzyskamy:

(vp, S =y
Poniewa zalazylismy, ze stan opisywany funkgjfalowa @ jest stanem wkasnym zaréwno
pedu jak i energii, powinna ldyspetniona relacja
2
(vp.) =«
gdzie p, (bez daszka) oznaczadpowiednie wartei wiasne.
Rozpiszmy ten zvazek (rezygnujc z konwencji sumowania Einsteina):
vV \Y \Y 1 \Y
DVPYR, =D VR YR =D VYL PP =§Z(v“vv +Y,¥ o, =K
Hv Hv Hv Hv
Zauwamy, ze jezeli bedzie spetniona relacja
Y'Y, Hv Y =23,
wowczas powysze rownanie da nam zyzek
> p.pt =,
u
ktory po wstawieniu sktadowych czterowektorglp przechodzi w
E* .
C_2 _ pz = k2
lub
E2 = r)2c2 + K2C2
Pomkedzy wartgciami wiasnymi energii i gdu powinien zachodgiklasyczny zw4zek,
zatemk =m, C
Zauwamy, ze zapostulowana przez nas relacja antykomutacjigoay skladowymi wektora
y" wymaga, by miat on wiaskoi operatorowe. Oczy\édie operatory te nie magiziata na

zmienne przestrzenne, ardowe. Mog dziata& wytacznie na funkcje falowe. Memy je
zaproponowaw postaci macierzowej, konsekwentnie zaklaclagprezentaejfunkcji
falowej w postaci macierzy kolumnowych (podobnie yamomencie kiedy wprowadziny
operator spinu).
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Macierze te mogiby¢ dowolne, wymagamy jedynie spetnienia zapostuloyvaiacii
antykomutacji. Poniewaw relacji tej wys¢puja sktadowe kowariantne i kontrawariantne
macierzyy, przepiszmy je dla sktadowych kontrawariantnychnigtajac, ze podniesienie
wskaznika nie zmienia sktadowej “czasowej” (0) natommastienia znak sktadowych
“przestrzennych” (1-3). £&one nasipujace:

y0y0 = 1

yiyi =-1

yoyi + yi y0 = 0
YY +yy =0

Zauwamy, ze podobne warunki narzucone byly na trzy operatkigdowych spinu.
W momencie kiedy znajdziemy jawpost& macierzyy bedziemy mogli szukane rownanie

zapisé& w jawnie niezmienniczej (kowariantnej) postaci:

(y“f)“ - mOC)L|J =0.

Powr@&my teraz do startowego réwnania rezygoug zapisu czterowektorowego:
E _.

(Wz~wﬂ¢=m&¢

Przekonfigurujmy skfadniki

(V°E-cyp-m,c?jw =0

Pomna@my je lewostronnie przey®

(E —cy’yp - moczyo)tp =0

Operator przy E znikgh, poniewa skorzystakmy z uzyskanego przed chwilvarunku
2

) =1

Jezeli wprowadzimy nowe oznaczenia:

a=yyip=y

Otrzymujemy najcgciej uzywam post& rownania Diraca, podstawowego rownania

relatywistycznej mechaniki kwantowej odpowiednikavnania Schroedingera w teorii
nierelatywistyczne;:

(P + mocB)y = Ew
Pozostaje teraz wyznacgzgperatory macierzowé i B korzystajc z zapostulowanej dla
sktadowychy" relacji antykomutaciji. Powtérzmy je dla i 3

B* =1

(@] =vyyey =-yyoyy = vy =1

Bal +GIB = yoyoy| +y0yly0 = yl _yuyoyo = yl _yl =0

a'o’ +ala’ =YY HYYYY =-yY vy =0

Korzystaac z dopuszczalnej dowoléa szukamy macierzy o najmniejszym wymiarze.
Okazuje st, ze musz one by rzedu co najmniej 4, i co tatwo sprawdznog by¢ wybrane
W postaci:

i\,0y,0

o » O O
o O+ O
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0 0 0 -i
22|00 i 0| (0 o
0 -i 0 0| (g, O
i 0 0 0
0010
o0 0 0 -1 (0 o
100 0| lo, O
0-10 0

Macierz wektorad mazna zapisé jako:

a=|_
0 O

Natomiast macierff ma posté&

1 0 0 0
o -1 0 0] (1 0
B_00—10_(o—j
0 0 0 1

Naturalnie funkcja falowa jest czterowierszpmacierz kolumnows, ktorej elementamias
funkcje polaenia i czasu:

W, (T, 1)
P, (F,1)
W, (F,1)
P, (1)
Gestas¢ prawdopodobigstwa liczymy jako:

olf.) =0 (o7, )= X .0

W(r,t) =

Hamiltonian relatywistyczny.
Nawigzujac do dotychczasowego sformutowania mechaniki kwaaioréwnanie Diraca
zapisé mazemy w tzw. postaci Hamiltonowskiej

L0 -
WD = HoW (.Y

gdzie ro¢ hamiltonianu spetnia operator

Hy, =cGp+m.cB.

Oczywicie pamgtajmy, ze funkcje falowe zapisane @ reprezentacji macierzowo-
potozeniowej, czyli § macierzami kolumnowymi o czterech wierszach, ktbrglementami
s funkcje potaenia i czasu.

Spin.

W tej reprezentacji niejako automatyczniezexmy utworzy operator spinu. Macierz
kwadratowa o wymiarachx 4 utworzona z potzonych na diagonali macierzy

2x 2o0dpowiadajcych operatorowi spinu w poznanef jprzez nas reprezentacji

- (6 oj
S= -
0 &
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spetia wszystkie warunki komutacyjne, jakickaalismy dla operatora spinu. Takgei

role operatora spinu w przestrzeni, w ktorej pracujepstnia operatok .
Niezwykle interesujca wiasndcia hamiltonianu Diraca jest faktge nie komutuje on z
operatorem momentwegu. Komutator obu operatorow:
[LZ,HD] = ihc((xxf)y —aypx)i 0
jest r&ny od zera. Podobnie nie zeruje lspmutator hamiltonianu i operatora spinu:
[Ho,2,]=2inclp,a, —p,a,)% 0
Natomiast operatoredacy suna operatora momentiwegu i operatora spinu
J =L, +1hzz
2
komutuje z hamiltonianem Diraca:
[HD ’JZ] = [HD’ Lz]+[HD’zz] '
€O oznaczaze jednoczénie z energi okreslony maze by wytacznie catkowity moment
pedu, do ktérego vaczylismy spin.

Rozwigzanie rownania Diraca dla castki swobodnej.

Inng nowaécia w stosunku do mechaniki nierelatywistycznej jegapienie s¢ stanow
czastki swobodnej o ujemnej energii. Przedyskutujeogd przyktadzie estki swobodnej.
Rozwamy stan stacjonarny

= et
prH=w(e"
w ktorym czs¢ przestrzenna funkcji falowej jest stanem wiasnyamittonianu
HoW(F) = eg(r).

Rozdzielmy czterowierszaykolumre funkcji falowej na dwie kolumny dwuwierszowe

%

gdzie

(o) ey

Wstawiamy tak utworzanfunkcj falowa do réwnania Diraca:

0 cop)o s mec® 0 Y¢é)_ . )
c6p 0 )\ x 0  my,c® \X X
i uzyskujemy na uktad dwoéch rowidla dwuwierszowych funkcjb i X

(e moc? ) = copx

(s + m002)>( = COpY .

Podziat na takie dwa réwnania jest podzialem nétyna, poniewa ze wzgédu na
wystepujace po lewej stronie czynnikigdu ¢ w granicy nierelatywistycznej oba réwnania
moa by¢ rozwihzywane oddzielnie.

Jezeli zalazymy ponadtoze opisywany stan jest stanem wiasnydyy uzyskujemy warunek
rozwiazalnadsci uktadu rowna

m,c’-&  cGp

-cOp m,C’+e
Wyznacznik ten ma wymia#x 4, elementy uwidocznione powgj map rozmiar 2x 2.
Zerowanie s wyznacznika narzuca na energped warunek

=0.
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m2ct — g2 + C2p2 —
ktory dla energii przechodzi w

£=+,p°c®+my*.
Zauwamy, ze mxzliwe s3 dwa rodzaje rozwezan. Zaréwno z dodataienerga € >0jak i z
ujemry € <0. Rozwazania z energiujemry traktowane g jako dziury (brakujce castki) w
“morzu stanéw Diraca”, odpowiadgjviec utworzeniu cgstki o przeciwnej energii i spinie.
Tak wic rownanie Diraca dopuszcza tworzenie paggtka — antycgstka.
Dla rozwhzan o dodatniej energii domimaga jest gorna ag¢ funkcji falowej ¢ , natomiast
cze$¢ dolna:

cop _ 0P,
m,C> +¢€
jest znacznie mniejsza (w granicy nierelatywist@jzan- o zerowa). Zaklada¢ 0golr
post& funkcji ¢ dla castki swobodnej:

u -
:C 1 e|kr
o=y

uzyskujemy peta funkcje falowa:
¢
p=| cop o
m,c* +¢

Czastka relatywistyczna w zewgtrznym polu magnetycznym.
Przypomnijmy réwnanie Diraca po rozbiciu na dwieusvierszowe kolumny:

(s - m002)¢ = COPX

e+ myc?)x = copo .

Rozwaamy rozwazania o energiach dodatnieh> 0. Ze wzgédu na dug wartcs¢ predkosci
Swiatta € = m,c. W pierwszym rownaniu przesuwamy poziom odniesieniergii 0 mas
spoczynkow czastki: E =€-m,c’

W drugim zaniedbujemy E w poréwnaniu z engigpoczynkow. Uzyskujemy réwnanie na

¢:

2 ~\2
_a cop _\op

Ed = copx ¢ = (mozz 6= (Zm)o o= = ;o pip; b
Jezeli przypomnimy sobie wiasioi macierzy Paulliego:
o’ =1,
(o,0,)=0,0,+0,0,=0
oraz
0,0, =ia,
0,0, =io,
0,0, =io,
uzyskujemy:
Ep = [p* +io,(p,p. ~B.b, ) +ic, (b.b, ~..) +i0. (6.5, -p,5.]

0
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Pametamy,ze w fizyce relatywistycznej w zewtrznym polu magnetycznym w
hamiltonianie zamieniamyefd i energe odejmuac od nich odpowiednie skladowe
czteropotencjatu pola elektromagnetycznego:

P-p-eA
€ - e-€eA,.
Dokonajmy takiej zamiany w uzyskanym roéwnaniu:
i [ A N " .

(E-eAq)p =" [(p—eA) +ia, (B, —eA, )b, —eA,)- (b, —eA,)p, -eA,))

0
+io, (. €A, )b, —eA,)-(b, —eA, )b, —eA,))+io, (B, —eA, )b, —eA,)-(p, —eA, [b, —eA,))
W wyrazeniu tym redukuy sie wszystkie przemienne czynniki, ageikwadraty pdow i
potencjatow. Pozostaje:

(e-endo =5 [p-ea) -ieo, b, -5, )-

-iea, (p,A, ~B,A,) i, (B,A, -BA, |
co po podstawieniu jawnej postaci operatofgwdaje:
1L =) eh -

—I\p—-eA| +eA,——0xA
_2m( ) ° 2m }b

Ed =

Poniewa [JxA =B uzyskujemy ostatecznie:

1L =) eh . -
E¢p=| —\p-€eA] +eA,——0(B
¢ _2m( ) ° 2m }b
gdzie wykorzystany zostat zgzaek:
B=rotA.

Wystepujacy w hamiltonianie sktadnik zaiay od spinu pozwala wyznaczapin castki w
polu magnetycznym.

Poprawki relatywistyczne do rownania Schroedingera.

W przypadku pola elektrostatycznego (zerowe polgnatyczne) np. w atomie czy molekule
rownania na obie ¢&ci funkcji falowej przyjmug posté#:

[E-V(")]o =copx

[ome? + E- v (R) = copo

Jezeli korzystagc z drugiego rownania wyznaczymy funkg{ z dokladnécia do iz
c

N {1_ E—V(?)j o,

2mc® ) 2mc
i wstawimy do réwnania pierwszego, otrzymamy roweaawierajce jako niewiadom
wytacznie funkcg ¢ (dominupca dla rozwazan z € > 0)
B} op E—V(?)jaz
E-V(H)p=—-|1-——F-10
(E-Vv(D) Zm( o 0RO
Zapisugc je w postaci rownania wiasnego
Ho =Ed
otrzymujemy nierelatywistyczny hamiltonian uzupemny o tzw. poprawki relatywistyczne:
_ 5 _ -\ \2 . — 5 2
H =p—+V(r)—(E V(;)) +h0[ﬁDV§r)Xp)+ h2 02V(T)
2m 2mce 4m,"c? 8m,“c’

118



Pierwsza z nich odpowiedzialna jest za relatywty@miarg masy, trzecia jest tzw.
poprawk Darwina, ktéra w przypadku pola kulombowskiegmetai potencjat
krotkozastgowy i nosi nazw poprawki kontaktowej. Natomiast poprawka druga w
szczegolnym przypadku potencjatu o symetrii sfemggprzyjmuje posia
polOv()xp) . 1 V(D)2

> = 55 S[L

4m,“c 2m,°c* or

zalezna od operatoréw spinu i orbitalnego momengdupi nosi nazw energii oddziatywania
spin orbita.

Transformacja Lorentza funkcji falowe.

W paragrafie tym postaranesilustrowa w jaki sposob funkcjonuje niezmienniézo
rownania Diraca przy przaiu pomedzy inercjalnymi uktadami odniesienia i jak za@j
funkcje falowa w jednym uktadzie odniesienia przegigaw innym uktadzie. Powi@my do
rownania Diraca w relatywistycznie niezmienniczegtaci. ROwnanie to zapisane we
wspotrzdnych nie primowanych:

(y“f)p - mOC)LIJ(X“) =0

musi w ukiadzie primowanym nidaka sana posta:

(v*8}, - mochy'(x*)=o0.

Przypomnijmy sobieze jezeli uktad primowany poruszagsivzgkdem nieprimowanego
wzdhuz osi x z pedkoscia V, zwiazki pomidzy wspotrzdnymi punktu w obu ukfadach dane
3 szczegOla transformag Lorentza:

= t-

c T (ct—px)
1

P _Bet

X e (x —Bet)

y'=y

Z=z

Podobnie transformajsie wszystkie wektory (kontrawariantne), aewip" i oczywicie

rowniez y*. Zeby uzyskéa odpowiednie zachowanie maciergymusimy dokoné&
transformacji podobiestwa:

Vh = Uy,

ktora prowadzi do transformacji macierzy kolumnoweikcji falowej:

9= ule)

W celu wyznaczenia macierzy U, rozpiszmy czterowehlt sktadowe:

UVOU—l = VIO = 1

W(y _Byx)
Uyu™ =y* = Tisz v -By")

UyyU'l = y'y = yy

Mozemy sprawddi, ze wiasndci takie posiada macierz:

U =a+ by’y*

gdziea=ch(¢) i b=sho) , ath(20)=p

Zacznijmy od sprawdzeniage macierz odwrotna do U ma pasta
U—l —a- byoyx
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Korzystamy przy tym z uzyskanych w poprzednim weglia relacji komutaciji:
y0y0 = 1

vy =-1
VY +yy' =0
VY +yy =0

UU™ = (a+by’y* Ja—by’y*)=

_ (az _ a‘b)/oyx + a‘b)/oyx _ bzyoyxByoyx)
=a’-b’ =ch’¢p +sh*p =1
Przetransformujmyy°:

Uy°U -1 _ (a+ byoyx )yo (a_ byoyx ) -

_ (azyo _ a‘b)/oyoyx + a‘b)/oyxyo _ bzyoyx yoyoyx)
- (az + bz)yo — by

Podobnie dlay*:

nyU—l - (a+ byoyx X (a_ byoyx) -

_ (azyx _ a‘b)/xyoyx + a‘b)/oyxyx _ bzyoyxyxyoyx)
- (az + bz)yx _ 23.[)/0

Wystarczy teraz sprawdzprzy pomocy elementarnego rachunie,

& + b7 = ch® + s = —
1-p°

oraz

_ __ B
Zab=chpshp =
V1-PB°

Napiszmy teraz macierz transformacji w jawnej poista

U = chg +shpy’y" = chp +shpa” =

1 000 0 0001
~ cho 0100 +shb 0010
0010 0100
0 001 1 000

Zauwamy, ze W granicy nierelatywistyczn¢j = v -0
c

:%atlfB - 0 i shp =0 orazchd = 1a macierz transformacji U jest macigjednostkow.

Podsumowanie XIV.

* Nie jest dla nikogo zaskoczenieme istnief problemy kwantowo mechaniczne
wymagagce uwzgednienia efektow relatywistycznych. Dla roagania tego typu
problemow musimy utworzynowa teore. Ograniczymy i do opisu najwaniejszych dla
nas castek, mianowicie fermionéw o spinie ¥a (@mi elektrony i nukleony).

* Nie jest maliwe bezpdrednie uogodlnienie teorii przez wstawienie do reldyspersiji
operatorow pdu ze wzgddu na wystpujacy w relacji dyspersiji pierwiastek. Musimy
problem postawiod nowa.
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Poszukujemy relatywistycznie niezmienniczego roviendiniowego w energii i gdzie.
Wymaga ono utworzenia operatokgldrego czterowekto-rem, ale niezalego od
potozenia i gdu.

Aby zapostulowane réwnanie prowadzito do relatyygzhego zwizku pomedzy
energa i pedem (w stanach w ktérych obie wiek sa okreslone) operatory te mugz
spetia& okreslone relacje antykomutacji.

Operatory spehiage te relacje znajdujemy w postaci macierzy 4x4mafga to dla
funkcji falowej reprezentacji w postaci macierzyikanowej o czterech wierszach.
Znalezione w tej reprezentacji rownanie nosi namwnania Diraca. Mina je zapisaw
postaci relatywistycznie niezmienniczej lub pgZejo tzw. postaci hamiltonowskiej.

W réwnaniu Diraca automatycznie pojawia spin. Niezwykle interesagym jest faktze
nie komutuje z hamiltonianem operator orbitalnegomantu gdu. Komutuje natomiast
operator catkowitego momentggu, w ktorym uwzgidniono spin.

Inng nowdécia s3 rozwizania z ujema energa catkowity czastki swobodnej. Traktujemy
je jako dziury w tzw. morzu standéw Diraca i intexfujemy jako stany antyggtki.
Postugugc sk rownaniem Diraca uzyskainy hamiltonian dla cgstki w polu
elektromagnetycznym. W nierelatywistycznej mechakiwantowej oddziatywanie
czastki z polem magnetycznym wprowadza \&i Sposob sztuczny.

Uzyskalsmy wyrazenia na poprawki relatywistyczne do réwnania Scthirggera —
poprawk odpowiedzialg za relatywistyczs zmiarg masy, poprawkkontaktows i tzw.
oddziatywanie spin-orbita.

Dkonalgémy transformaciji Lorentza funkcji falowe;.
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