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l.

Wstep.

Fizyke mazna podziek w zaleznosci od problemow jakimi gi zajmuje wyr@nié rézne jej
dziaty, np. fizyka gdrowa, ciata statego, niskich temperatur, astrofizyka itd.

Niezaleznie od podziatu tematycznego istnieje podziat na gayéswiadczaln i teoretyczg.
Ta ostatnia wyrgnia st specyficznymi narglziami pracy. % nimi kartka papieru, otowek i
komputer jako nakglzia materialne i aparat matematyczny, ktory.emoy okréli¢ jako
niematerialne naerzia pracy teoretyka. Celem niniejszego wyktadu jest zapoznanie
stuchaczy z kilkoma takimi niematerialnymi ngaziami pracy sgywanymi w kilku
wybranych dziatach fizyki. Wyktad trwa tylko jeden semestr, waztil z czym nie jest
mozliwa ani kompleksowa ani dogiina analiza probleméw. Wybratem problemy, ktére
wedtug mojej ocenyasnajwazniejsze lub najciekawsze. Podzégk mazna na nagpujace
grupy tematyczne:

l. Mechanika klasyczna

Il. Mechanika relatywistyczna

lll. Elektrodynamika

taczy¢ je bedzie zasada najmniejszego dziatania, przy pomocy ktérej uzyskaneazostan
wszystkie podstawowe prawa fizyki. P§leglzimy jednoczénie ewolucg funkcji dziatania.
Zostanie ona poatkowo zaproponowana dla mechaniki klasycznejgpesé uogdlniona do
mechaniki relatewistycznej, a kolejna modyfikacja pozwoli naabjni elektrodynamiki.



Klasyczna Mechanika Teoretyczna.

Jest to dziat Fizyki, ktory opisuje ruch bardziej lub mniegafoch uktadoéw fizycznych. Na
wstepie musimy pogodZisig z faktem, & nie jestémy w stanie opisacatego wszedwiata

w calej jego ztaondici. Jestémy zmuszeni poshy¢ sie przyblizeniami i ograniczg sie do
opisu jego niewielkiej cistki. Przysgpujac do analizy jakiegokolwiek zjawiska musimy
wypunktowa& wszystkie przyblienia i zatlagenia wchodace do rachunku. Ich spetnienie jest
warunkiem wiarygodngi uzyskanych wynikéw. W celu unikggia nieporozumig
jezykowych ustali musimy na wsgpie kilka najwaniejszych pagc i przyblizen.

» Uktadem nazywébedziemy czsé wszecKwiata, ktog opisujemy. Maemy zatayé brak
oddziatywania uktadu z reszivszeckwiata, méwimy woéwczas o uktadzie izolowanym
(np. castka swobodna), lub uwzginiamy to oddziatywanie trakag je jako
oddziatywanie zewgtrzne (np. ciato w polu sit ekkosci).

* Najprostszym uktadem (lub jego elementem) jest punkt materialagtkeg, ktory
rozumie& bedziemy jako obiekt fizyczny, ktorego rozmiary ama zaniedb&przy opisie
jego ruchu (np. elektron w poladra, planeta na orbicie).

* Przestrza, w ktorej rozgrywa i mechanika punktu materialnego jest trojwymiarowa.
Potazenie punktu materialnego opisujemy trojwymiarowyektorem wodzcym 7.

» Do zapisu wektora wodezego postugujemy siuktadem wspohgdnych. Najczsciej
stosowé bedziemy ukiad prostaktny kartezjaski, lub krzywoliniowy: sferyczny,
cylindryczny, paraboliczny.

» Roéwnie wana role jak przestrz, w ktorej rozgrywa sie beda zjawiska spetnia czas.
Bedziemy go rozumieli jako parametr numeuyj kolejnag¢ zdarzé.

» Pelm informacg o ruchu pojedynczego punktu materialnego zawiera jego trajektoria (tor)
czyli potazenie w funkcji czasu'(t) i stanowi szukane rozezanie problemu
mechanicznego.

* Znajc trajektorg mazemy wyliczy¢ predkos¢ jako pierwsa i przyspieszenie jako drag
pochodn wektora wodzcego po czasie, a z nich pemny wyliczy¢ wszystkie pozostate
wielkosci fizyczne np. energj ped, sity. Uwaga: pochodne po czasie oznéadxaziemy

kropka;%?(t) = ?(t),%?(t) =¥(1).

» Zwiazki pomidzy wspotrzdnymi, pedkosciami i przyspieszeniami nazywamy
réwnaniami ruchu. $to na ogot réwnania ahiczkowe 2 razdu, w ktérych niewiadom
funkcje stanowi trajektoriaf (t) (np. rownania Newtona).

* Przy znanych réwnaniach ruchu warunkiem jednoznackmnozwigzania jest podanie
warunkow pocgtkowych. Mog by¢ nimi potazenie i pedkos¢ czastki w wybranej chwili.
Warunki te okrélaja stan uktadu.

* W przypadku gdy uktad sktadagss N punktéw materialnych (ggtek), rozwazaniem
problemu mechanicznego jest 3N-wymiarowa trajektoria czyli podanie wektorow
wodzcych wszystkich cgstek wehodzeych w sktad uktadu.

* Liczbe niezalenych wspétrednych konieczgdo opisu uktadu nazywamy liczlstopni
swobody i oznaczamy litglf. Czagstka swobodna w przestrzeni tréjwymiarowej ma 3, a
uktad N castek 3N stopni swobody.



Wiezy.
Liczbe stopni swobody ogranicgymog tzw. wiezy, czyli zwhzki pomidzy wspotrzdnymi,
ktére musz by¢ spetnione w dowolnej chwili czasu. MpQy¢ zadane w postaci rowéa
lub nierowndci:

f.(f,...I,t)=0, i=1..nw

f.(h,..I,t)=20, i=1..nw
Pierwszy typ w¢zow nazywamy dwustronnymi, drugi jednostronnymzelieedwnania
wigzOw nie zawieraj jawnej zaleénosci czasowej nosgznazwe skleronomicznych, w
przeciwnym wypadku reonomicznych. ¥4y narzucone na wspéedne nosg nazwe
wigzOw holonomicznych. Czasem spotykamyzsivigzami narzuconymi na gakosci, 3
one nieholonomiczne. Kkde niezalene rownanie wizow dwustronnych ogranicza liagb
stopni swobody ukfadu o 1.

Przyktady wgzow:
1. Ruch castki w ptaszczynie dwuwymiarowej (x,y) mgemy uzyské narzucagc funkcg
wiezOw:

y
>

f(fy=z=0
Liczba wizow p=1, liczba stopni swobody f=2.
2. Ruch po olkggu :
f,(f)=z
f,(F)=x*+y*-R?
p=2, f=1.
W obu przyktadach podane zostahemy holonomiczne, skleronomiczne, dwustronne.

3. Ruch pitki na boisku. (wky jednostronne).
z>20

Wspotrzedne uogolnione.

Wystepowanie wgzow powodujeze w rownaniach ruchu uwzginiaé musimy dodatkowe
sity reakcji wezow. Wigze sk to ze znaczpkomplikacp rowna. Czsto komplikacji udaje
sig unikma¢ przez odpowiedni wybér uktadu wspd@dnych. Np. w przyktadzie 2 wystarczy
przegé do wspotrezdnych biegunowych. Wowczas ¢ely ustalag odlegiaé czastki od
pocztku uktadu. Wspohrgdna odpowiadajca jedynemu stopniowi swobody jesttkktory
nie jest ograniczany przez gay.

W ten sposob dochodzimy do korzystnego z punktu widzenia ufataédunkowych pefia
wspotrzdnych uogolnionych.

Wspohzdnymi uogoinionymi uktadu o f stopniach swobody nazywamy dowolny zbior f
wielkosci au,......q wyznaczajcych jednoznacznie patenia ciat tworzcych uktad.

a={a,}(a=1....f)



Pochodne po czasie wsp@dnych uogoélnionych nazywamygatkosciami uogélnionymi.
a={q,Ha=1....f)

np. w uktadzie biegunowymy :{r,¢},q :{‘r,q)} . Naturalnie wspotegdne i pedkosci w
uktadzie kartezjaskim q={x,y,z}.q={x,V,2} stanowa réwniez szczegéiny przypadek
wspotrzdnych i pedkosci uogolnionych, o ile liczba stopni swobody nistjegraniczona
przez wezy.

Ze wzgkdu na uniwersalnig wspotrzdnych uogolnionych, wszystkie ogoine rozaaia w
dalszej czsci wyktadu keda prowadzone w tych wéaie wspoétrzdnych. Dopiero w
konkretnych zastosowaniachdziemy przechodzili do najwygodniejszych (ze weggl na
symetre uktadu) konkretnych uktadéw wspoddnych.

Zasada najmniejszego dziatania (elementy rachunku wariacyjnego).

Calp mechanik klasyczrm mazna oprzé (historycznie tak ona powstata) na rownaniach
Newtona i potraktow@je jako elementarne, startowe zagnie teorii stiacej do opisu
zjawisk. Jednate w wielu przypadkach jest to niewygodne, szczagdinmomencie
przegcia do ,nieklasycznej” teorii.

Przez prawie dwkgie lat po Newtonie fizycy poszukiwali uogoélhiebardziej uniwersalnych
podeg¢.

Takim udanym uogolnieniem teorii prowagym do praw ruchu w postaci najbardziej
odpowiadagcej rozwaanemu uktadowi jest zasada najmniejszego dziathrbanaczej
zasada wariacyjna Hamiltona.

Rozpatrzmy uktad o f stopniach swobody, opisywaspétrzdnymi uogolnionymd, .
Niech zbior funkciji:

d, =q,(t) gdziea =1....f

opisuje ruch rzeczywisty uktadu i stanowi rogzeanie problemu.

Zdefiniujmy inny zbidr funkcji, zmieniony w poréwnau do ruchu rzeczywistego o niewielk
wartas¢ w kazdej chwili czasowej:

Gy =, (1)+ 00, (1)

i nazwijmy go ruchem porownawczymdq, (hjeskaczenie mate odchylenie od ruchu
rzeczywistego nazywamy wariaajspotrzdnej uogolnione;.

Jezeli przez F(q, ,q, ,tpznaczymy dowolpfunkcig wspotrzdnych i pedkosci
uogolnionych oraz czasu, @emy wyliczy¢ jej wariacg jako ré&nice pomidzy funkcp od
argumentow odpowiadgych ruchowi poréwnawczemu i rzeczywistemu:

OF = F(@. Uo 1) = F(0 80 1) = F(Gy + 80,8y + 86, 1) = FUq 0o 1) =
oF oF .
= 4 (aéqa +ﬁ6qa}
gdziedq, (t) = aa —-q, stanowi wariag predkasci uogolnionej. Oczywvécie ze wzgtdu na
liniowosé¢:
80, (1) = <50, (1)
Mozemy rownie zdefiniow& wariacg funkcjonatu. Rozwamy funkcjonat w postaci:

19,6, = [dtF@, 4,0

ty

Jego wariacja



t, ) t
8 = 18,8, ] 1[0, .0.] = [ dt(F@, . G, 1) - F@,.0,.1) = [ diF

ty ty
Mozemy teraz sformutowazasag najmniejszego dziatania.
Rozwaamy ruch rzeczywisty i porbwnawcze w pewnym ékneym przedziale czasu
(tl,tz), przy zataeniu,ze w chwilach odpowiadagych pocatkowi i kohcowi przedziatu
wspotrzdne uogolnione wszystkich ruchow przyjrpjgdnakowe ustalone wasm:

aa (tl) = qa (tl) Orazau (tZ) = qa (tZ) Czyli éqor (tl) = 6qO( (tZ) = O

q(t)

q(t)

v

t1 to

Postulat:
Dla kazdego uktadu mechanicznego #na znalé¢ funkcje wspoétrzdnych i pedkosci

uogolnionych oraz czasu(q,,q, 1Bka, ze funkcjonat:

t, .
4a..4.]= [ dtL@,.8,.0

t
przyjmuje najmniejsgwartcsé¢ dla ruchu rzeczywistego, tf, (t) =q, (tfFunkcjaL nosi
nazwe funkcji Lagrange’a, a funkcjonat S nazywamy daigdan.
Warunek najmniejszego dziatania dla ruchu rzeczggis generuje réwnania ruchu we
wspohrzdnych uogolnionych.
Narzuﬁmy ten warunek czyli zadajmy 8S=0.

8S= 6IdtL(qa,qa,t) jdtéL(qa,qa,t) jdtz( (,+6%L6qa}=

G a

oL d q
_Zfdt[ o, dt[aqa dtéq"] dt( ]5%]
d _ oL doaL). _
_Z;‘.dt{aqu - dt(aan J Zaqu _gidt{aqg dtaqujaqa B

Poniewa warunek ten musi ldyspetniony dla dowolnego wyboru wariacji wspéttmych
uogolnionych, musi gizerow#& wyrazenie w nawiasie:

1

tl



Roéwnania te nogznazve rowna Lagrange’a (drugiego rodzaju). Stangwhe ukfad
rownai ruchu (f rowna rozniczkowych drugiego kgu) na funkcjeg, (t) stanowace
trajektorie ruchu rzeczywistego we wspétimych uogélnionych.

Zanim skonstruujemy funkgjLagrange’a dla najprostszego uktadu zémg uwag na

pewne jej wiasnézi wynikajace z jej definicji i uzyskanych przy jej pomocy ndai ruchu..

* Funkcja Lagrange’a zapisana wngch uktadach wspoétezinych uogoélnionych mae
prowadzé do r&znych zwiazkdéw pomedzy nimi (rowna ruchu).

» Jezeli funkcja Lagrange’a zapisana w jednych wspgirg/ch prowadzi do poprawnych
réwna ruchu, wéwczas réwnania ruchu uzyskane z tej simkgji Lagrange’a zapisanej
w innych wspétrzdnych g rowniez poprawne (przetransformowane). Transformacja
funkcji Lagrange’a agsto jest tatwiejsza nitransformacja gotowych rowaAauchu.

* Funkcja Lagrange’a uktadu Zonego z dwdch nie oddziatyvagych poduktadow jest

suny funkcji Lagrange’a obu g&ci.

Lag=LatLs

Funkcja Lagrange’a nie jest zdefiniowana jednozniacz

[0 Pomnaenie funkcji Lagrange’a przez dowalstah (rézna od zera) prowadzi do tych
samych rownaruchu.
L'=al = L

[0 Dodanie do funkcji Lagrange’a pochodnej zupetnegpasie dowolnej funkcji
wspotrzdnych i pedkosci uogolnionych prowadzi do tych samych rowmachu.

d
L'=L+—f(qy,0,.t) = L
pral IR

Wiasndci powyzsze g dos¢ oczywiste, pierwsza wynika z linioka rowna Lagrange’a,
druga daje to samo dziatanie, ggyo scatkowaniu i narzuceniu warunkow pgikpwych
pochodna zupetna dowolnej funkcji daje zero. Zamg jednak uwagna odrénienie
pochodnej po czasie gztkowej od zupetnej. Dowolna funkcja wspétinych, pedkosci i
czasu f(q,g,t) dla ruchu rzeczywistego zawiera dodatk@aleznosé czasovwy poprzez

wspotrzdne i pedkaosci. Jej r@niczka zupetna ma posta
df @60 =2-dg+ T dg+ o,
oqg ~ dq

a zupetna pochodna po czasie:
%f(q,q,t) _ofdq of dq of _of of . @

“aqdt dqdt ot oq- aq ot



Podsumowanie 1.

1. We wprowadzeniu ustainy czym zajmowésie bedziemy podczas niniejszego wyktadu.
2. Podane zostaty podstawowegoigp mechaniki klasycznej: uktad, punkt materialny,
przestrzé, czas, trajektoria, rownanie ruchu, stan uktadgzy stopnie swobody.

3. Wiezy dwustronne ograniczgliczbe stopni swobody, zazwyczaj#@e rownanie wizoéw
obnia liczlkg stopni swobody o 1.

4. Wprowadzilimy pogcie wspoétrzdnych uogolnionych, ktére stanawabior wielkaci,
wyznaczajcych jednoznacznie patenie ciata. Ich liczba jest rowna liczbie stopnobady.
5. Wprowadzilimy elementy rachunku wariacyjnego definaifrajektorie ruchu
rzeczywistego i porownawczych,aiace s¢ 0 mah wielkosé, ktora nazwalimy wariacg
wspotrzdnej uogoélnione;.

6. Wprowadzilsmy pogcie wariacji funkcji wspotrgdnych i pedkosci uogélnoionych oraz
wariacji utworzonego z takich funkcji funkcjonatu.

7. Zapostulowadimy zasad najmniejszego dziatania, zgodnie z ktéunkcjonat:

t, .
44..4.]= [ dtL@,.8,.0
4
osigga minimum dla ruchu rzeczywistego.
8. Zadanie znikania wariacji dziatania prowadzi do réwhagrange’a, ktére powinny
stanowé rownania ruchu dla wspogdnych uogdlnionych:
oL _da _,
dq, dtoq,
9. Funkcji Lagrange’a L jeszcze nie umiemy konstray ale poznalimy juz jej pewne
wiasndgci wynikajace ze sposobu jej wprowadzenia.

10
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Transformacja Galileusza, jednorodnd¢ i izotropowosé przestrzeni i czasu.

Konstrukcja funkcji Lagrange’a bazuje na podstawdwyitasnéciach przestrzeni i czasu,
ktére musz by¢ uwzgkdnione przy tworzeniu rowmhauchu. RGwnania ruchu oczygie
zaleza od wyboru uktadu wspoétezinych i nieco szerzej rozumianego uktadu odnieaieni
Podstawowymi uktadami odniesienia, w ktoryaganemy pracowébeda tzw. uktady
inercjalne.

Inercjalnym uktadem odniesienia hazywamy uktad eslienia, w ktorym ruch swobodny
odbywa st ze stad predkaoscia (np. dla castki w polu sit cgézkosci uktad zwazany z
powierzchm, ziemi nie jest inercjalny, ale inercjalny jest atktizwhzany ze swobodnie
spadagca winda).

Wiasna¢ inercjalndci jest rownowana jednorodngxi i izotropowaci przestrzeni oraz
jednorodnéci czasu. Oznacza tee w uktadzie inercjalnym nie ma wynd@onych potaen,
kierunkow i chwil.

Sformutujmy teraz bardzo virae zat@enie teorii:

Wszystkie uktady odniesienia porusgag seé wzgledem pewnego inercjalnego uktadu
odniesienia ze stapredkoscia sa rowniez inercjalne.

Zatozenie to wymusza jednolity opis zjawisk fizycznyck wszystkich uktadach odniesienia
poruszagcych se wzgledem siebie z jednakowymigatkosciami a jednoczaie pozwala na
ich swobodny wybor.

Zwiazek pomgdzy potazeniami i pedkosciami przy przejciu pomedzy dwoma inercjalnymi
uktadami odniesienia (stuszny w mechanice klasyj¢zmwsi nazw Transformacji Galileusza.
Jezeli mamy dwa uktady odniesienia (x,y,z) i (X',y)zprzy czym ukfad “primowany”
porusza s wzglkdem “nie primowanego” z pewrstah predkoicia V , a wic potazenie
pocatku uktadu “primowanego” dane jest w uktadzie “prmowanym” zwizkiem:
R(t) = R(0) +Vit

wowczas punkt o wspokdnych 7' ma w uktadzie “nie primowanym” wspogdne
F=R(t)+F' =R(0) +Vt + 7"

Pomkdzy predkosciami mamy zwizek:

V=V +V

Zwiazek pomgdzy predkosciami wynika z zatéenia czasu bezwzglnego, czyli
jednakowego we wszystkich inercjalnych uktadachieslania (w mechanice
relatywistycznej nie dokonujeesiego zataenia).
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Funkcja Lagrange’a czstki swobodnej w inercjalnym uktadzie odniesienia.

Zatézmy, ze uktad, ktory opisujemy sktadagsi pojedynczej nie oddziatywagej z
otoczeniem cgstki. Uktad posiada trzy stopnie swobody, geloie castki opisuje wektor
wodzcy T , a pedkaosé jego pochodna po czasie= T . Ich sktadowe potraktujmy jako
wspotrzdne i pedkosci uogolnione. Bda wiec one stanowiargumenty funkcji Lagrange’a
L(q,q,t) = L(F,V,t)

Ze wzgkdu na jednorodrig przestrzeni (brak wytmionego punktu) funkcja Lagrange’a nie
powinna zalee¢ od potaenia a ze wzghlu na jednorodrié czasu nie powinna rowried
niego zalee¢. Jedynym argumentem, od ktoregoz@éunkcja Lagrange’a zalet jest
predkos¢. Ale przestrze jest izotropowa. Brak wyedionego kierunku w przestrzeni
pozostawia jedynie zataos¢ od bezwzgidnej wartdci predkosci. Najprostsz taka funkcja
jest:

L =av?.

Przygcie funkcji Lagrange’a w tej postaci zapewnia jecednie niezmiennicz& rowna
ruchu przy przégiu pomegdzy r&nymi uktadami inercjalnymi. Zauwany, ze

L(V) =av® = 0((\7'+\7)2 =av'?+20V' [V +aV? = av'? +%(20(F'D17 +aV2t)

= L(V)=av'?

Zalozenie innej, np. nieliniowej zataosci funkcji Lagrange’a od kwadratugatkosci jest
dopuszczalne ze wzglu na jednorodnié i izotropowd¢ przestrzeni i czasu, nie daje jednak
niezmienniczéci rownai ruchu przy przeégiach pomgdzy inercjalnymi uktadami
odniesienia.

W uzyskanym wyrzeniu statao nie jest wyznaczona jednoznacznie iz przyjeta

dowolnie. Jeeli przyjmiemya = % uzyskamy:

=2
|_ = ﬂ = T
2
gdzie przez T oznaczamy energinetyczrm uktadu.
Wykorzystajmy uzyskanpostd funkcji L i wstawmy  do rowna Lagrange’a:

oL d aL

00 aa%{

Otrzymujemy:

0=2 (Mj2)- 99 Mpay . D —
or, 2 dtor, 2 dt

czyli

mr =0

jest to znane nam rownanie Newtona dla ruchstkz swobodnej w inercjalnym ukfadzie
odniesienia.

Zauwamy, ze z zupetnie ogolnych rozwah uzyskalsmy precyzyjnie wyznaczenz
doktadndcia do kedacych jej ogolm wiasndcia niejednoznaczrigi) funkcje Lagrange’a dla
czastki swobodnej a uzyskane z réviniaagrange’a rownanie ruchu jest poprawne. Postulat
spetnienia zasady najmniejszego dziatania jest dia castki swobodnej stuszny.

Uzyskany wynik m@emy natychmiast uogokhina uktad N nie oddziatywagych z
otoczeniem i pomgdzy soly, czastek:

N N
L=YL,=>T,=T
a=1 a=1

Funkcg Lagrange’a takiego uktadu stanowi jego catkowitargia kinetyczna.
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Funkcja Lagrange’a dla castki w polu potencjalnym.
Powr&my do uktadu zteonego z jednej @atki, tym razem oddziatywagej z otoczeniem.
Funkcg Lagrange’a musimy uzupeéo wyraz odpowiedzialny za oddziatywanie. Wyraz ten
powinien zalee¢ od wspoétrzdnych i jest dany pevarfunkcja zmiennych
przestrzennychl(T) :
L(F,F,t) = T(F) - U(F)
Wstawiwszy § do rowna Lagrange’a uzyskujemy:
doL L —mi o+ ou(T) _

dtor, or ' or
lub
mt = —0U(T)

Rozpoznajemy tu rownanie Newtona w polu sit danystencjaten(r) . Uzyskalsmy wiec

interpretagg sktadnika funkcji Lagrange’a odpowiedzialnego ddzatywanie z polem
zewrgtrznym. Jest nim energia potencjalna pgieyze znakiem przeciwnym.

Funkcja Lagrange’a ukfadu wielu czstek.

Uogdlnienie uzyskanego wyniku na uktad wielasiek przeprowadzamy podobnie jak dla
uktadu castek nie oddziatywacych, uwzgtdniajac w energii potencjalnej oddziatywanie
czastek z polem zewgtrznym oraz ponedzy sol.

L=T-U

T — stanowi catkowif energé kinetyczr, czastek tworacych ukfad, a U- sumenergii
potencjalnych cgstek:

N

N
- = m, - _ ~
L=>T,-U(,.... ,rN):Z7ra2—U(rl, ..... Ty)

a=1 a=1

Transformacja ze wspotrzdnych kartezjanskich do wspotrzdnych uogoélnionych.
Energ'r; kinetyczm uktadu castek najtatwiej zapigawe wspoétrednych kartezjaskich:

T= Z Z
a=1i 1
Jednake potencjat posiada ¢zto symetr preferuaca inny uktad wspétrgdnych. Dlatego
czgsto musimy dokor@atransformacji energii kinetycznej. Dla utatwienigskusji zmiéamy
oznhaczenia zmiennych:
Xy =X4, a=1...3N
3N
7=y Mag2,
a=1 2
Wspotrzdne uktadu kartezfskiego wyraamy przez wspotegine uogdélinione
=fq@1,----9¢ )
(of

LG
2 0
p=1 qB
wstawiamy to do wyrzenia na energikinetyczr

T=3 Mo [ii ] Y3y Mol da g Ztss op O
a=1 2 1‘3QB a=1p=1p'=1 2 anan
gdzie
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tpp = ij M %Ma O tpp ({qB}) -

Wyrazone powyszymi wzorami formalne prz&jie do innego uktadu zmiennych wyda
do$¢ skomplikowanie. Nie zawsze jednak konieczrgizie taki sposob pagiowania.
Natomiast zwrémy uwag na uzyskam ogolm wtasna¢: energia kinetyczna jest fogm
kwadratovg predkosci uogolnionych o wspétczynnikackdacych funkcjami wspétrgdnych
uogolnionych.

Funkcja Lagrange’a dla castki swobodnej we wspotrgdnych sferycznych i
cylindrycznych.

Dokonajmy dla ilustracji przégia z uktadu kartezfekiego do dwoch najegciej
stosowanych krzywoliniowych uktadow wspadnych — cylindrycznego i sferycznego.
1. Wspétrzdne cylindryczne

X =rcosh
y=rsing
z2=12

Energia kinetyczna napisana we wspgdreych kartezjaskich ma posta
=206 +y% +27)

Wystepujace w niej pedkosci przeprowadzamy do wspoéanych cylindrycznych
X =tcosh —rsind
y =fising + ¢rcosp

T :g(rzcoszq) - 2f¢rsind cosp +¢2r 2sin2c1> + 2sin 2¢ +2fdprsing cogh +¢ T %os %I) +z 7:

:g(rz 11292479

Poniewa energia potencjalna dlagstki swobodnej jest rowna 0, funkcja Lagrange’a
zawiera wyicznie energi kinetyczr:

L(r,0.2.,1,0,2,1) =g(r2 +r2h2+ 22

2. Wspotrzdne sferyczne 9r f
X =rcosp sind drsind
y =rsin¢ sind g

¢

z=rcosd

Mozemy podobnie jak poprzednio dokéna
podstawienia. Wymaga to troghtuzszego rachunku r
niz przy przejciu do wspoétrzdnych cylindrycznych.
Postizymy sk zatem ing metod, dzigki ktorej
wyrazenie na kwadrat pdkosci mazna uzyské bez
zadnych rachunkow. Wektor gatkosci w kazdym
punkcie przestrzeni rozkladamy na trzy ortogon#toe nie kartezjaskie sktadowe:
F= ('r,Sr,q)rsinS).

Otrzymujemy:

:%(rz +¢%r’sin’ 9 +192r2)
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Przyktadowe zastosowanie formalizmu Lagrange’a.

Czastka w polu centralnego potencjatu.

O wyborze wspotrdnych krzywoliniowych cgsto decyduje symetria potencjatu, ktory

odejmujemy od energii kinetycznej przy tworzenigtangianu. W szeregu problemow

spotykamy sj z potencjatem o symetrii sferycznej zalgm wylacznie od odlegieci od

wyroznionego punktu w przestrzeni, tzw. potencjatem reémym (np. planeta w obeciw

potencjatu grawitacyjnego gwiazdy). Pracujemy wéagcwe wspohgdnych sferycznych.

Lagrangian ma posta

L =g(r2 +¢2risin®9 +9 2)—V(r),

A ,..d oL oL

Z rowna Lagrange'ai———— =
dtoqy 0dq

Powinnémy otrzyma uktad rowna ruchu. Liczymy odpowiednie pochodnesstkowe:

oL _

mt, a—L:mq) r?sin?9, oL ez
0 0%

Gl

L st + 192 -2 O _o O o e?r? cosd sing

or or 0¢ 09

Po wstawieniu ich do rowna_agrange’a otrzymujemy ukfad rowia
oV

mi— m(¢rsin’ 9 + rd 2)+6_ =0
r
mr2sin?9 ¢ +2mrsin®9 ¢ + 2mr’cosd sind 9 ¢ = 0
mr2d +2mrd r— mr’$p 2cos9 sind = 0
Uzyskalémy ukiad trzech réwnarézniczkowych drugiego stopnia wzglem czasu na
szukan trajektore (r(t),$(t), 9 (t)).
Analityczne rozwazanie tego uktadu réwnhgest niestety skomplikowane. Znacznie tatwiej
wykona to rozwhzujac problem numerycznie.

Wahadto matematyczne.
Zeby naprawe docené zalety stosowania formalizmu Lagrange’a rozmg prosty przykitad,
w ktorym wysepujace wizy utrudniag wydobycie réwna ruchu z zasad dynamiki Newtona.
Rozwamy uktad jaki stanowi ptaskie wahadto matematycayli

punkt materialny o masie M zawieszony na nierggove]j nici o f
diugdéci R. Uktad taki ma tylko jeden stopiswobody, ktory we
wspotrzdnych biegunowych stanowgkodchylenia wahadta od pionu.
W tych wspotrzdnych energia kinetyczna uktadu ma pésta |

M
T=—R%>
> RO

Energia potencjalna liczona wezgem punktu zawieszenia +
wahadta dana jest wyraniem:

U = -MgRcos¢ ®
Zatem funkcja Lagrange’a:

L=T-U :%R2¢2+M9Rcos¢

Réwnanie Lagrange’a generuje rownanie ruchu:
MR?*$ + MgRsin¢ =0,

ktére po uproszczeniu przyjmuje pasta

R$ +gsind =0.
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Oczywiscie to samo réwnanie ruchu powikmy uzyské& bezpdrednio z rownania Newtona.
Przyjrzyjmy sg¢ takiemu rozumowaniu.

Przy zatageniu ptaskiego ruchu patenie wahadta opisywane jest dwuwymiarowym
wektorem wodzcym ?(t). Rownanie ruchu

MF=F=Mg+F

zawiera si ciezkosci i site reakcji wezOw. Wartd¢ tej ostatniej sity nie jest znana, ale z
warunku przenoszenia tej sity przez elastyazid znamy kierunek jej dziatania i wiemse
bedzie rownoway¢ rownolegh do nici skladow sity cigzkosci.

y

v

W rezultacie wypadkowa sita dziadap na ciato jest prostopadta do nici a jej warto
F=Mgsin¢ .

Dwuwymiarowe rownanie Newtona rozpisujemy na skieel&artezjaskie:

MX = -Mgsin$ cosp

My = Mg sin® ¢

Przechodzimy teraz do wspd&dnych biegunowych
X =Rsing

y = Rcosp

X = R¢ cos ¢

X =Rycosd -Rp?sin ¢

y =-Résing

¥ = —-R$sind — Rp* cosp

Uzyskane pochodne wstawiamy do obu réfvnechu

M(Ré]‘) cosp — R? sinq)): —Mgsing cosp

M (Rc‘]) sing + R? cosq)) = -Mgsin® ¢

Gorne rownanie mrymy przezcos$ dolne przezming i dodajemy stronami. Wynik po
redukcji niektorych elementéw przyjmuje pasta

R = —gsind

16



Uzyskalémy to samo réwnanie ruchu, ale porownanie ddagachunkow wypada na
korzys¢ formalizmu Lagrange’a.

Podsumowanie II.

Wprowadzilémy pogcie uktadu inercjalnego, zatgli $my rownowanos¢ praw
mechaniki we wszystkich uktadach inercjalnych.

Wprowadzilémy pogcie transformacji Galileusza opigagj przejcia pomedzy
uktadami inercjalnymi w mechanice klasycznej.

Korzystapc z jednorodngci i izotropowdci przestrzeni oraz jednorodéod czasu
uzyskalsmy wyrazenie na funke Lagrange’a dla egtki swobodnej. Sprawdziliny, ze
rownania Lagrange’aagownowane rownaniom Newtona.

Uogolnilismy funkcig Lagrange’a na przypadekastki w polu zewrtrznego potencjatu
oraz ukfadu wielu cgstek oddziatywujcych z polem zewgirznym | pomedzy sol.
Pokazakmy, ze przy przejciu do dowolnych wspoétednych uogdélnionych energia
kinetyczna cgstki jest biliniong forma predkaosci uogélnionych.

Napisalsmy funkcje Lagrange’a we wspoéanych cylindrycznych i sferycznych.
Znalezlismy rownania ruchu we wspokanych sferycznych dla problemuastki w polu
sit centralnych.

Na przyktadzie wahadta matematycznego porowmslisposéb pozyskiwania rowina
ruchu z formalizmu Lagrange’a i z zasad dynamikivitama.
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lll. Bardziej zaawansowane zastosowania formalizmu Lagrange’a.

Na poprzednim wyktadzie pozngiy najprostsze zastosowania formalizmu Lagrange’a.
Mam nadzigg, ze juz one pozwolity pokazajego zalety. Oba problemy riawa byto

rozwigzaé tatwiej i nieco szybciej tistartujc z rowna Newtona. Dla 0soOb, ktore jeszcze nie
sa przekonane do tego formalizmu przygotowatem kijkayktadow wykorzystania
formalizmu Lagrange’a.

Wahadto ztazone.

Powr@&my do wahadta matematycznego o masie M i ddaig ale do niego przyczepmy
drugie wahadto o masie m i diugor. Problem s znacznie komplikuje. Znalezienie sit
reakcji wezOw staje s znacacym problemem rachunkowym. W takich przypadkach
formalizm Lagrange’a stanowi znakomite rglzie pracy usuwage kiopoty.

v

Dodatkowe ciato wnosi dodatkowy stofpigvobody. Opiszemy go przy pomoagytdk o
okreslajacego odchylenie nici r od pionu. Péémie masy m memy zapiséawe
wspotrzdnych kartezjaskich jako:

X =Rsing +rsina

y =Rcosd +rcosa
Energia kinetyczna ciata 0 masie m:

T, = %(quﬂ +r°0% + 2Rrcosf — o) o)

Energia potencjalna
U, =-mg(Rcosp +rcosa)

m—

Funkcja Lagrange’a dla drugiego ciata

L, = %(thp2 +r1%0% + 2Rrcosf —a)pa) + mg(R cosp +rcosa)

Po dodaniu funkcji Lagrange’a dla obu ciat uzyskuyegunkcg Lagrange’a catego ukfadu:
L=L, +L,=T,-U, +T,-U, :%qu)z +MgR cosp +

+%(R2¢2 +r°0% + 2Rrcosf —a)pa + mg(R cosp + r cosa)
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Wz6r ten mana uporadkowa i wyliczy¢ uktad dwéch rown@aruchu odpowiadagych obu
stopniom swobody.

Przyktad zastosowania formalizmu Lagrange’a dowpighu bryty sztywnej.

Poniewa zagadnienia mechaniki klasycznej nie ogranicgigjdo uktadéw punktoéw
materialnych, rozvazmy zadanie, w ktorym dyskutowdedziemy problem niepunktowego
ciata.

Poszukajmy rownaruchu dla jednorodnej kulki o masie m i promienitoczcej sk bez
paslizgu po wewnrtrznej stronie pobocznicy walca o promieniu R, lBrgzonego w polu sit
ciezkosci tak,ze jego @ nachylona jest podakem O do poziomu. Dla utrudnienia zéidy,
ze promie& kulki r nie jest zaniedbywalnie maty w poréwnaagipromieniem cylindra R.

W tym przypadku wybor uktadu wspééanych podyktowany dalzie warunkami wazéw.

r %' R-r

\ a

Uktad ma dwa stopnie swobody. We wspédhaych cylindrycznychgnimi
U, = -m,g(d + rcoso).
W energii kinetycznej musimy uwzglni¢ energé ruchu posgpowego i obrotowego kulki
. mv?
T=—+
2 2
gdzie | jest momentem bezwiadweokuli:

|=2mp
5
L = TA (C‘IA 7qA ’t) - U(qA g (t))
Predkaos¢ ruch posgpowego rozdzielamy na sktadgwzdiuz osi walca i prostopaglido niej:
V,=ziV,=(R-1d.
Z warunku toczenia bez gazgu wyznaczamy zvwgzek pomgdzy predkoscia katowa ruchu
obrotowego kuli i pgdkoscia ruchu posipowego. Pgdkos¢é ruchu obrotowego musimy
rowniez roztazy¢ na dwie sktadowe:
wr=z, wr=-Ré
Po podstawieniu uzyskanych wyea na sktadowe gdkosci do wzoru na energkinetyczrm
uzyskujemy:
.2 2,2 -2 242 2 —r)
T=ME@+RYY  mE+R-0%Y) _Tm, (R (R-T) )
5 2 10 5 2
Energia potencjalna pola sikgkosci zwigzana jest z wysokgia ponad zatéony poziom
odniesienia, ktory uméeimy tak, by wyraenie na energibyto najprostsze. Jako punkt
odniesienia przyjmiemy najrszy punkt osi walca.
V (z,¢) =mg(zsina + (R —r)sin¢ cosa)
taczac energg kinetyczny i potencjalla uzyskujemy funke Lagrange’a:

19



2 Y
L=T-v=""p4m R—+M $? - mg(zsina + (R —r)sing cosa)
10 5 2
2
a_l'_:7_m‘z’a_|_:m 2R +(R—|’)2 (I)
0z 5 0¢ 5
oL

. oL
— =—-mgsina,— = -mg(R —r) cosc¢ cosa
> g ) g(R —r) cosch

| rGwnania ruchu:

m ., .
?z+ mgsina =0

m( 2';2 +(R- r)z]QS +mg(R - r)cosp cosa =0

W rozwazanym przyktadzie rownania na wsp@dne odpowiadage obu stopniom swobody
sa hiezalegne. Mowimy o separacji zmiennych. W kierunku rovegdym do osi walca mamy
toczenie kulki po réwni pochytej a w kierunku prasadtym, toczenie kulki po vetrzu
okregu. Tej separacji mogliny oczekiwé i oba ruchy potraktowaniezalenie.

Mozliwo$é separacji ruchu pojawiaestawsze kiedy zaréwno energia kinetyczna jak i
potencjalna dadgsie przedstawd w postaci sumy sktadnikow, z ktérychzly zawiera tylko
jedma zmienn,.

Wydzielenie poduktadu z uktadu castek oddziatywujgcych.

Rozwamy teraz nagpujacy przyktad. Zatémy, ze uktad udaje gipodzielt nadwa
poduktady A i B. Wowczas funkcja Lagrange’a catefgtadu zawiera sugLagrangianow
obu poduktadéw, oraz potencjat oddziatywania pglny nimi, zaleény wytacznie od
wspotrzdnych uogolnionych obu podukiadéw:

L= LA (qA ’qA’t) + LB (qB 1q|31t) - U(qA ’qB)

Jezeli ustalimy rzeczywisty ruch podukiadu B, zagapdpowiednie trajektorie:

s =05 (1)

Wspohrzdne uogolnione podukiadu B przegthyé swobodnymi parametrami uktadu.

Lagrangian uktadu B ni@my potraktowé jako funkcg czasu i potraktowéja jako

pochodna zupelpo czasie jej catki nieoznaczonej

Lo =Lo() =< [ Lo (00t

Mozna p wtedy usun¢ z Lagrangianu.

Réwniez energia potencjalna staje sidwczas funke wspotradnych uogdlnionych
podukiadu A i czasu. Tak g otrzymujemy:

L= I-A (qA 'QA’t) - U(qA 'qB(t))

funkcje Lagrange’a uktadu A w polu zewtnznego potencjatu wywotanego oddziatywaniem
z poduktadem B.

Zilustrujmy to przyktadem.

Chcemy rozwizat problem wahadta matematycznego, ktérego punkteszenia wykonuje
pionowe drgania zadane fulcjd(t) =d, + Ccoswt .

20



Startupc z rowna Newtona z cat pewndcig bedziemy mieli watpliwosci jakie sity dziatag
na wahadto. Wyjemy formalizmu Lagrange’a i przedstawionego pa&jyricku z podziatem
uktadu na cgsci.

d |
: r d
|
! m

Rozwaamy uktad ztéony z punktowej masy m1 zawieszonej na
sprzynie o diugdci d, i wspotczynniku sgezystasci k. Masam,
moze wykonywa pionowe ruchy. Do maskn, podwieszone jest
wahadto matematyczne o digor i masiem, mogice poruszéasig w wyrdznionej
ptaszczynie pionowej. Znajgmy Lagrangian tego uktadu.

Uktad posiada 2 stopnie swobody: diégeprzyny d i kat odchylenia wahadta od piorgu.

Potazenie pierwszego ciata wyznacza dtégeprzyny d, potaenie drugiego rozktadamy na
dwie sktadowe pionowy i poziony X:

y=d+rcosp, y=d-rsindd

X =rsindg, X=rcospd

Wyrazamy energie kinetyczne obu ciat przezdkosci uogéinione odpowiadage stopniom
swobody:

M .o
T, =——d
17

T, :g((d—rsinq)q))z +12cod ¢¢2j :g(d2 _ 2dprsing+r292)
Podobnie energie potencjalne:

Uy = 5 (@-do)” - Mgd

U, =-Mg(d+rcosp)

Otrzymujemy:

L :T1+T2_U1_U2 =

Mo mo o 2.2\ K 12

= dc + > d° - 2ddrsindp+r-¢d 2(d dg) + Mgd + mg(d + rcosp)

Rozwaany uktad maemy podziekt na dwie czsci. Niech czsé A stanowi wahadto, a e&¢
B masa M na sgegynie. Ustalmy ruch egci B uktadu, zaktadag, ze masa m wykonuje
ustalone drgania dane funkcj

d(t) =dg + Ccoswt

Przy tym zatgeniu maemy odrzuat Lagrangian pierwszej ggtki oraz w pozostatej eci
zasgpi¢ zmienm niezaleng d funkcp czasud(t).

L = +%(d(t)2 — 2d(t)prsing+ r2¢2)+ mg(d(t) +rcosp) =

= +%(Czw2 sin® wt + 2Cwd sinwtr sind+ r2¢2)+ mg(d, + Ccoswt + r cosp)
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Mozemy dokoné dalszych zabiegéw na Lagrangianie poleggih na usuriciu wszystkich
sktadnikow dajcych se przedstawd w postaci pochodnej zupetnej po czasie. Pozomggge
rownowana posté:

L'= +g(2Cw¢sinwtrsin¢+ r2¢2)+ mgrcosd

Uktad posiada oczywétie tylko jeden stopieswobody odpowiadagy wspoétrzdnej.

Rownania ruchu w nieinercjalnych uktadach odniesienia.

Zasa@ najmniejszego dziatania i wynikaje z niej rownania Lagrange’a wprowadaiy
przed zdefiniowaniem pegia ukiadu inercjalnego. Formalizm Lagrange’a yesic stuszny
w dowolnych, réwnig nieinercjalnych uktadach odniesienia. Wystarczg¢Zonkcije
Lagrange’a a z niej mima otrzyma rownania ruchu. FunkgjLagrange’a na razie potrafimy
skonstruowatylko w uktadzie inercjalnym. W uktadzie nieinealtjym uzyskamysg
przechodzc z ukiadu inercjalnego. Zatny, ze w uktadzie inercjalnym ktéry oznaczymy
przezZ znajduje si czastka oddziatywujca z zewatrznym potencjatentJ(r) . Funkcja

Lagrange’a w tym uktadzie odniesienia ma péista
m_o =
=—Vvo=U(r
5 (F)

Oznaczmy przeZ' drugi uktad odniesienia poruszaey sk wzglegdem uktaduX z
predkascia V(t). Uktad ten kdzie réwnie inercjalny, jeeli predkosé V(t) bedzie stata w
czasie. Zatgenie zalenosci czasowej pgdkosci wzglednej uktadoéw prowadzi do uktadu
nieinercjalnego.

Jezeli w uktadzieX' czastka porusza eiz predkoicia V', to w uktadzieX posiada pgdkosé
v=v+V(t)

Wstawmy to wyraenie do funkcji Lagrange’a :

:g(v +V)f -u :gvz ¥ mv'\7(t)+g9(t)2 U

Zauwamy, ze trzeci sktadnik sumy stanowi pochadtupetrs pewnej funkcji i mae zostéa
z funkcji Lagrange’a usuély.
Sktadnik drugi przeksztatcimy korzysiajze zwazku:
o d{ . _, d -
mv'V(t)=—\mr'V(t)]-mr'—V(t
()= < (e e)-mr S0
Pierwsa czg$¢ tego wyraenia mana réwnie usuré z funkcji Lagrange’a. Pozostaje:
L :%\7'2 —miV(t)-U
Mozemy teraz uzyskarownania ruchu:
mr' +mV(t)+0U =0
lub
mr' = -mV(t)- OU
Zauwamy, ze w rOwnaniu ruchu pojawitaesproporcjonalna do masy gtki jednorodna sita
skierowana przeciwnie do kierunku przyspieszentadiknieinercjalnego. Memy g

nazwé sita bezwtadnéci. Wynik wydaje st dosé¢ oczywisty. Przejgdmy zatem do analizy
mniej oczywistego problemu. Rozaay teraz uktadx , ktdrego pocatek pokrywa sj z

pocatkiem uktaduZ’', lecz obracajy sk wzgledem niego z mdkoscia katowa Q (zalezna
od czasu). Wybierzmy osie z i z’ rownolegle dedkosci katowej Q i znajdzmy zwiazki
pomiedzy prdkaosciami w obu uktadach.
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Sktadowe wektora wodzego T w ptaszczynie X, y wyraamy przez odlegks r od
pocztkdéw uktadow i lat ¢ w uktadzieX :

X =rsind

y =rcoso

Jezeli w czasie dt cistki przebywad w uktadzieZ odcinek (dx,dy), to w uktadzie’
przelzda dodatkowe odcinki wynikage ze zwgkszenia lgta ¢ o Qdt.

dx' =dx+rsin(@ + Qdt) —rsin$ = dx + rQdtcosd = dx + yQdt

dy' =dy+rcos@ + Qdt) —rcosp = dx —rQdtsing = dx —xQdt

Po podzieleniu przez dt otrzymujemy: A
=7 +Q(y,—x,0)
Poniewa uktad wspotrzdnych wybralimy tak,zeby y rQdt
Q=(00Q)
zatem
0 0 Q
QxF=|x y z[=0Oxj-Qyi =Q(-y,x0).
i j ok >

Poprzednie wyrgenie mana zapisé jako:
F=f-QxF
Wstawmy ten wynik do odpowiedniego wyemia na funke Lagrange’a. Otrzymujemy:

L :%v’z + m\7’\7(t)+g\7(t)z ~-U :%(? —fzxf)z + m(? -Q x?)\7(t)— U zatem

L= 2 - mi <7 +g(fm)2 —mrv (t) - me(V (1) x @) - U

Jest to funkcja Lagrange’a dlagstki w uktadzie nieinercjalnym, porusgaym st wzgledem
pewnego uktadu inercjalnego zgkoscia liniowa V(t) i obracajcego st wzgledem niego z
predkascia katowa Q(t).

Napiszmy rownania ruchu dla tejastki.

Dla uproszczenia zapisu wprowadmijecie pochodnej kierunkowej, kioznacez jako
0

5 .
Bedzie oznaczawektor o sktadowych

999
ox oy 0z )
Dla pochodnej kierunkowej po wektorze wadym jest to po prostu operatar, a dla

pochodnej po radkosci odpowiednikld. .
W tym zapisie réwnania Lagrange’a mapst#:

EG_L —a_L =0

dtor of
Wykorzystajmy je do uzyskanej funkcji Lagrange’a.
oL T S

— =mr-mQxr

or

d aL

G0 o mf-—mOxT-mOxi
dt or
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g—I% =-mrxQ- m(ﬁ XF)XQ -mV(t)- m(\7(t)>< Q)— ou

Rownania ruchu przyjmajpostd:

mMF=mQxF+mQxT-mrxQ- m(ﬁ XF)XQ —m\7(t)—m(\7(t)><ﬁ)—DU co po
uporzdkowaniu daje:

mF = —0U —mV/ (t)+ mQx F +2mQ x ¥ - m(Qx ¥ )x & ~m(V (t) x Q)

Tak wigc oprocz sity wynikajcej z potencjatu U pojawiaegspodobnie jak poprzednio
jednorodna sita bezwtadém wynikajaca z przyspieszonego ruchu prostoliniowego ukfadu.
Dodatkowe wyraenia mag rowniez charakter sit bezwtaddoi wynikajacych z ruchu
obrotowego uktadu. Pierwsza z nich wynika ze znpigdkosci katowych, nasfpna ma
charakter sity Coriolisa, a druga sitysopddkowej. Zwr@&my uwag na kierunki i zwroty
kolejnych sktadnikéw sit bezwtadéaoi.

tatwo sprawdd, ze w przypadku ciata spoczyvaapgo w poruszagym sk ruchem
obrotowym uktadzie odniesienia Kierunek tej osttsity pokrywa s z promieniem
wodzcym czstki w uktadzie. Kierunek sity Coriolisa jest propadlty do osi obrotu uktadu
nieinercjalnego oraz wektoragolkosci.

Podsumowanie IlI.

» Zastosowalimy formalizm Lagrange’a do podwoéjnego wahadta matgoznego.

* Nastpnie do uzyskania rowaauchu bryty sztywnej.

» Nauczylémy sk jak sobie radZiz trajektory narzucon na jedm ze zmiennych przez
wydzielenia z ukfadu jego egci, zadania jego ruchu i potraktowania jej jakoaakt
zewrgtrznego.

* Na zakaczenie uzyskadmy réwnanie ruchu w nieinercjalnym ukfadzie odrees.
Zatozylismy ruch nieinercjalnego uktadu odniesienia z zaed czasu gdkoscia
liniowa oraz jego obrét ze zmieapredkoscia katowa.
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V.

Prawa zachowania, catki ruchu.

Sparéd wszystkich wielkéci fizycznych, ktére mezna obserwowaw uktadzie szczegolne
znaczenie majte wielkaci, ktore g state w czasie. MOowimy o ich zachowaniu. Vimgch
uktadach, czyli w zalsosci od charakteru potencjatéw (sit) zegtrznych mog byé
zachowane rine wielkaci. Wiedzc jakie prawa zachowania stuszmeasrozpatrywanym
uktadzie maemy wykorzysté je w celu utatwienia rozwrania problemu. Wielldzi
zachowane w czasie stunam rownie do klasyfikacji (okrélenia) stanu uktadu.
Zacznijmy od zupetnie ogoélnych rozia, ktore pozwad nam okréli¢ liczbe niezalenych
wielkosci fizycznych, dla ktérych mama sformutowé prawa zachowania. Wielko te
nazywamy catkami ruchu.

Uktad o f stopniach swobody jest podczas ruchuysyasy przez 2f wielkéci bedacych
funkcjami czasu - wspoterinych i pedkasci uogolnionych. Szukamy nie zmierjeych sg
w czasie funkcji tych wielki

f(dq,Gq) = const .

Zauwamy, ze trajektorie, czyli zalnosci czasowe wspotezinych uogolnionych wyliczamy
rozwiagzujac uktad f rowna ruchu. Poniewarownania ruchugréwnaniami r@aniczkowymi
drugiego redu, do rozwizan szczegolnych wprowadzamy 2f warunkéw pgkawych.
Rozwigzania musz zatem zawiea2f statych:

g =0 (tCp,yeee 1t )

o =Ua (Lt Cpyeenn. ,Cof )

Traktuppc powyzsze zwazki jako uktad rowna mazemy go rozwikté wzgledem statycha
uzyska& 2f wielkosci, ktore niewgtpliwie od czasu nie zatg, a stanowg funkcje
wspoétrzdnych i pedkosci uogolnionych.

Jedn z tych statych usuwamy ustajejchwilg pocatkowa, np.: cys = ty. Pozostaje 2f-1
wielkosci. Mozemy wigc sformutow@ ogolm reguk:

Dla uktadu zawieragrego f stopni swobody nina okréli¢ 2f-1 catek ruchu.

Calki ruchu jako wielkéci state w czasie nmima wykorzysté przy rozwazywaniu rowné
ruchu, mana réwnie postugiwa sie nimi do okrélania stanu ukfadu.

Niektére z nich majbardziej uniwersalny charakter. Szczegolne znaezeap catki ruchu
bezpdrednio zwiazane z wlasniziami czasu i przestrzeni — jednorodciq i izotropowacia.
Maja one szczegobinwlasndé - 3 addytywne. Ich warkg dla uktadu, ktéry mana podziek
na dwa nie oddziatywage podukiady jest suarich odpowiednich wartei dla poduktadow.

Energia.

Zacznijmy od catki ruchu zwranej z jednorodrigia czasu. Jeeli rozwazany ukiad jest
izolowany, z warunku jednorodém czasu wynikaze funkcja Lagrange’a nie zawiera jawne;j
zaleznosci czasoweyj:

%Ly

ot

Zatem jej zupetna pochodna po czasie wynikaeaytie z zalenosci czasowe;j
wspoétrzdnych i pedkosci uogolnionych:

d_foL, oL,

dt F\oa, * 0g, )
Korzystapc z rowna Lagrange’a przeksztatcanmydo:

A gy 4L 0L, sdfo A ds(a,
dt <\ “dtog, a9, ° T dtlag, ) dt5lag,
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Odejmujc od siebie obie strony réwnania uzyskujemy:

d( oL, j:O,
dt 0q,

skad wynika:
oL .
Z._qo( —L=E=cons(}
o 04,
Wielkos¢ E ma wymiar energii i jest catkuch dla kadego uktadu izolowanego. Poniewa

jej niezalenos¢ czasow uzyskalsmy przy zataeniu %—IE =0, wynik ten maemy

natychmiast uogolina ukfady znajdage sé w polu sit zewrtrznych niezalenych od
czasu. Takie uktady nazywamy zachowawczymi.

Poniewa uprzednio pokazainy, ze energia kinetyczna uktaduasrek jest form
kwadratovq predkosci uogolnionych mgemy zauwayé, ze:

an =34, 21 =T,
6qa a  0q,

czyll.

E=2T(q,9 - L.

Poniewa funkcja Lagrange’a jest #@ica energii kinetycznej i potencjalnej

L =T(a.4)-U(g),

otrzymujemy:

E=T(qg 9+ U9.

Catka ruchu E jest suprenergii kinetycznej i potencjalnej, stanowgwienergg catkowity
uktadu.

Ped.

Wydobadzmy teraz catki ruchu zwkane z jednorodrdoia przestrzeni. Rozpatrzmy
izolowany uktad kilku cgstek. Zat@my, ze nie wys¢puja w nim potencjaty zewgirzne. W
takim przypadku przestraanazemy traktowa jako jednoroda, co oznaczaze zaden punkt
W przestrzeni nie jest wyzaiony.

Rozpatrujemy nieskazenie mate przeswgie rownolegte catego uktaduadamy
niezmienniczéci funkcji Lagrange’a wzgldem takiego przesugtia. Jest ona wynikiem
jednorodnéci przestrzeni.

T - Ta+tE | Iy - fai+5i
L
L=y Le =y =0
ai Oai i a Ol
Poniewa €; sa dowolne, otrzymujemy warunek:
Z?al =

Korzystahc Zz rowna Lagrange’a otrzymujemy:
doL _d oL
0= —— =) —
Z 6r Z dtor, dt<or,
Wyrazenle, ktorego pochodnagsieruje stanowi nagbina catke ruchu:
P :Zél‘zcons(b.

ai

Poniewa we wspotrzdnych kartezjaskich

26



L :Z%fiz -U(r),
ai 2

dla nowej catki ruchu otrzymujemy:
P=ym,, lub P=Ymr,

Uzyskana catka ruchu stanowidocatkowity uktadu.
Z drugiej strony ten sam warunek
oL ouU
0= z_ = —z_ = z F
a Oraj aOlai 3 !
oznacza zerowaniegssumy sit w uktadzie (prawo akcji i reakciji).
Mozemy teraz zdefiniow@nowg wielkos¢, ktdrag nazywamy pdem odpowiadacym
okreslonej wspotrzdnej uktadu. We wspotezinych kartezjaskich
oL .

S =S —=Mr
Pi o i
(Uwaga. led pojedynczej cgstki nie jest catik ruchu. Catlg ruchu jest pd catkowity.)
Podobm wielkos¢ mazemy zdefiniowa we wspotrednych uogdlnionych:
_ oL

00
Nazywamy § pedem uogolnionym spezonym ze wspotrdna uogolnioa g -
Dla ukfadu castek we wspotrgdnych kartezjaskich gd uogolniony odpowiadagy
potozeniu castki pokrywa s¢ ze znanym z fizyki ogolnej wyzaniem
pj = mf;.
W przypadku wspotednych krzywoliniowych, pdy uogdlnione nie mugamie¢ nawet
wymiaru du, jednake zawszesliniowymi funkcjami pedkosci uogolnionych.
Podobnie mgemy zdefiniowa site uogolniory

Pa

_ oL
T

i napis& wynikajacy z rowna Lagrange’a zwgzek
Pa = Fy-

Moment pedu.

Znajdzmy teraz catk ruchu wynikagca z izotropowdci przestrzeni. W tym celu zapiszmy
wektory wodzace castek we wspohgdnych sferycznych i dokonajmy obrotu o jednakowy
dla wszystkich cgstek nieskaczenie maty kt d¢ . Przy takim obrocie bezwzgina wartéé¢

zmiany wektora wodgego dana jest wyraniem:

|3F| = rsin95¢

Poniewa ponadto kierunelr jest prostopadty d@d i T:
OFr =0 xT

a jego pochodna po czasie:
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5F =3P xF
Zattzmy, ze funkcja Lagrange’a nie zalew sposob jawny od czasu (uktad izolowany) i
zazadajmy jej niezmiennicZei przy obrociedd .

oL = Z(:—Lérai +:‘—L6f‘aij =0
al al al
Korzystamy z definicji pdu i jego czasowej
. pochodnej:
6¢ p. = a_L H. = EG_L = a_L
'ook T dtor o,
uzyskujemy:

Z (paiarai + paiarai) = O y

a po wstawieniu wytgen uzyskanych
nadd i or, otrzymujemy:
> (i (88 x Ta) i + Pai(36 x ) ) =0
al
lub w zapisie wektorowym:
> (Pa 86 x T2) + P (8§ x T9) = 0
a
Po zmianie kolejngci czynnikdw w iloczynie
mieszanym mzemy wycagna¢ przed nawiadf :

— - = — d — —
o @(raxpa"' Fax pgz&ﬁ E]d—tZI’aXpaZO
a a

Korzystaac z dowolndci 6 otrzymujemy:

d
— YTy xpP,y=0
dt% a*Pa
czyli uzyskalsmy catki ruchu
J=3T, x Py = const )
a

Jest to wektor catkowitego momentgdp uktadu. M@aemy go potraktow@jako sung
momentéw pdu castek tworzacych ukiad:

J=Y h gdzie [=TaxPa
a
Catkowity moment pdu jest zachowany w przypadku uktadu izolowanego.
Jest zachowany rownievtedy gdy w przestrzeni nie jest wyrdony zaden kierunek, a &t

na przyktad dla cgstki w polu sit centralnych, tzn. gdy potencjatezsi wytacznie od
odlegtaici od pocatku uktadu, a nie zaky od katdw.

Zmienne cykliczne a catki ruchu.
Wracapc do rOowna Lagrange’a mgemy zauway¢ inny sposob poszukiwania catek ruchu.
oL d oL _
00 aa%{ )
Jezeli funkcja Lagrange’a nie zatg od pewnej wspotkgnej uogolnionej np. g,
wspohrzdng taky nazywamy zmierpcykliczrg. Zauwamy, ze woéwczas:
oL _ 0= doL _d

aq, dtog, dt P
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co oznaczaze ped uogodlniony sprgzony ze zmieng cykliczrg jest catlg ruchu. Zilustrujmy
te mazliwosé poszukiwania catek ruchu prostym przyktadem. Napiswe wspotrgdnych
sferycznych funke Lagrange’a dla estki w polu sit centralnych:

:%(rz +¢%r?sin’ 9 +32r2)— u(r)

Zauwamy, ze funkcja ta nie zaiy od kata¢ . Zatem¢ jest zmienn cykliczng. Catlg ruchu
powinien by ped sprzzony do tej zmiennej.
oL 2 2
=—=mér-sin“ 39
Po =3 o b
Latwo sprawd4, ze ped ten stanowi poznarnuz catke ruchu, mianowicie “zetog/
skladovwg momentu pdu.

J:FXﬁ

Rownania kanoniczne Hamiltona.

W poznanym przez nas formalizmie Lagrange’a uktadhmaniczny opisywany byt przy
uzyciu wspotrzdnych i pedkasci uogolnionych. W pewnych zastosowaniach, wyggdai
opis& uktad przy pomocy innych wielkoi fizycznych. W mechanice kwantowej nie operuje
sig pojeciem prdkosci czastki, gdy ona jest naog6t nieoldiena, ale pdem magcym

znacznie lepsginterpretags fizyczng. Przejamy wiec do formalizmu, w ktérym ukiad
zostanie opisany przyzyciu wspoétrzdnych i pdow uogdélnionych. Nosi on nazw
formalizmu Hamiltona.

Rézniczke funkcji Lagrange’a

oL oL
dL:Z( dgy +——dg j
[of aqq . aqa °
korzystajc z definicji gdu uogdlnionego oraz z rowfndagrange’a
_ oL
ST
o _doL _odL
© dtogy dqq

maozemy przeksztatéido postaci:
dL=3(Poddy + R dgy) =X (R dg+ B dg+ @ dp- ' &=
a a

=dY. Py g +2 (1 Ay — G dig)
a (o

Cco mana zapiséjako:
dY. (Pg ta = L) = -3 by dey — 'y digy)
[of

[of
Lewsy strorg potraktujmy jako réniczke zupetra nowej funkcji, ktég nazwiemy funkegj
Hamiltona:

H= (P00 —L):Z(aaq—an “L)=E

Zauwamy, ze funkcja Hamiltona odpowiada zdefiniowanej popraecnergii catkowitej
uktadu.
Rd&zniczka zupetna funkcji Hamiltona dana jest wigaiem

dH = Y (g dpy — Ty dgy)
o
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Mozemy zauway¢ bardzo istota w tym momencie wiasrié funkcji Hamiltona. Zgodnie z
definicja rozniczki zupetnej, réniczki po prawej stronie okékaja niezalene argumenty
funkcji. Sg nimi wspoétrzdne i gdy uogolnione. Funkcja Hamiltona jest funkcj
wspohrzdnych i gdow (pametamy, ze funkcja Lagrange’a byta funkcyspotrzdnych i
predkaosci). Poniewa

oH oH
dH = Z(adpa +qua]

porOéwnujc to wyraenie z poprzednim uzyskujemy réwnania:

OH _ q oraz oH _ -p

dpy . daq :

Nosz one nazw rowna Hamiltona. Jest to uktad 2f rowfadzniczkowych pierwszego
rzedu. Zauwamy, ze jezeli rownania Hamiltonagsspetnione, wowczas:

d_H— a_Hq +a_Hp +6_H— (_pq +qp)+a_H—a_H

dt 4<*\dq, ° op, °) ot 5 " | SR i

W przypadku braku jawnej zaieosci hamiltonianu od czasu otrzymujemy prawo
zachowania energii.

Podsumujmy uzyskany wynik.

Funkcja Hamiltona odpowiada wyteniu na energicatkowity bedaca suny energii
kinetycznej i potencjalnej:

H=T+U,

w ktérym zalenos¢ od pedkoici zostata zagpiona zalenoscia od pddow:
H=H(q,, P, 1)

Roéwnania Hamiltona:

oH _ oH |
— =(q oraz =Py

dpy ddq
podobnie jak réwnania Lagrange’a prowadp rowna ruchu.

Nawiasy Poissona.

W formalizmie hamiltonowskim wiellzi fizyczne wyraamy funkcjami potgen i
sprzzonych z nimi gdéw uogoélnionych. Dotyczy to zarowno hamiltoniarkreslajacego
energe catkowity ukiadu jak i1 innych wielkéci fizycznych. Rozwamy pewr wielkosé
fizyczng, ktorej zalenos¢ od wspotrzdnych, gdow i czasu dana jest pewvfunkcia f(g,p,t) .
Zupetrg pochodi czasow tej funkciji

% :ﬂ+2(a_fqa +a_quj

t ot <\dq, op,

mozemy przeksztatéikorzystagc z rowna Hamiltona:

oH =q oraz oH _ -p
dpy ° daq :
do postaci:

=== ] =(f,H) +ﬂ

dt ot <‘\oq, dp, 09, 0p, ot

Wystepuje tutaj wyraenie zbudowane z pochodnychastkowych po pdzie i potaeniu
wyjsciowej funkcji f, oraz hamiltonianu. Wyzanie to nosi nazggnawiasu Poissona funkcji f
i funkcji H. Poniewa nawias Poissona wielka fizycznej f i hamiltonianu okéa jej
zupetry pochodr czasow maze by pomocny w poszukiwaniu catek ruchuzdiefunkcja f

df _ of +Z( of OH _oH of
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nie zaley jawnie od czasu, co oznacza zerowarggegipochodnej cgstkowej, to warunkiem
by byta catlg ruchu jest znikanie jej nawiasu Poissona z hamaiwem:

(H,f)=0.

Nawiasy Poissona mna zdefiniowa dla dowolnej pary wielkgi fizycznych zapisanych w
formalizmie Hamiltona (zatemebacym funkcjami potaen i pedéw). Dowolnej parze A(q,p)
i B(g,p) przyporadkujemy funkcg noszaca nazwe nawiaséw Poissona, zdefiniovggjako:

(A,B):Z”:(GA 9B 0B aAj

a=1 aqa apa aq(x apa
W dalszym cigu wyktadu nie bdziemy wykorzystywé& nawiaséw Poissona, przejdziemy
bowiem do innych zagadrigjednake musimy im péwigci¢ nieco uwagi ze wzgtu na ich
role w przegciu od mechaniki klasycznej do kwantowej. Na czyma polega dowiemy siw
przysztym semestrze, dzisiaj ograniczymy @0 poznania kilku ich wtasgoi, do ktorych
odwotamy s¢ w przysztym semestrze podczas wyktadu mechanikinkawe;.
1. (A,B) =-(B,A),
2. (AA)=0
3.(A+B,C)=(A,C)+(B,C),
4. (AB,C)=A(B,C) +(A,C)B,
5.((A,B),C)+((C,A),B) +((B,C),A) =0,
6. (A,W)=0, WA B)=W A B) dla stalej (niezalmej od potaen i peddéw) W:

7.(9i,9;)=0, (R.R)=0, (q.p)=g

0A
8.(A,q;)= _6_
P;
0A
9.(A,p))= a_
d;

10. (j, .jy) =i,

Pierwsza wiasrig (antysymetria) jest widoczna na pierwszy rzut ddez wykonywania
zadnych rachunkéw:

(A,B)=-(B,A)
Z niej z kolei wynika bezpwednio:
(AA)=0.

Ze wzgkdu na liniowd¢ nawiasOw Poissona wzglem obu wielkéci fizycznych réwnie
bez trudu uzyskujemy ich rozdziekéovzgledem sumowania:
(A+B,C)=(A,C)+(B,C).
Wiasna¢ rozdzielndci dla iloczynu wielkéci fizycznych musimy policzg;
(AB, C):Z(O(AB) dC _oC 6(AB)] _
0q, dp, 0q, 0p,

a=1
Z(BaA o0C ,, 0B 0C _,0C 0A _, oC aBj:
aq, dp, dq, 9p, 0, Op,  9q, 9P,
Z(B 0A 0C _,0C GAJJ’Z(A 0B 9C _, oC aBj _
a=1 aqa apa aqor apor a=1 aqa apa aqor apa
=A(B,C)+B(A,C)

Podobnie liczymy wiasri 5. Wihasné¢ 6 wynika bezpfrednio z definicji nawiasow
Poissona:

a=1

s 1
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(A,W)=0, WAB)=WA B),
a wtasngci 7-9 réwnie sprawdzamy w pargti.

Podsumowanie V.

Wprowadzilmy pogcie catki ruchu jako wielkgei fizycznej niezmiennej w czasie. Z
0golnych rozwaan wynika, ze uktad o f stopniach swobody womie& 2f-1 niezalenych
catek ruchu.

Kilka najwazniejszych catek ruchu wynika z podstawowych widsnprzestrzeni i czasu.
Dzigki jednorodnéci czasu cafik ruchu jest energia, di jednorodndci przestrzeni gd
catkowity a catlg ruchu wynikagca z izotropowdci przestrzeni jest catkowity moment
pedu.

Nastpnie wprowadzikmy pogcie zmiennej cyklicznej i pokazéy, ze ped uogodlniony
sprzzony do zmiennej cyklicznej jest rowaieatka ruchu.

Korzystapgc z wprowadzonej uprzednio definicggu uogolnionego przesgmy do
nowego formalizmu, w ktérym jako zmienne niezale traktowanessnie wspotrzdne |
predkosci ale wspotrgdne i gdy. Nosi on nazeformalizmu Hamiltona.

W formalizmie tym rao¢ funkcji Lagrange’a przejmuje funkcja Hamiltona, jata sens
energii catkowitej uktadu wyeanej poprzez pofenia i gdy. Réwnania ruchu
generowanessprzez tzw. rownania kanoniczne Hamiltona. Dlaopsi swobody
stanowj one uktad 2f rownarozniczkowych pierwszego ¢du wzgkdem czasu
(réwnania Lagrange’a stanowita uktad f rouirdrugiego radu).

W formalizmie Hamiltona definiujemy tzw. NawiasyiBsona, ktére w mechanice
klasycznej § pomocne przy poszukiwaniu catek ruchu a napgszym ich
zastosowaniem jest prieje od mechaniki klasycznej do kwantowe).

Podsumowanie mechaniki klasyczne;.

1. Mechanik teoretyczn zbudowalémy postulugc na wsgpie zasag najmniejszego
dziatania:

Dla kazdego uktadu mechanicznego ina znale¢ funkcje wspotrzdnych i pedkosci
uogolnionych oraz czasu L{q ,q ) thka, ze funkcjonat:

Ja.a]=faun.q,)
t

przyjmuje najmniejsg wartc¢ dla ruchu rzeczywistego, iy (t) = g4 (1) . Funkcja L nosi
nazwe funkcji Lagrange’a, a funkcjonat S nazywamy daigdan.

2. W ogoIndci funkcja Lagrange’a jest #dica energii kinetycznej i potencjalnej:
L(7,7,t) =T(F) -U(F)

3. Znajc funkcg Lagrange’a mzemy uzyska réwnania ruchu wykorzystag rownania
Lagrange’a Il rodzaju:

A _da _

A, daA,

4. Wprowadzilimy pogcie catki ruchu. Meemy znaléé¢ 2f-1 niezalénych catek ruchu.
Niektére z nich zwdgzane § z podstawowymi wiasréciami przestrzeni i czasug,P,J.

Ponadto catkami ruchw $edy kanonicznie spezone do zmiennych cyklicznych oraz
wielkosci fizyczne, ktérych nawias Poissona z hamiltonnaranika.
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5. Przy pomocy funkcji Lagrange’a memy zdefiniowd pedy uogolnione:
_ oL

3

Pa

6. Traktujc jako zmienne niezatae wspotrezdne uogolnione igdy uogélinione mazemy
przegé¢ do alternatywnego formalizmu Hamiltona, w ktéryavnania ruchu uzyskujemy z
rownar Hamiltona

G_H =q oraz oH __,

dpqy * ddq Pa

gdzie funkcja Hamiltona stanowi wyrenie na energicatkowity uktadu wyraong jako
funkcje potazen i pedow.

H(0,, P, )= T+ U

7. W formalizmie Hamiltona kalej parze wielkéci fizycznych mana przypisé nawias

Poissona:
~( 0A 0B 0B 0A

wo-3on
a=1 aqa apa aqa apu

posiadajcy caty szereg ciekawych wiasiea Tych ostatnich przypomidanie kede,

poniewa omowilismy je przed chwi.

33



(2) Mechanika relatywistyczna

V.

Zasadawzglednosci Einsteina

Mechanika klasyczna opisuje poprawnie szereg ziafiigcznych i pod koniec XIX w
wydawato s, ze przy jej pomocy mma zinterpretowawszystkie zjawiska wyspujace w
przyrodzie. Jednale w miag udoskonalania metod pomiarowych i rozszerzaniaukigdw

bada& eksperymentalnych zaobserwowano zjawiska, ktonyebhanika klasyczna nie byta w

stanie poprawnie opiéaPierwszym faktem dwiadczalnym wykraczagym poza obszar
stosowalnéci mechaniki klasycznej a przez to zaprzegaajej poprawnéci byt
eksperyment Michelsona i Morleya, ktorzy (w 188dokazali,ze predkosé swiatta nie zaley
od prdkosci uktadu odniesienia w ktérym dokonujemy pomiaru.

A

V
—>
) 4

Tymczasem zgodnie z mechanlidasyczn, jezeli uktad porusza giz predkaoscia V wzdiuz
diugcéci I, to czas potrzebny na jej pokonanie pragatio bytby:

= 4= (c+v+c-v)= 2cl

Yc-v c+v c2-v2 c?-v?’
Natomiast jeeli uktad obrocimy, tak by uktad poruszag prostopadle do |, potrzebny jest
czas:

2l . L
t, =—. Zauwamy, ze >t co nie jest zgodne z wynikiem eksperymentu.
c

Statas¢ predkosci swiatta w uktadach poruszgjych s¢ wzgledem siebie jest sprzeczna z
wynikiem transformacji Galileusza, ktorej prawdzié&stanowi jedno z podstawowych
zalazen mechaniki klasycznej (pagtamy,ze korzystaBmy z niej konstruyjc pierwsza
funkcje Lagrange’a). Bidna jest zatem cata teoria klasyczna.

Problem polega na zaeniu nieskéczonej szybkéci rozchodzenia gioddziatywa.
Zatozenie to jest lddne. Okazuje simianowicie,ze istnieje maksymalna gutkosé
przesytania informacji, zatmaksymalgn predkoscia rozchodzi s swiatto i dlatego nazwano
ja predkaoscia swiatta. Naturalnie problemy pojawiggie dopiero przy bardzo dych
predkaosciach castek tworacych uktad, dla ktérych pdkosé rozchodzenia gioddziatywa
jest nie do zaniedbania.

Teoria uwzgtdniajgca nowy fakt eksperymentalny zostata sformutowarl®@br. przez
Einsteina. Bazuje ona na dwoch podstawowychzealiach, ktore nogz nazve zasad
wzgledndéci Einsteina.

» Wszystkie zjawiska fizyczne przebieg@dnakowo we wszystkich inercjalnych uktadach

odniesienia.
* Maksymalna pgdkosé rozchodzenia gioddziatywania (informacji) jest w kdym
inercjalnym ukladzie odniesienia jednakowa i wynos2.998*18 m/s.
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Teoria bazujca na tej zasadzie nosi nazmechaniki relatywistycznej. W granicznym
przypadku matych gdkaosci przechodzi ona w mechagiklasyczm.

O ile pierwsza zasada nie odbieg&drgod postulowanej w mechanice klasycznej, o tyle
zasada druga powoduje o#lane konsekwencje. Przede wszystkim zmusza do nexyigz
bezwzgédnasci czasu. Wyobrany sobie dwa uktady odniesienia porugzejs¢ wzgledem
siebie z pews predkoscia. Niech uktad primowany porusza svzgledem nieprimowanego z
predkoscia V w kierunku osi x.

Z punktu A zwazanego z uktadem “primowanym” wystane zagtjgnaty w kierunku
rownoodlegtych punktéw B i C zezanych z tym samym uktadem. Sygnaly obserwowane z
tegw uktadu osigna oba punkty jednoczaie. Jednake, jezeli sygnaly leda obserwowany z
ukfadu “nie primowanego”, przy zateniuze rowniez w tym uktadzie poruszajsie w obu

' N

y
kierunkach z jednakowymi gakosciami, wowczas punkt B zostanie ggnicty wczeniej niz
punkt C, poniewaw czasie zaytym przez sygnat punkt B przemieszczawikierunku
przeciwnym do kierunku biegu sygnatu, a punkt C admie.

Zjawisko (wystanie sygnaléwietinego z A i jego dotarcie do punktéw B i C thadzi w
realnej przestrzeni. Uktady odniesieniazgljedynie do opisu zjawiska. Tak ¢ti pogcie
rownoczesngci a zatem rowniekolejncci zdarzé stracito bezwzgldny sens i stalo si
zalezne od uktadu odniesienia. Oznacza to rownie czas jako parametr numeyey
kolejnadé¢ zdarzé musi zalee¢ od uktadu odniesienia.

Niezaleznos¢ predkosci §wiatta od pedkosci uktadu odniesienia burzy paje
rownoczesnsi.

Nowa teoria bazgfa na zasadzie wzglnaici Einsteina jest mniej intuicyjna od mechaniki
klasycznej, gdi bezpdrednio na co dzieobserwowane zjawiska, do ktorych jesty
przyzwyczajeni niegrelatywistyczne i przyzwyczasiny sk do bezwzgldnaéci czasu.
Wyniki rozwazan relatywitycznych g czesto tak bardzo “nieoczywisteZe naley teori
bardzoscisle sformutowa i starannie prowad&irachunki,zeby unikm¢ btedu. Wynikom
rachunkow, nawet tym zaskakaym mazna zaufd, ale pod warunkienre mamy pewnsg
iz zostaly poprawnie przeprowadzone.

Konstruowanie nowej teorii zaczniemy od dodkeaia pewnych nowych pgj, ktérymi
bedziemy s¢ postugiwé.

Zdarzenie okrda¢ bedziemy przez podanie miejsca w tréjwymiarowej ptizesni i czasu.
Zbidr wszystkich maliwych zdarzé wyznacza czasoprzestfze

Przedziat czasoprzestrzenny.

Rozpatrzmy dwa inercjalne uktady odniesienia U ,i 2dikladagc geometr takq sam jak na
poprzednim rysunku. Rozuvmany dwa zdarzenia. Pierwsze polega na wystaniu sygna
punktu (%,y1,21) w chwili t;, drugie na odbiorze sygnatu w punkcig, Y% z,) w chwili t.
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(XuYnzut) NN UV U NN (X2,Y22,1)

Sygnat rozchodzi giz predkoscia ¢, zatem

)=l ) o) 1

u

(Xa-X2)“+(Y2Y1)*+(z2-21)*-C*(t2-t1) =0

Poniewa predkos¢ swiatta ¢ jest jednakowa w dowolnym inercjalnym wkdee odniesienia,
te same dwa zdarzenia obserwowane w uktadzie ' avepzek:

(X 2% 1)*+ (Y 27y 1) +(Z' 22’ ) *-C(t' -t 1) *=0

Zdefiniowary powyzej wielkos¢, ktora s¢ zeruje dla tych dwoch zdarreiezalenie od
uktadu odniesienia nazywamy przedzialem czasopeaasitym. Podobnie interwat
(przedziat) czasoprzestrzenny xemy zdefiniowé dla dwoch zdarzedowolnej natury:
S12 =C(to-tr)? -(X-X1) - (Y2y1)*(22-22)°

Jezeli oba zdarzeniaamieskaiczenie bliskie w przestrzeni i czasie interwat
czasoprzestrzenny zapisujemy w postachziai pomedzy razniczkami:

ds’= Cd-dx?-dy?-dZ

W wyniku przygtej definicji wiemy,ze jezeli w jednym inercjalnym ukfadzie odniesienia
przedziat czasoprzestrzenny dszeruje, to ds’ w kadym innym inercjalnym uktadzie
odniesienia rowniesi¢ zeruje.

Bazupc na jednorodriei i izotropowdci przestrzeni oraz jednoroddm czasu mana
zalazy¢, ze wielkasé ifinitezymalnego interwatu czasoprzestrzennegbjgmakowa we
wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia:

ds=ds’

a std wynika réwndé¢ przedziatow skiczonych

S=s’.

Wiasnda¢ ta nie wynika z definicji przedziatu czasoprzesinzego i stanowi zatenie teorii
prowadacej do wybranego sposobu opisu zjawisk.

Zatozenie to lgdzie niesprzeczne z zasadami wdglcsci Einsteina, a jednocgeie pozwoli
na wyprowadzenie zwkkOw pomedzy wspotrzdnymi i czasem w mych inercjalnych
uktadach odniesienia.

Transformacja Lorentza.

Bazupc na poczynionych zateniach sprobujmy przyjresie zaleznosci parametrow
opisupcych zdarzenie ( pofenie i czas) w rinych inercjalnych uktadach odniesienia.
Rozwamy ponownie dwa uktady inercjalne U i U’. Ustawneytpk by ich odpowiednie osie
byty rownolegte do siebie, & i X’ rownolegte do kierunku ich wzajemnejdkaosci. Niech
pocatek uktadu U’ porusza siw ukitadzie U z pgdkoscia V. Chwile pocatkowe dla czasow
w obu uktadach wybierzmy tak, by odpowiadaty zdaizev ktorym potaenia pocatkdéw
obu uktaddéw s pokrywap (wtedy zdarzenie okéijace pocatki ukladow w chwili
poczatkowe] maj te same parametry (0,0,0,0) w obu uktadaclzelienajdziemy reguty
przegcia pomedzy tymi uktadami, bda one wystarczage do opisu prz&gia pomegdzy
dowolnymi uktadami, poniewawybor kierunkow osi i chwil poegkowych jest zawsze
dowolny.

W mechanice klasycznej przeje pomedzy r&znymi inercjalnymi ukladami odniesienia
opisywata transformacja Galileuszazdew uktadzie U pewnemu zdarzeniu odpowiadaj
wspotrzdne Xx,y,z,t to w uktadzie U’

t'=t

X=x"+Vt

y'=y
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z’=z

W mechanice relatywistycznej transformacja nieedkemplikuje ze wzgidu na brak

bezwzgédndsci czasu (t' nie jest rébwne t).

Okazuje s na szcgsécie,ze do wyprowadzenia zazkow pomedzy wspotrzdnymi

zdarzenia w rénych inercjalnych ukiadach odniesienia catkowicigstarcza wykorzystanie

wiasndci niezmienniczéci przedziatu czasoprzestrzennego (dlatego wproivéaiy to
pojecie i sprawdzikmy zwigzek pome¢dzy jego niezmienniccia i statGcia predkosci
swiatta w r&nych inercjalnych uktadach odniesienia).

S=ct?-x-y?-7°

okresla przedziat czasoprzestrzenny peday zdarzeniem (t,x,y,z), a zdarzeniem

okreslajacym pocatek uktadu (0,0,0,0). Poniewaktady U i U’ wybralsmy tak, by ich

pocatki sie pokrywaty, odpowiedni przedziat w uktadzie U’ dgjegt wyraeniem

§2=ct 2%’ 2_y, 2 2

Zadanie réwnéci s i s’ powinno danam reguty transformacyjne. Pozornie nie jestrusie,

ale utatwimy sobie sprayyjezeli zamiast czasu wprowadzimy ng@mienry:

T=ict

wowczas w uktadzie U

-2 :r2+x2+y2+22

i ono ma by rowne

_SIZ = .[12 + XIZ + y12 + ZIZ

Zauwamy, ze -§ oznacza kwadrat diugoi wektora wodacego w przestrzeni

czterowymiarowej1,x,y,z). Wiemy,ze dtugdci wektorow wodzacych punktow nie

zmieniap Si¢ przy obrotach uktadu odniesienia, zatem picdiajpomedzy uktadami
inercjalnymi g obrotami w czterowymiarowej przestrzenix(y,z).

Chcemy opisatransformag pomidzy wybranymi przez nas uktadami U i U’. Poniewa

zatazylismy, ze oba uktady poruszagie wzgledem siebie w kierunku x (x’). Zatem

wspétrzdne y i z nie ulegajzmianie:

y'=y

z’=z

Oznacza to obrot w ptaszaaye (1,X), co znacznie utatwia dalsze rozaaia.

- Jezeli dokonujemy obrotu odt ¢,
mozemy wynik transformacji napigav
postaci:

T =xsind +tcosh

X' =xcosp —tsind

tatwo sprawdd, ze 1° +x* =12 +x'?
Naturalnie lgt obrotu zalee¢ maze

N wytacznie od pgdkosci wzglednej uktadu

1 R V. Zeby go wyznaczyznajgmy

potfazenie pocatku uktadu U w uktadzie

_______ U.

; : Potazenie pocatku ukladu U ma w nim

T X" : : wspohrzdm

: ! : x=0

¢ : Zwiazki transformacyjne dajiego

potozenie w uktadzie U’ :
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T =1cosh
X'=-1sind

T na razie jest dowolne (warunki powinnyékgpetnione dla dowolnej chwili), ale remy je
wyeliminowa dziekc réwnania stronami
ll:_rsmq) - _ig¢

T TCcOosh

Poniewa pocatek uktadu U poruszagwv uktadzie U’ z pgdkoscia -V czyli mazemy
napisé zwiazek

X'=-Vt’
lub
Xy
t
lub
X_xX v
T ict" c
Poréwnujc oba zwazki otrzymujemy
tgf =i~
C
Mozemy teraz znal€ sinus i cosinusdta ¢
Ny
sinp=—9¢ - _ ¢
J1+tg? ¢ \/ V&
-
c
CO&b:\/ - 2 - - 2
1+t \%
e J(l—z)
c
Po wstawieniu uzyskujemy naptijace zwizki:
.V .
-i— T-i—X
T'_X C2 T 1 2 = CZ
N
c c c
\% .
1 i— X+i—T1
X' =x + C_- ¢

a po podstawienia =ict :
\%
t_TX
t'=—-C
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y'=y

z’=z

Zauwamy, ze w przypadku granicznym V>>c wzory te przechpde wzory transformacji
Galileusza mechaniki klasycznej. Stanowi to natuealvarunek ich poprawsoi.

Dla skrocenia zapisu stosuje gwykle umowne podstawienia:

\%
B=
c

1

y:
J1-p?2

wtedy transformacja ma posta
. X
t=y(t-p—)
c

X" =y(x —Bct)

Transformacja ta pozwala znatezwiazki pomigdzy wspotrzdnymi i czasem w dowolnych
inercjalnych ukfadach odniesienia. k&my natychmiast zauvwgé, ze niemaliwa jest
transformacja do uktadéw porusgaych sé z predkoscia wieksz od pedkosci $wiatta

>1 < urojong

gdyz wielkosci fizyczne okrélajace potaenie | czas mugzby¢ rzeczywiste.

Uwaga! W przedstawionym rachunku zgsli §Smy t przezt =ict w celu uzyskania petnej
analogii z obrotem w przestrzeni trojwymiarowej. ia tego nie roléi zachowé zmienr
czasovy. Wtedy we wzorach transformacji obrotu w ptaszoiy (x,t) naley zaspié
funkcje trygonometryczne hiperbolicznymi.

Transformacja odwrotna.
tatwo mazna sprawdd, ze transformacja odwrotna odpowiada obrotowabk ¢ i dana
jest zwgzkami:
I V I
t'+— X
t=—C
V2
3
_ X'+t
= N

CZ

1

X

1

y=y

z=7

Mozna p takze uzyska rozwiktujac transformag prost wzgledem zmiennych
“primowanych”.

Konsekwengj transformacji Lorentzagsiespotykane w przypadku klasycznym efekty.
Przyjrzyjmy se najciekawszym.

39



Kontrakcja dtugosci i dylatacja czasu.

Zalézmy, ze w ukladzie U spoczywadgiro dtugaci I. W wybranej chwili t jednakowej (w
uktadzie U) dla obu zdaraelokonujemy pomiaru poken jego kacow X, i Xo. Jego diugéd
bedaca wynikiem tych pomiaréw wyno&ix,-X;.

X2

X2

W uktadzie U’, poruszagym sk wzgledem U z pedkoscia V dokonujemy podobnego
pomiaru wyznaczag potazenia x1 i X' w chwili t' jednakowej dla obu zdarzev uktadzie
U’. Zmierzona dtugéc jest rowna I'=x>-x’1. Zauwamy jednakze to co byto jednoczesne w
uktadzie U’ nie byto jednoczesne w ukitadzie U. @darzenia 1 i 2 (scharakteryzowane
przez potaenie i czas) nie mogty kytozsame w obu uktadach odniesienia.
Skoncentrujmy gina pomiarze diugai preta w uktadzie U’. Zdarzeniom 1 i 2 odpowiada
ten sam czag'tt,’=t’. Oczywiscie jezeli t';=t', to t # tp, bo

1 X
t, = \{tl + B_Clj
XI
t, =y t, +p—=
: {2 Bcj

a X1 nie jest réwne % (zaktadamy niezeroawdtugas¢ preta). Zbadajmy skutki tego faktu.
Potazenia kaicow peta w uktadzie U’ wyraamy przez wspotedine zdarzenia w uktadzie U:
X5 = Y(X, —Bcty)

Xy = y(x, —Bcty)

Diugosé preta w uktadzie U’

I"=X; =%, = V(Xz — X —BC(t2 - tl))

Poniewa chwile t i t; nie % w uktadzie U tasame, wyraamy je ponownie przez parametry
zdarzeé w uktadzie U’:

- "opXe ' _pX
I"= V(Xz Xl BCV(tz +I3? tl B?Jj
Teraz korzystamy z jednoczegnbpomiarow w uktadzie U’ i uzyskujemy :
"=y - Byl
Przeksztatcamy to rownanie wydobyaa@g niego I':

(L+B7y ) =i

B* ) _
(1+1_szl =vi

1 ., _
1—[32|_yI

vl =y
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2
r=ti= 1-Yo 1<
y c

diugasé preta jest najwgksza w ukitadzie, w ktdérym spoczywa. Nazywamy gadkin

wiasnym pegta (ciata). Diugéé ciata zmierzona w kalym innym uktadzie odniesienia jest
mniejsza.

Jezeli zmianie ulega diuge odcinka w przestrzeni, zastanowmy jsik zachowuije si

dtugasé odcinka czasu. Niech teraz w patkas uktadu U spoczywa zegar. Porownujemy jego
wskazania ze wskazaniami zegarow porugzajo s¢ wzgledem niego uktadu U’. Poniewa
jego wspétredna przestrzenna w uktadzie U jest réwna zero (x=0)

b t
t'=yvt= vE
s
odcinek czasu mierzony w porusgajm sk uktadzie jest dizszy. Najkrotszy odcinek czasu

pokazug zegary w uktadzie w ktérym spoczywajlen czas nazywamy czasem wiasnym
uktadu.

1

Podsumowanie V.

» Eksperymentalny fakt statejqatkosci swiatta w inercjalnych uktadach odniesienia zmusit
nas do rewizji catej mechaniki klasycznej i pgoifp dyskusji catkiem od nowa.
Stracilsmy uniwersalne pegie jednoczesrigi. Czas uzaleilismy od uktadu
odniesienia.

» Podstaw nowej teorii jest zasada weghdasci Einsteina, w ktorej c=const jest
dodatkowym zateniem.

« Wprowadzilémy pogcie przedziatu czasoprzestrzennejc= ¢ t* — X°.

e Zerowanie s s w jednym uktadzie inercjalnym implikuje zerowaskg w drugim
s=0=s=0.

o Zatozylismy niezmiennicz& infinitezymalnych przedziatldw czasoprzestrzennych
ds= ds.

» Uogdlnilismy ja na przedzialy skiczones=s .

* Zniezmienniczéci s uzyskalimy transformagj Lorentza (szczegGh.

, X
t'=y(t-p-)
C
X" =y(x —Bct)
y'=y
z2'=z
gdzie:
1 V
y= - ’B:_
V C
2
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VI.
Transformacja pre¢dkosci.

z

A

Yy ; >
/ X —V>

y’
Zalézmy, ze w uktadzie U’ (poruszagym sk wzgledem U z pgdkascia (V,0,0)) ciato
posiada pdkos¢ V' =(x',Y,2') = (OIX dy &

U.
Klasycznie otrzymalib§my naturalniev = v’ + V . W przypadku relatywistycznym musimy
wykona rachunek. Dla kierunku x:
_dx
ot
dx = y(dx' +\Vvdt")

v

) Znajdzmy jego pedkosé wzgledem uktadu

dt = y(dt’ +%dx')

dzielimy stronami i przeksztatcamy

dx LY
_ y(ax +th) _X'+V
B dt v dx’ L X
dt’ +—dx 1+
v ) c’ dt’ c2
Dla kierunkéw prostopad+ych dv'
dy’'
g=d - dy' - GRS A A
dt v va VX ¢
dt’ + dx 1+— 1+
v ) ¢? dt’ c?
oraz
ZI V2
7= _ 1-—
1+ VX c?

Wyniki s istotnie r@ne niz w przypadku klasycznym. Jedrigkw granicy V<<c, przechogz
w klasyczny odpowiednik.
Przeanalizujmy doktadniej ztenie pedkosci w kierunku x.

v +V

A%

+ CZ
Pokamy, ze jezeli sktadane mdkaosci V i v’ <c, wowczas réwniz v <c.
W tym celu zréniczkujmy v wzgédem v’
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, \Y; \YAVARRVAVARRVE V32
w_ 1 WV W o
dv' vV N2 N2 N2
N
C C C

Poniewa V?<c? uzyskane wyrzenie musi by dodatnie, v jest rogea funkcja v'.
Zatem v o0siga najwegksz wartasé dla maksymalnego v'czyli dla v’=c (foton w ukiadzy’),
a wtedy
c+V _.
Ve
1+
Czyli maksymalna mdkosé¢ (predkos¢ fotonu) w uktadzie U jest rowniedwna c. Tak wéc

transformacja Lorentza jest spdjna z zal®e na wsépie zasaal wzglednadsci Einsteina.

Relatywistyczna catka dziatania.

Przejdmy teraz do znalezienia rowiauchu w mechanice relatywistycznej. Pagiay si
zasad najmniejszego dziatania i skorzystamy z formalizragrange’a podobnie jak w
mechanice klasycznej. Okimy dziatanie dla cgstki swobodnej. Dziatanie powinno &y
niezalene od wyboru inercjalnego uktadu odniesienia. Po&mg juz pewry wielkosé
posiadajca te wlasna¢. Jest nim przedziat czasoprzestrzenny. Z niezngeosti interwatu
czasoprzestrzennego przy piz&ch pomgdzy inercjalnymi uktadami odniesienia
korzystalsmy przy wyprowadzaniu wzorow na transfornggoprentza. Teraz ta wielké
fizyczna postay nam do konstrukcji catki dziatania. Przyjmijmieskaiczenie maty
przedziat czasoprzestrzenny jako elementarne diugatd/owczas catka interwatu

A

>

Z: t

czasoprzestrzennego wykonana po Ewilata (czyli zbiorze kolejnych zdanze od pewnego
zdarzenia poatkowego 4 do zdarzenia kecowego £ stanowi dziatanie (z doktadéma do
pewnej multiplikatywnej statej a, kipdobierzemy pniej):

Z, Z,
S=-ads=-a[c’dt* ~dx* ~dy’ - dz’

Z Z
Znak minus przed cadkwybrano po to by przy dodatniej stalej a dziatgrosiadato
minimum dla ruchu rzeczywistego. Celfgo linii $wiata mana przeksztatéiw catke po
czasie
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dt* dt* dt* dt?

ty 2
/ \Y;
=-ac|./1-—dt

i zapis& podobnie jak poprzednio jako catk funkcji Lagrange’a

2 2 2 t,
S= aj'\/czdi d<’ _dy_dz dt=-af ¢’ -x* -y’ - 2*dt =
141 ty

S:TLdt

gdzie

2
\Y
L =-a 1_?

Z warunku przeéjcia do granicy klasycznej przy v<<c wyznaczamyaséat
dlac »

1v? av?
L =-acl T ;) =—ac+ e
Odrzucagc stah -ac jako zupelppochodia czasowy funkcji -act, dostajemy klasyczn
funkcje Lagrange’a jeeli przyjmiemy a=rgc (my oznacza klasycarmas; czastki,
wprowadzamy indeks O w celu odréenia od tzw. masy relatywistycznej, ktéra zostani
zdefiniowana p#niej, ale dla niej rezerwujemy litegkn bez indeksu). Teraz:

Z,
S= —mocj ds,
V4

a funkcja Lagrange’a

2 S2
\Y X

L = —m002 1_—2 = _m0C2 1_—2
V Cc V Cc

Ped i energia castki swobodnej.
Korzystapc z funkcji Lagrange’a memy znaleé¢ ped castki:

-
" aq,
ktérego sktadowe we wspoddnych kartezjaskich s nastpujace:
Xi
-5 |
Pi :a_.L = —m002 C. =M%t - myW;
0X; X2 v?
\/1_02 \/1_02
P =ymgV
Znajdujemy réwnie energe:
E= Z Pala —L
Vi _mg v +m,Cc°
ﬁ + moc 1- ﬁ f
czyli:
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m,c’ 5

E= =ym,C

-V
c
W granicy klasyczney =1 dla ggdu dostajemy wyrgenie klasyczne, ale energia przechodzi

W
» . MyV?
E=my " +

Wyrazenie to odpowiada klasycznej energii kinetycznegpunitej o stah, réwng moc?.
Wartci¢ t¢ nazywamy energispoczynkow czastki.

Wyrazenie na pd relatywistyczny zapisujemy €zto w postaci bardziej przypomineg]
klasyczm, wprowadzajc zalena od pedkosci czastki mag relatywistyczia

m=m(v) = ym, = —

%

e
mo bedziemy dalej nazywamag spoczynkow, a m masg relatywistyczm. Dla zerowej
predkaosci czastki masa relatywistyczna jest naturalnie rownacgpokowej.
Korzystapc z wprowadzonej masy relatywistycznej wygnia na pd i energe przepisujemy
w postaci:
p=mv
E=mc
Sens wprowadzenie masy relatywistycznej jest niggluszy nz samo uproszczenie wyieh
na energj i ped. Masa wysipujaca jako wspotczynnik w rownaniach Newtona nosi razw
.masy bezwtadnej” ze wzgtlu na jej ra¢ w rownaniach. Masa wygiuje réwnie w
wyrazeniu na sg grawitacji. Tamta nosi nazw,masy cezkiej”. Okazuje s, ze obie masyas
ze soly tozsame i w przypadku relatywistycznym ichgspetnia wianie ,masa
relatywistyczna”.

Relatywistyczna zasada zachowania energii.

W zwiazku z niezerow energa spoczynkow czastki, prawo zachowania energii catkowitej
zaczyna mié nieco inm, niz klasyczne wymow Jezeli opisywany uktad o energii E i masie
spoczynkowej mjest uktadem zvazanym, ztagonym z kilku oddziatywujcych pomegdzy
soly czastek, wowczas na eneggiatego uktadu sktadapie energie spoczynkowe gtek

N
— 2
€0 =D, My,C
1

ich energie kinetyczne

N
€ = z Ex
n=1
oraz energie oddziatywania pagdky nimi
N
g =>U,
i,j=1
Catkowita energia spoczynkowa uktadu
E,=m,’ =g, +¢€, +€
w zaleznosci od energii kinetycznej i energii oddziatyivenaze by zaréwno weksza jak i
mniejsza od sumy energii spoczynkowych sktadnikiekeli jest wiksza, ukiad nie jest
stabilny i mae sk rozpaé wydzielapc energs rOwna roznicy energii spoczynkowej catego
uktadu i sumy energii spoczynkowych sktadnikowzeliemasa spoczynkowa uktadu
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Zwiazanego jest mniejsza od sumy mas spoczynkowychlrukidw, wéwczas ukiad
Zwigzany jest stabilny a energia jest wydzielana pegpjsyntezie.

Relatywistyczna funkcja Hamiltona.
Jezeli w wyrazeniu na energizasgpimy predkaosci pgdami uzyskamy relatywistycarfunkcje
Hamiltona. Wyramy wiec predkos¢ przez gd.

2,2
o, _ MV
p-= =2
\Y
1-=
C
=2
e v)ew
m,"c
=2 =2
=2 p _ P
Veld+— 2)— 5
m,’c>” m,
=2
p
2 =22
\72 - mO - p C
(1+ p’Z ) m02C2+—p>2
m,’ ¢

Mozemy teraz skorzystaz wyrazenia na energizasgpujac predkosci pedami. Otrzymujemy
2 2 2
E= m,C _ — mo(i2 — m02C _ - mozcz + r)z
| ST
c m,c®+p® | myc? +p?

Czyli funkcja Hamiltona ma posia
H =cm,’c? +p*

Transformacja energii i pgdu, czterowektory.

ZastanOwmy siteraz jak zmieniajsie obie wprowadzone wielkkai fizyczne (energia iqd)
przy zmianie uktadu odniesienia. Przypomnijmy sdtaesformagj Lorentza dla
wspétrzdnych zdarzenia:

t=y(t-p%)
c
X" =y(x —Bct)
gdzie
1 V

B:_

V_T! c
ara

Zauwamy, ze przy zmianie uktadu odniesienia przestrzennezasowa t wspotina
zdarzenia mieszapie ze soh. Mnozac t przez pgdkosé swiatta ujednolicamy wymiary obu
wielkosci i mozemy utworzy obiekt, ktory nazywamy czterowektorem padaia i czasu:
(ct, x,y, 2).

Przy transformacji Lorentza wspa&éine tego wektora w uktadzie U’ wyramy przez jego
wspohrzdne w U.
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Zauwamy, ze roOwnie ped i energia castki zaleza od ukladu odniesienia, w ktorym s
opisywane (zresgztw mechanice klasycznej rowtj)e Pomedzy energi i skladowymi gdu

w roznych inercjalnych uktadach odniesieniazna znale¢ zwiazki podobne do zvazkow
pomiedzy wspotrzdnymi i czasem. Postarajmysinale¢ te zwhzki.

Niech castka porusza giw uktadzie odniesienia U z¢atkoscia v. Czas w uktadzie U
wyrazmy przez jej czas wtasny, czyli czas w uktadzieugaagcym sk wzgledem u z
predkoscia Vv:

dt =ydt

Zauwamy, ze czas wiasny @ztki jest niezaleny od uktadu w ktorym cstke opisujemy.
Predkosé w uktadzie U maemy wyrazé przy pomocy réniczki potazenia i czasu wtasnego:

Wstawmy to do wyrzenia na pd czstki w uktadzie U
dx
dt
- : : dt
W wyrazeniu na energizasgpujemyy przeza

E = m,yc® = m,c? %
Poniewa ani masa spoczynkowa ani czas wtasny niezgad wyboru inercjalnego uktadu
odniesienia, natomiast od jego wyboru zaldx i dt, mazemy wykorzysté zwiazki
transformacji Lorentza porgzy (cdt, dx, dy, dz) dla jego odpowiednika (E¢.py, p,) przy
przegciu pomedzy inercjalnymi uktadami odniesienia. Poniewa

cadt’' = y(cdt—pdx)

dx' = y(dx —Bcdt)

p=myWw=m,

dy’ =dy
dz' =dz
Uzyskujemy zwazki pomigdzy odpowiednimi skladowymigolu i energi:

. dt’ dt Bdx E BPBp

E'=m,c®— =m,C’y(— -——-) =m,c’y(— - —2) =y(E-Bc

o g = MG ™ ) =MW ™ ) =VE-Bep)
' dx’ dx dt B
=m,— =myy(——-pc—) = -—E

P = Mo~ = MoVl - ~Be ) = V(P E)
Oba powysze zwazki przepisujemy tak by upodolgrjie do zwazkow pomedzy
wspotrzdnymi

E' E
—=Y(=-Bp,)

Cc c

, E
px = y(px - B_)
C
py’ = py

pz’ = pz

Zauwamy, ze przy zmianie inercjalnego uktadu odniesieniadib¥ee gdu i energia
mieszag Sig nawzajem. Cztery wielléoi: trzy sktadowe gdu i energia transformaisie
podobnie jak trzy wspétezine przestrzenne i czas. Stargwiec wektor w
czterowymiarowej przestrzeni tzw. czterowek®oznal§my wigc dwa czterowektory (cdt
,dx,dy,dz) i (E/c,ppy.p,). Predkosé swiatta przy dt i E ujednolica wymiar wspoddnych
wektora. Uzyskane powgj zwiazki nie g jedynymi zwiazkami pomedzy wielkasciami
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fizycznymi zachodzcymi przy transformacji Lorentza. Mpa je zresztznaleé przy
pomocy ogolnych geometrycznych rozaé, ktérym warto péwieci¢ odrobirg czasu.

Podsumowanie VI.

Znalezlismy transformagy predkosci, pokazakmy jej zgodné¢ z zasad Einsteina.
PrzeszBmy do rekonstrukcji catej teorii (mechaniki relaigtycznej) bazujc na zasadzie
najmniejszego dziatania. Jako elementarne dziajamigelismy elementarny przedziat
czasoprzestrzenngS=-m, cds

Uzyskalgmy relatywistyczg funkcjg Lagrange’a dla estki swobodnej

2
— 2 v
L =-myC 1/1—?.

Znalezlismy relatywistyczne wyrgenia na najwaniejsze catki ruchu: qul i energg
p=mv, E=mc*, m=ym,.

Okreslili $my relatywistycza funkcje HamiltonaH = c,/m,’c? +p? .
Pokazakmy, ze przy zmianie inercjalnego uktadu odniesienia wzpdne gdu i energia

mieszag Si¢ nawzajem i transformaljsic analogicznie do transformaciji sktadowych
potozenia i czasu.

Dwie czworki wielkdci (cdt,dx,dy,dz) i (E/c.ppy.p,) wykazupce analogiczne reguty
transformacyjne nazwalny czterowektorami.
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VII.

Geometria czasoprzestrzeni, elementy rachunku tensorowego.

Wyprowadzona dotychczas transformacja Lorentzacdgty przejcia pomedzy dwoma
uktadami odniesienia ktorych osig@powiednio rownolegte isox wybrana w kierunku ich
wzglednej prdkasci.

W czasoprzestrzeni stanowi ona obrét wokot ositppdtej do ptaszczyzny (x,t). Nazywa
Sig ja czasem szczegd@rransformag Lorentza:

cdt’ = y(cdt—pdx)

dx' = y(dx —cdt)

dy' =dy

dz' =dz

Transformagj pomigdzy uktadami dowolnie usytuowanymi wedem siebie mina ztary¢ z
transformacji obrotu w przestrzeni tréjwymiarowsgczegolnej transformacji Lorentza i
kolejnego obrotu tréjwymiarowego do poprzednieg@j@mnego usytuowania. W ogélnym
przypadku zwizki pomigdzy wspotrzdnymi punktow w obu uktadach odniesiena s

bardziej skomplikowane, jednak zawsze nowe wspotane g liniowymi kombinacjami
starych wspétregdnych:

3
X'V = C'uxH
u=0
Zauwamy, ze wspotczynniki rozwirgcia maemy zapis&w postaci pochodnych
odpowiednich wspétednych primowanych po nieprimowanych:
ox'" .,
X
ox*
Transformagj mazemy zatem zapigaw postaci:
3, 9x"
= 0x"
Sumowanie przebiega po czterech sktadowych w crassipzeni. Do oki&ania sumy po
czterech sktadowycheldziemy w dalszym ggu wzywaé wskaznikow greckich
przyjmujcych wartdci od 0 do 3, fadiskie (od 1 do 3) pozostawimy do oflenia
sktadowych wektora w przestrzeni tréjwymiarowegypmijmy ponadto nagpujaca
kolejnas¢ sktadowych(x") = (ct,x,y,z) czas stanowi zeraysktadow czterowektora
potozenia.
W przypadku szczegolnej transformaciji Lorentza wespaniki transformaciji tworz
nastpujaca macierz:

Cvp =

X" = X"

y -y 00

v ox"’ - 00
(C'w) = i oy

0x 0 0O 10

0 0 01

Z transformagj wspotrzdnych przy zmianie uktadu odniesieniaaid Sie $cisle wlasndci
obiektow geometrycznych, ktére nazywamy tensor&mone niezwykle giyteczne w
rachunkach relatywistycznych, dlatego warto je w@dzi i wykorzyst&.

Skalarem (tensorem Oegdu) nazywamy obiekt geometryczny opisywany peliczbg
niezmienniczy wzgldem transformacji uktadu wspoddnych. Skalarem w czasoprzestrzeni
jest wgc masa spoczynkowa, czas wiasny, interwat czassipreany, nie jest natomiast
czas, energia, nig skladowe pdu.
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Wektorem kontrawariantnym (tensorem gdu) w n wymiarowej przestrzeni nazywamy
obiekt geometryczny opisywany przy pomocy n liczénsformugcy sk zgodnie z
transformacj wspoétrzdnych. Tak wec wektorem w czasoprzestrzeni jest oczpia
czterowektor potgenia i czasu, jest nim rowriezterowektor energii iguu

(") =[E,px ,py,pzj
C

(za P przyjelismy E/c). Jak ji si¢ przekonamy spetnia on regaitransformacyja taka
samy jak czterowektor potgenia i czasu:

3 3 v
pr =) Clupt =) ZX“ p*

u=0 u=0 X
Wiele wielkdsci fizycznych ma charakter wektorowy w przestrzedjwymiarowej. Jeeli
uda s¢ dopasowé czwart, (zerowy) wspohrzdng i skompletowa czterowektor, woéwczas
mamy rozwazany problem transformaciji takiej wiell@ fizycznej przy zmianie uktadu
odniesienia.
Jednalke nie zawsze gito udaje. Nie wszystkie wielkoi fizyczne daje si przedstawd jako
skalary lub sktadowe czterowektora. Na przyktaditeek punktowy w uktadzie wtasnym
generuje wydcznie pole elektrostatyczne, w ukladzie vezgigim ktérego giporusza generuje
réwniez pole magnetyczne. W rezultacie sktadowe pola slekhego i magnetycznego
mieszag Sie nawzajem przy transformacji Lorentza (wkrotegstym przekonamy):
E., =V(E, -BcB,)
Trzy sktadowe pola elektrycznego i trzy magnetyggneie mog stanowé¢ wspotrzdnych
czterowektora. Dlatego musimy poatrsic jeszcze o jeden krok dalej i zdefiniotmansory
wyzszych redow (ledace w sensie wiasioi transformacyjnych uogolnieniem wektorow).
Tensorem kontrawariantnym 2-gieggada nazwiemy obiekt geometryczny opisywany przy
pomocy A liczb, ktérych sktadowe transformaugie odpowiednio zgodnie z transformacj
wspotrzdnych:
Z ox'" ox"
v oxMoox ™

Wskazniki i v przebiegaj w czasoprzestrzeni cztery wadood 0 do 3, zatem n=4 a
n’=16, zatem tensor drugiegadu posiada 16 wspokdnych.
Liczbe niezalenych wspotrzdnych tensora mima ogranicz§ narzucajc na jego
wspohrzdne warunek symetrii lub antysymetrii. Wiasoide % zachowywane przy
transformacji Lorentza. Tensor symetryczny speivaaunek:
TW = TW™
2

2
. : - + : ,
[ p03|adan 5 Nin=" 5 N-10 niezalenych wspotregdnych, a tensor antysymetryczny,

HiVy

TW =

spetniajcy warunek:
TW = —TW™

2 —
(dzieki ktoremu sktadowe diagonalne; gierup) posiadan—zn =6 niezalenych

skladowych. Podobnie definiujemy tensory kontraamtme wyszych rzddow.

Tensory kowariantne.

W rachunkach wana role spetnia maliwos¢ tworzenia wielkéci skalarnych z wielkgi
wektorowych (niezmienniki wzgtlem transformacji, np. interwat czasoprzestrzenny
konstruujemy z wektora patenia w czasoprzestrzeni). Dla utatwienia zapisuowgdzimy
pojecie drugiego rodzaju tensoréw, mianowicie tensokOéwariantnych. $to podobnie jak
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poprzednio obiekty geometryczne, ale transfoaceise zgodnie z transformacpdwrotry
do transformacji uktadu wspogdnych
cdt=y(cdt' +pdx’)

dx =y(dx' +Bcdt)

dy =dy’
dz=dz
Macierz takiej transformacji jest:
y vy 00
ox*) |Yy8 y 0O
(ax'“j_ 0 0 1 0f
0O 0 01

Dla odr&nienia od tensoréw kontrawariantnych waki&i sktadowych tensora
kowariantnego umkeimy u dotu. Zatem kowariantny wektor transformsige

L= oxM

pv - ; ax,v pp '

a kowariantny tensor ¢du drugiego:
,_ — OxMoox™

Tuv - Z

— v,
= axrp axrv HaVa

Wielkoéci fizyczne mog byé zapisywane przy pomocy obu typow tensorow.
Przy pomocy wektorow kontra i kowariantnegozma utworzy skalar:

e o OxX™M o oxt ox'™ ox™ |,
Z“]q "D, —HZ 50 5P —Z(Z“] o ax'“jq p.,
Zauwamy, ze

Ox™ ox™ _ox™ _ :{1 gdyv =v,
—ox'" ax' ox' 7 (0gdyvzv,
zatem

>.q'p, =) 8¢a’p, = .d'p,
M u

Wy

jest jednakowe w dowolnym inercjalnym uktadzie @dnenia. Stanowi zatem skalar.

Tensor metryczny.
Poznajmy przyktad tensora drugiegedua. Napiszmy ogdolne wy#anie na kwadrat

odlegtaci dwdch punktdow w przestrzeni odlegtych o wek@bx“). Wyraza sk on formy
kwadratow:
ds’ =) g, dx"dx"

Hv

Zauwamy, ze przy zmianie uktadu odniesienia (obrotach w cetgmiarowe;j
czasoprzestrzeni):

ds’ => g, dx"dx" = dx'fdx'" =
uv

Z g ox* ox"
uv
wiw, - OX'Mox'™

— 2 1 ATt Y
=d&? =) g, dx" dx"™
uv

wspotczynnikig,, map okreslona reguk transformacii:
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— ox" ox’

Oy, = %gw EYT Y

Poniewa transformug si¢ zgodnie z transformacpdwrotra do transformaciji
wspotrzdnych, g, stanowi tensor kowariantny, nosi on ngzwowariantnego tensora
metrycznego.
W trojwymiarowej przestrzeni (euklidesowej), w keprds® = dx? + dy? + dz?,
tensor metryczny; =g, . Natomiast w czasoprzestrzeni (pseudoeuklidegowej

ds® = c?dt® —dx® —dy? —dz°
tensor metryczny ma posta

1 0 0 O

(g ): 0O -1 0 O
w 0O 0 -1 0
0O 0 0 -1

Korzystapc z macierzy okrdajacej wspotczynniki szczegoélnej transformacji Lorentz
mozna sprawdzi jego postaw innych inercjalnych uktadach odniesienia:
g: — Zax“l ox" g

Hv axrp axrv M1V

HaVy
Do wyliczenia wspotczynnikow tensora w nowych wspgédnych wykorzystamy zapis
macierzowy pilnujc kolejnagci sumowania po wierszach i kolumnach:

y Y8 0 0y1 0 0 O)y v 00

\ ox ax" Y8 vy 00j0 -1 0 Oy y 0O

(g““):(ax'“)(g“")(ax'“)T:0 0 10(0 0 -1 0|0 O 10

0O 0 0100 0 0o -1J0 0 0 1

y ¥ 00y y8 0 0) (y-yp yB-yp 00

(Y8 vy 00|-y8 -y 0 O _|yB-yB> yB2-y* 0 Of_

/o o010/ 0 O -1 0] 0 0 10|

O 0010 0 0 -1 0 0 01
1.0 0 O
o -1 0 o0
o 0 -1 0
00 0 -1

Tak wiec jego sktadowe nie ulegarmianie przy przégiu do innego inercjalnego uktadu

odniesienia.
Tensor metryczny pozwala na zangaensora kontrawariantnego na kowariantny:

h, = Zgw p”, ktory oznaczamy taksama literg h, = p,, poniewa odpowiada tej same;

wielkosci fizyczne.
Przykifad: (dxV ) = (ct,dx,dy,dz)
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1 0 0 O)\ecdt cdt

0 -1 0 O fdx| |-dx
0O 0 -1 O |dy —-dy
0 0 0 -1)dz -dz

zatem(dx, ) = (ct,—dx,~dy,~dz)
Kontrawariantna wersja czterowektora energgdyp

p" = (E,pX P, ,P,) ma kowariantny odpowiednig, = (E,—px,—py,—pz).
C C

Podobnie mgemy zdefiniowd kontrawariantny tensor metryczny

ds’ = > g™dx,dx, = c’dt?
Hv

ds? = g*dx, dx, = c2dt? - (~dx)? - (~dy)? - (-d2)?
uv

Zauwamy, ze tensor metryczny kowariantny ma takie same skadm tensor metryczny

kontrawariantny

g% =9, -

Jest to ogolna wiasébtzw. ptaskiej czasoprzestrzeni. W przypadku czemasrzeni
zakrzywionej, ktég postuguje i ogolna teoria wzghindsci wlasnd¢ ta nie zachodzi.
Przy pomocy tensora metrycznegozamy zamieni@tensory kontrawariantne w
kowariantne i odwrotnie. Oznacza to afamie lub podnoszenie wskakow tensora. W
tensorach wiszych rzdow (juz dla drugiego) mizemy podniéé czes¢ wskaznikow.
Otrzymany obiekt nosi nazwensora mieszanego:

THV = Z gW’THV'

Tensorowe wiasnéci operatorow rézniczkowych.
Zauwamy, ze operatory réniczkowania po zmiennych przestrzennychgidjreslone

reguty transformacyjne przy zmianie uktadu odniesieMap wigc wtasndci tensorowe.

Operator raniczkowania po kontrawariantnej zmiennej przestnegn
0 _«ox' 0

ox'* _Zvlax'“ ox"

jest wektorem (tensorem pierwszegedu) kowariantnym i oznaczamy goesto jako
0

ox* "
Podobnie operator zdiczkowania po sktadowych wektora kowariantnegowfesndgci
wektora kontrawariantnego
i =o" ,

ox,,
a operator réniczkowy drugiego stopnia utworzony z operatoréaniézkowania po
skladowych kontra i kowariantnych

W19 9* 9* 0

200" % G or "o oy o7

H Y z
jest niezmienniczy wzgtlem transformacji Lorentza.
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Podsumowanie VII.

Wprowadzilémy pogcie tensora jako obiektu geometrycznego o @&rej regule
transformacji.

Jezeli wiemy jakie wiasngci transformacyjne ma wielké fizyczna (jest tensorem)
mozemy znajc jej sktadowe tensorowe w jednym uktadzie pi&ejp innego uktadu
inercjalnego.

Poznal§my:

tensory kontrawariantne zdych rzdow: s, V", T* (skalar, wektor, tensor drugiego
rzedu), transformujce s¢ zgodnie z transformagvspotrzdnych

tensory kowariantne : &/, . T, transformujce sg zgodnie z transformagpdwrotry do
transformacji wspohdnych.

Potrafimy zamieniatensory kontrawariantne na kowariantne przy poniengora
metrycznego:

VE=>"g"V,, V,=> g,V"

Kombinupc tensory mgemy tworzy tensory innych r@ow, a w szczegolisoi skalary:
s=> a', =) ab"=>g,ab" => g"ab,
p p v pv
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VIII.

(3) Elektrodynamika

Teoria Maxwella powstata kilkadziegsiat przed sformutowaniem szczegdlnej teorii
wzgledndsci (1854-1867). Jednak zwihzek obu teorii jest takcisty, ze aby to pokaza
skonstruujemy elektrodynamikv odwrdconej historycznie kolejsai, startugc z teorii
relatywistycznej przejdziemy do sformutowania peslgiwych praw elektrodynamiki.
Postizymy sk konsekwentnie zasatajmniejszego dziatania. Pracawadziemy w
czasoprzestrzeni, grariklasyczm uzyskamy przez przajie z pedkoscia swiatta do
nieskaiczondgci.

Poniewa bedziemy stosow@zapis tensorowy, korzystnie jest wprowadabnwencg
sumowania Einsteina, w ktorej powtaegaj sk wskanik tensorowy na rinych poziomach
oznhacza wykonanie po nim sumowania. Np.

a,b" - > a,b" =s
" -2 g T" =V

0T >0, T :Z%TW =V
H TR

Czastka w zewrgtrznym polu elektrycznym i magnetycznym, czteropotencjat pola
elektromagnetycznego.

Rozpatrzmy problem @stki relatywistycznej poruszgjej se w zewrgtrznym polu
elektromagnetycznym.

Dziatanie castki swobodnej zostato wprowadzone poprzednio, czyray go jako:

Z,
S, =-ms.C j ds

v4)
Do dziatania cgstki swobodnej musimy dodavyraz opisujcy oddziatywanie z polem
elektromagnetycznym. Wprowadzamy tzw. czteropotdmgla elektromagnetycznego,
bedacy wektorem w czasoprzestrzeni.

A" = (¢,cA) (wektor kontrawariantny)

Jego kowariantny odpowiednik ma sktadowe

A, =(¢,—cA)

Pierwsza sktadowa nosi nazw skalarnego, druga wektorowego potencjatu pola

elektromagnetycznego (wyglljace w nazwie p@gcia skalarny i wektorowy pochoglz
elektrodynamiki klasycznej i nie naleich myli¢ z wkasndciami transformacyjnymi w
czasoprzestrzeni). Zaktadanzg, czteropotencjat zawiera informagj polach elektrycznym i
magnetycznym, na razie nie precyzujemy w jaki sposo

Dziatanie reprezentgge oddziatywanie @gtki z polem powinno zate liniowo od pola.
Najprostszym skalarem liniowym w A jest:

A dx" (w wyrazeniu tym tyto konwencji sumowania).

Przyjmijmy wigec dodatkowe dziatanie w postaci

ZZ
-_8 b
S, = Ci[Audx

Wspotczynnik i jego znak madoy¢ dowolne dopoki nie dookékemy A.
Petne dziatanie
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Z, Z, Z, R

S=S,+S,; = —mocjds—g jAudx“ = j(— m,cds—epdt + eAd?)
z Cs Z

mozemy podobnie jak poprzednio zamiena catlke po czasie

S:T[ m.C 1/1— ec|>+eAv]dt

Mamy wigc funkcg Lagrange’a

2
L——mc,/l—C —ep +eAV

Traktuac poled i A jako zewrtrzne maemy wyliczyé ped uktadu:

p=lo MV LA =preh.
ov V2
e

Wystepujace w powyszym wyraeniu r@niczkowanie po wektorzeglziemy rozumié jako
wektor o sktadowychduacych pochodnymi po odpowiednich sktadowych.
;oL
P=—
ov'
Oznaczony diy literg P ped ukladu castka + pole, jest sugroznaczonego malitera p pedu
czastki (bez pola) i potencjatu wektorowego pormaoiwego przez tadunek g=tki.

Majac ped mazemy znalé¢ energe

E=PT-L= V/r)+eAv+mc1/1——+e¢

mc

-F+mcp+e¢ F+e¢

a po zasipieniu pedkosci pedami:
pZCZ
V=
myC” +p
otrzymujemy funkgj Hamiltona dla castki w polu:

H = cy/m 2 + 7 +eb = c\/m (ﬁ—eﬁ\)z+e¢

Interpretacja czteropotencjatu.
Korzystapc z rowna Lagrange’a uzyskajmy réwnania ruchu:
doL _odL

dtov or
od =) -
—a(p+ eA)— —ell$ +el(A V)
Ostatni wyraz przeksztatcamy korzyatay tazsamdci (bez dowodu):
Olam)= (am)b+ (bm)a+bxOxa+ax0xb
Przyjmujemya=A , b=V, zatem:
0(A )= (Am+ (VM)A +vxOxA +AxOxv
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Wyrazy pierwszy i czwarty zawieggpochodne sktadowych gatkosci liczone po zmiennych
przestrzennych. Poniewaredkosci sa wielkosciami niezalenymi wyrazy te zeruj sig.
Otrzymujemy:

; (p+eA)=—e¢ + eV M)A +evx O x A

Poniewa zupe’rna pochodna czasowa wektdrana posté:
dt 6t 0x; at 6t

%p"'ea—"'e(V[[D)A ‘—eD¢+e(V[[]])A+evxDxA
uzyskujemy:

Ep——qu) ea—A+e\/xDxA

dt ot

Dotychczas nie okgdli Smy jeszcze znaczenia czteropotencjatuzenay to teraz zrobj
zadajc by wyraenie po prawej stronie byto zrnam eksperymentu aifLorentza .

P rexB
at

Poréwnujc ze soh oba wyraenia uzyskujemy interpretgojvprowadzonych potencjatéw
elektromagnetycznych:

~ oA
E=-1¢ ———
o ot
oraz
B=0xA

Zwiazki te g znane z elektrodynamiki klasycznej, w ktofejdefiniuje sé jako wektorowy,
a ¢ jako skalarny potencjat pola elektromagnetycznétryskalsmy wiec interpretag
skladowych zapostulowanego na gpsé relatywistycznego czterowektora opigggo pole
elektromagnetyczne. Interpretacja ta pozwala uzigadori relatywistyczig ze znan
wczesniej teorh nierelatywistycza.

Niezmiennicza&¢é cechowania potencjatéw elektromagnetycznych.
Czteropotencjat jest w elektrodynamice jedynie kogtia pomocnicz (nie jest bezpgoednio
mierzalny), jednake jest cgsto wykorzystywany w rachunkach. Dlatego wartévpecic
troche uwagi jego whasniciom.
Okazuje st, ze potencjaty pola elektromagnetycznego nielge&lone jednoznacznie przez
pola elektryczne i magnetyczne. kémny se o tym przekon&definiujac nowy
czteropotencjat riny od poprzedniego o czterowektor stargmyi“czterogradient” pewnej
dowolnej funkcji okrélonej w czasoprzestrzeni.
A=A, - p +na,

ox"
W calce dziatania pojawiagszmiana:

__e]
As_—Ej AA dX*,

CO po podstawieniu daje:
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Rdézniczka zupetna dgki warunkom brzegowym daje po scatkowaniu zerowyadldo

wariacji dziatania. ROwnania ruchu (pola elektryezmagnetyczne) liczone z nowym
potencjatem nie powinny ulec zmianie. k@ to sprawdziodejmugc skltadowe cztero-
dywergencji

i:auf :(}ﬂ’DfJ

ox*" c ot
do sktadowych czteropotencjatu:
_, lof -
b=0 c ot Au =(¢,-Ac)
A=A+inf - CA = —cA - [f
c
Wstawiajc uzyskane wyrgenia do wzorow na wektory pola otrzymujemy:
E= -[@_G_A =-0¢ +Emi_a_A_E£Df =-0¢ _O0A _ E
ot c ot odt cot ot

oraz
B:DXA:DXA—EDXDf =0OxA=B
C

Niejednoznaczni wyboru potencjatow nosi nazwiezmienniczéci cechowania i mee by
wykorzystana do wyboru potencjatéw utatwgiaych rachunek. Przyktadowo w przypadku
gdy ¢ nie zaley od czasu (problem statyczny) ama zaadac aby potencjat skalarny byt
rowny zero:

of _

§=0="-=cp - f=cth

wtedy do potencjatu wektorowego musimy dé)geadient%f , Zatem:

1

>

:A+EDct¢:A+tD¢

a wektory pola

= O0A_ O0A 0 oA =

E=-—=-——-—0(¢)=———-Up =E
ot ot ot (19) ot ¢

oraz

B=0OxA =0OxA-OxOtp =OxA =B
nie ulegag zmianie.

Transformacja Lorentza dla pdl elektrycznego i magnetycznego.
Korzystapc ze zwiazkdédw pomedzy wektorami pola a potencjatami elektromagnetyozin
mozna wykorzystujc reguty transformacyjne czterowektora zaébezory zmiany pol
elektrycznego i magnetycznego przy péeiejich pomgdzy r&nymi uktadami inercjalnymi.
Rachunek bezgoedni jest skomplikowany. Znakomite utatwienie stantzw. tensor pola
elektromagnetycznego, ktérego skladowymwektory pola.
(ﬁ aAv aAH
wooaxt oaxY
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Tensor ten jest antysymetryczfiy = —f, , zerup sie wigc jego elementy diagonalne, a
pozadiagonalne w gornej potowcend sig jedynie znakiem od elementéw w dolnej.
Posiada wic 6 niezalenych elementow.

Tensor utworzony jest przy pomocy dwoch czterowekto- czterowektora pokenia i
czasu:

(x“): (ct,x,y,2)

oraz zdefiniowanego wcgeiej czteropotencjatu (w postaci kowariantnej):

A, = (6,~CA)

Zgodnie z uzyskanwczeniej interpretag czteropotencjatu, sktadowe pola elektrycznego
spetniag zwiazki:

- oA
E=-0¢-—
¢ ot

a skladowe pola magnetycznego:
i j k

B=0xiA=|2 9 9 :TiAZ—iA J(aA —iAzj+RiA —iAX
ox oy o0z dy 0z "’ 0z ox ox ¥ ady
A, A A,

Korzystapc z tych W’fasnéni znajdujemy elementy tensora f.
foo =11 = =f3=0

¢ = 0A, _0A, _ _0A, 03¢ _
% ax°  axt it ox -
f :ap\2 —aAO :—aAy —@:E
2 ox°  ox? ot dy
. _0A, _0A, _ _0A, a¢_E
% ox°  ax° at az
A, OA
2ol o j "
A, 0A
f.o=—8_ " _—_ cB
Boaxt oax® [ X j y
0A. 0A oA,
f23 = 0X23 - 0X§ = C[ j _CBx
Zatem:

0 E E E
(f )_ - Ex 0 - CBZ cB
w/Tl-E, ¢B, 0 -cB,

-E, -cB, cB 0

X

Do nowego uktadu inercjalnego przechodzimy dokgmtjansformaciji tensora
kowariantnego:

> ox*™ ox™
fl = X

u rv - HV1
i, OX™" 0x

Podobnie jak w przypadku transformacji tensora yeetitego meemy skorzyst&z zapisu
macierzowego:
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(2,)= (€. CHT,

lub

y y8 00y O E, E, E, Yy y B0 O
(f')— v v 0 0 -E, 0 -cB, c v y 00
w 0 0 1 0|-E, cB 0O -cB |0 0 10

0 0 01\-E, -cB «cB 0 \0 001
Po wykonaniu elementarnego nieaia macierzy uzyskujemy:

: S S R

| -E 0 ~y(cB,-BE,) Y(cB, +BE,)

| -yE,-BcB,) v(cB,-BE,) 0 ~cB,
~yE, +BcB,) -(cB, +BE,) cB, 0

Wynik ten porownujemy z
0 E, E, E,
-E, 0 -cB, cB
()=

y
uv

-E, B 0 -cB

y z X
-E, -cB, B, 0
Mozemy wkc odczyté:
E.= E B, = B,

E =y(E, -BcB,) B, = V[By +%
c . 5) s, B |

Widzimy wiec, ze przy transformacji Lorentza wspdadne obu pél elektrycznego i
magnetycznego mieszaggic nawzajem. Jakgiowo wynik ten jest di& oczywisty. Zatémy,
ze obserwujemy pole pochagz od tadunku punktowego. W jego ukfadzie spoczwyko
jest onzrodiem wyhcznie pola elektrycznego. W uktadzie porusegin sk wzgledem niego,
tadunek poruszaea taki tadunek jegirédtem réwnie pola magnetycznego.

Podsumowanie VIII.

» Zrobilismy pierwszy krok w kierunku elektrodynamiki. Zapoopwal§my dziatanie dla
czastki w zewrtrznym polu elektromagnetycznym.

» Skiadnik dziatania opisggy oddziatywanie z polem elektromagnetycznym

zaproponowadimy w postaci niezmiennika transformaciji Lorenzalx" zbudowanego z
czterowektorowego potencjatu pola elektromagnetyger, = (,—cA )i wektora

przesurgcia w czasoprzestrzenix" = (cdt ~,dx)

» Utworzylismy funkcig Lagrange’a, otrzymaliny wyrazenia na pd uktadu (gd czstki i
pola), energi i funkcje Hamiltona.
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Korzystajc z formalizmu Lagrange’a uzyskatiy réwnania ruchuZadajac odtworzenia
wzoru na sk Lorentza znaldismy zwiazki pomidzy wektorami pola elektrycznego i
magnetycznego oraz czteropotencjatem.

E:—Dq:—%—?

B=0OxA
Przedyskutowadimy niezmiennicz&t cechowania potencjatu elektromagnetycznego
polegajca na maliwosci dodania do czterowektora potencjatu czterogradidowolnej

funkcji okreslonej w czasoprzestrzeﬁi'u =A, —aa—fu
X

Wprowadzilémy pogcie tensora pola elektromagnetycznego. Jest nigsametryczny
tensor, ktérego 6 niezaleych sktadowych stanowsktadowe pola elektrycznego i
magnetycznego w przestrzeni trojwymiarowe;.

Korzystapc ze znajomgci regut transformacji tensora znaiémy wyrazenia na zmiag
wspotrzdnych pola elektrycznego i magnetycznego przy pcisgh pomgdzy
inercjalnymi uktadami odniesienia.
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IX.

Pierwsza para rownai Maxwella.

Przypomnijmy uzyskane poprzednio wieaia na wektory pola elektrycznego i
magnetycznego, ktére daty nam interpretaadowych czteropotencjatu pola
elektromagnetycznego:

~ 0A
E=-1¢ ——
o ot
oraz
B=0xA

Jezeli nie chcemy postugiwiasie potencjatami pola (nieaezpdrednio mierzalnymi
wielkoéciami fizycznymi) mana z uzyskanych rowhaisuraé potencjaty. Podziatajmy na
obie strony rown@&operatorent] :
OxE=-Ox0p-0x2 =9 xA=-8
ot ot
oraz
OB=00xA=0
Réwnania te tworgpierwsz pak rownaa Maxwella:

Czterowektor gestosci pradu, rownanie cigtosci.

Dotychczas uzyskdlmy aparat matematyczny pozwalay opis& pojedyncz czastke w
zewretrznym polu elektromagnetycznym.

Zalézmy jednak sytuaegjnieco ogélniejsz umazliwiajaca nam konstrukej teorii nie
ograniczajcej st do ruchu pojedynczych gztek. Rozwamy pewien cigty rozkiad
tadunkéw, zadany okékona w przestrzeni funkajgestasci tadunkup(f) oraz gstasci pradu

_— _.or
r) =p(f)—
j(r) =p(r) 3t
i sprobujmy dla nich odtworZywyrazenie na dziatanie.

Wprowadzagc gestas¢ tadunku i pgdu musimy zapewtizachowanie tadunku. Uzyskujemy
to zadajac spetnienia réwnaniaggtosci:

d -
aipdv = —i jdo

(narysowé powierzchng zamknéta z zaznaczeniem wektora elementu powierzchni)
Lewa strona rownania okdla przyrost tadunku w pewnej @bpsci catkowania V, prawa
strumier tadunku wptywagcy do obgtosci V przez otaczafpa obszar catkowania
powierzchng. Poniewa zazwyczaj przyjmujemy kierunek wektora elementwigozchni
prostopadty do powierzchni i skierowany na zetrr przed cati umieszczony jest znak
minus.

Do prawej strony rownania zastosujemy twierdzeraei$sa stuszne dla dowolnegagtego
pola wektorowego:

j O OW(T)dV = jsv”vcr)da

\% z

gdzie Z stanowi zamkrita powierzchng otaczagca objgtosc V.
Przyjmuc W(F) = j(F) otrzymujemy:
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Ejpolv =§jdo =~[0jdV =~ [divjdV,
dt \% z \% \Y
skad wynika réwnanie aigtosci w postaci raniczkowej:

j(ﬂpmivﬂdv =0= divj + 9P

vldt ot

Rownanie to mgna réwnie zapisé w tzw. relatywistycznie niezmienniczej postaci
poniewa gestasé tadunku i gstas¢ pradu stanowg sktadowe czterowektora. Moa to
pokaz& prowadzac nas¢pujace rozumowanie. Zeli zadamy gstaéé tadunkup , wowczas w
elementarnej okjosci dV znajduje sj fadunek:

de=pdV.

Po pomnaeniu przez elementarne przesyom w czasoprzestrzeni otrzymujemy:

dedx' =pdVdx" = pdthdd—X: = pddidQ = j*dQ

Usuwamy z tego wyeaenia element objosci czasoprzestrzennej:
dQ = dVvdt = dydzdxdt,
ktory dzieki kompensaciji skrocenia odcinka z dylagacgasu jest skalarem:

=11 t=yr=do =do,
Y
uzyskujemy tzw. czterowektorstasci pradu:

dx* -
"= pw (pc, J)-
Jego zerowa skladowa jesistpécia tadunku w okrélonym punkcie przestrzeni pomimna
przez pedkosé $wiatta, a pozostate trzy sktadowe wektgra pv stanowi nierelatywistyczna

gestas¢ pradu. R&niczkowa postaréwnania cigtosci narzuca na czterowektogsgasci
pradu warunek:

ap - .

T +0j=0 i*=0

ot =04

Powr&my do uzyskanej poprzednio catki dziatania odpowigdej za oddziatywanie
zewretrznego pola z etk relatywistycza:

e
S =——|Adx"
mf Ci[ H
Zasypmy w niej tadunek cistki e callg z rozktadu gstasci tadunku:
e - jpdv
\%
Wowczas ca’fka dziatania przechodzi W:
S, ——jpdvjA dx“———jpdvjA ——jA dth—
=-= j A jdQ
CQ

Uzyskalsmy wiec dziatanie odpowiedzialne za oddziatywaniggt@go rozkiadu gstasci
tadunku i padu danego czterowektoreijh z zewretrznym polem elektromagnetycznym
zadanym przez czteropotenciaj .
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Pole elektromagnetyczne wywotane zadanym rozktadem tadunkow i gadow.

Pole elektryczne i magnetyczne, o ktorym ma@nily byto traktowane jako pole zewtrene,
w ktérym znajduje si czastka. Odwrémy zagadnienie i przeanalizujmy sytuaopwrotrs.
Potraktujmy cgstke jako zrodto pola. Umaliwi to nam przejcie do opisu uktaddéw gstek w
polach przez nie wytworzonych. Wtedy pola nggldomusiaty by traktowane jako
zewrgtrzne.

Dziatanie pola elektromagnetycznego, druga para rownaMaxwella.

Musimy utworzy catke dziatania poél swobodnycH . Powinno by ono niezmiennikiem
transformacji Lorentza kwadratowym w funkcji weldar pola (rownania pola mgpy¢
liniowe). Poniewa czteropotencjah  nie jest jednoznaczarfunkcja pola nie nadaje gido

tego celu (ze wzgtu na nieliniowé¢). Mozna natomiast utworzyniezmiennik transformaciji
Lorentza spetniapy warunek jednoznaczéa z tensora pola elektromagnetycznego.
Przyjmijmy:

— _& (Y
; [F,PrdQ

€,0znacza tzw. przenikald@dielektryczm prazni. Wspotczynnik zostat dobrany z

wyprzedzeniem tak, by prowadzit do poprawnych réivpela.
Catka dziatania dyskutowanego uktadu przyjmuje gost

_ _ 1 . & v B v
S=S +S = EIA“j“dQ ZJFWF“dQ— _j( u,“+ °F, F“jd
Zadamy znikania wariacji calki dziatania

= —j "5A, +0 5fF, F“V)dQ———j "5A, + 20 PVEE, d0

4 2

Poniewa:
_0A, 6ALl
WXk oY

s _ g OA, OA,|_03A, 0BA,
w ox*  ox’ ox*  ox’

5S ———j( “BA +C;o Fw(aaA aaAuDdQ

ox*  ox’
w wyrazeniu tym korzystajc z antysymetrii tensora pola elektrycznego i magrmmego
maozemy pozby sie jednego wyrazu:

00A
—lj(j“esA“—cs P ]dQ
c ox"
Korzystapc z twierdzenia Gaussa w przestrzeni czterowymiajow
[o,wda = §w'da,
Q 0Q

i przyjmujgc za W:
W" =F"3A
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uzyskujemy:
[o,(Fvom, o = fFaa,do, =0
Q 0Q

Wyraz po prawej stronie znika ze wedii na znikanie wariacji na granicy obsz&u Po
lewej stronie wykonujemy tniczkowanie pod catk

[(Fra,5n, +3A,0,F" i =0
Q

skad:

[F¥0,8A,dQ = -[3A 0,F"dQ = [3A,0,F"dQ

?Nykorzystuﬁc tegil zwazek w wyraeniu na wariagj catki dziatania otrzymujemy:
=- j( ceO—F““jéA dQ

Przyréwnanie do zera wariacji catki dziatania diavdlnej wariacji czteropotencjatu daje

X' cgy
Otrzymalémy 4 rownania pola w zapisie tensorowym.2dmy je rozszyfrowawstawiac
jawmg postd& elementéw tensora F. W kontrawariantnej wersiji:

F )=l o)

100 0Y0 E E EYL O OO
|lo-10 0|-E, O -cB cB |0 -10 Of
1o 0o -1 0|-E cB 0 -cB|0 O -1 0]
0 0 0 -1)-E, -cB, cB 0O \o 0 0 -1

0 -E -E -E
|Ec 0 -cB cB
|E, ¢cB, 0 -cB

E, -cB cB 0
iFuozijo - DE:ip
ox" ce, €
iFul:ijl N —}aEX+CaBZ—CaBy :ijx
ox" ce, c ot oy 0z cg,
iFuzzijz - —}aEy—CaBZ+CaBX :ijy
ox* CE, c ot ox 0z cg,
iljﬁzi'3 - —laEZ +CaBy—CaBX :ijz
ox* ce c ot ox dy cg,

Co mana przepisajako:
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e, 0E=p oraz -g,E+c%0xB=]
a po wykorzystaniu znanych zyzkow:

2= 1 e E-DuA=B
8OMO

dostajemy:

OD=p

OxH=D+]

Sq to kolejne dwa rownania Maxwella.

c

Réwnania Maxwella w postaci r@niczkowe.

Uzyskalémy witasnie dwa rownania dage zwiazki pomigdzy polami magnetycznym i
elektrycznym a iclirédtami gestascia tadunku i pgdu. Wraz z rdwnaniami uzyskanymi
poprzednio tworg one komplet rownaMaxwella stanovdgcych baz dla catej
elektrodynamiki. Zestawmy je razem:

1.0xE=-B

2.0B=0

3.0D=p

4. 0xH=D+ |

Do rowna Maxwella dorzudi nalezy rownanie cigtosci, ktore pojawito s po
wprowadzeniu gstasci tadunku i padu:

5@M+@:o
ot
Kowariantny (jawnie relatywistyczny) zapis rownai Maxwella.
Rownania Maxwella mma rownig zapis& w jawnie relatywistycznej postaci. Kowariantny

zapis dwaoch ostatnich rowfidlaxwella juz znamy:

o0 F* :ij“

0
Dwa pierwsze réwnania mpa zapisé podobnie:
0,G" =0,
gdzie G nosi hazgtensora dualnego, a jego sktadowe \igjasie podobnie jak w
przypadku tensora F przez skladowe pola elektrygznenagnetycznego:

0 cB cB cB
)= % 0 R
-cB E, 0 -E
-cB -E, E O
Po podstawieniu do poprzedniego wzoru otrzymujemy:
9 G=0. OB=0
ox*
oraz
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iG“lzo _ 0B, +6EZ _OE, 0o
ox* t ody 0z
iG“z =0 = aBy —aEZ +6EX =0,
ox" ot ox o0z
16“3:0 _ 0B, +0Ey _0E, ~0
ox*" ot o0x oy

co w zapisie wektorowym daje
B=-0OxE.

Rowniez znamy odpowiedni zapis rOownaniaghosci:
d,j" =0.
H

Podsumowanie IX.
» Uzyskalsmy pierwsza par rowna Maxwella:
OxE=-B
OB =0
» Woprowadzilémy pogcie czterowektoraegptaici pradu: j* = (pc, ])
+ Narzucilémy na ten czterowektor warunekgiosci: 9 j* =0

» 5. Uzyskalsmy wyrazenie na dziatanie wynikage z oddziatywaniaggtasci tadunku i
pradu z zewgtrznym polem elektromagnetycznym:
1 .
S =—=|A,j"dQ
mf Ci |,1J

* Przy pomocy tensora pola elektrycznego i magnesgamutworzyl¥my niezmiennik,
pozwalajcy na uzyskanie z zasady najmniejszego dziatansaqul, ktérychzrédtami
sq (traktowane jako zewetrzne) gstasci tadunkdw i gstaosci pradow:

S = —8—: [F,PrdQ
* Uzyskalsmy drug pak rowna Maxwella.
OmM=p
OxHA=D+]
e Zebralémy razem réwnania Maxwella i rownaniegiiosci w rézniczkowej i
relatywistycznie niezmienniczej (kowariantnej) @ust
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X.

Réwnania Maxwella w postaci catkowej.

W wielu zastosowaniach znacznie wygodniej jestympatat sig rownaniami Maxwella w
postaci catkowej, kt@ruzyskuje s stosujc odpowiednio cytowane 2uvczeniej
twierdzenie Gaussa pozwale¢ na zamiagicatki po obgtosci na catle po powierzchnig
objetos¢ otaczagcej:

[owav = [ W tda,

\% z

lub twierdzenie Stockesa, ktore rownjest stuszne dla dowolnej funkcji wektorowe;:
fW @l = [0 W S

C S

i pozwala zamieniacatki po powierzchni S na caitki po jej obwodzienazzonym jako
kontur.
Pierwsze réwnanie Maxwella

1. OxE=-B
przeksztatcamy przyjmag w réwnaniu Stockes®V(F) = E(F):
S = e S d .
iE@I _ijDxEms_ Ljsms_ajsjsms.
Drugie réwnanie:
2. OB=0
przeksztatlcamy podstawagj W(F) = B(f) w réwnaniu Gaussa
[Bldo = [ OBV =0.
z \
Trzecie rownanie
3. OD=p
otrzymujemy z réwnania Gaussa podstaggajV(f) = D(F) :
Do = [ODdV = [pdV =q,
z \% \%
gdzie g stanowi tadunek aity powierzchm, catkowaniaZ .
Czwarte réwnanie:
4, OxH=D+ |
przeksztatlcamy znowu przy pomocy réwnania Stockesstawiagc W(F) = H(F):
fRi = [[oxA@s=[[(+])es=
C S S
dirz oz (froe diraoe
=—||DMS+ || jldS=— || DS+
gljose [[ims= 31

gdzie przez | oznaczamygor ograniczony konturem C.
Zestawione razem catkowe odpowiednikimizzkowych rowna Maxwella i réwnania
ciagtosci map posta:

1.£Emﬂ=%gédé

2.§ém6=o
>
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B.ﬁ;f)miﬁ:q
z

4 iHmT:%Ldeéﬂ

5. Ejpolv:—j‘ﬁmlc*s
\% ov

Refleksja nad sposobem wprowadzenia rowmaMaxwella.

Rownania Maxwella wraz z rownaniemgiosci pozwalag opisa& wszystkie zjawiska
elektrodynamiki. Wystarczy je tylko rozgaac. Zauwamy, ze udato nam sije wyprowadzt
wykorzystupc zasad najmniejszego dziatania starajz mechaniki relatywistycznej. Po
drodze zainwestowaliny naprawe niewielka informacg fizyczm. Wiasciwie tylko tala,

ktora prowadzita do ujednolicenia tworzonej te@giznan wczeniej elektrodynamik.
Maxwell jednake swoje réwnania zaproponowat nie zicapechaniki relatywistycznej. Jego
teoria powstata na bazie kilku sformutowanych worg praw eksperymentalnych i byty ich
syntez oraz uogolnieniem. Jako ciekawasthazna poda, ze ,czwarte” prawo Maxwella,
ktére wyprowadzone zostato z prawa Ampera, w olgimie zawierato pochodnej pola
elektrycznego

Ox |:| = _j ,

poniewa eksperyment, ktory pozwolit na jego sformutowaloyé prowadzony przy statych
pradach. Maxwell formutujc swoje rownania zauvigt, asymetrg tego rOwnania z
rébwnaniem ,pierwszym”.

OxE=-B

Ze wzgkdu na wystpujacy w obu rownaniach iloczyn wektorowy, gradient yew stron obu
rownar musi s¢ zerow&. Policzmy gradient prawych stron obu rownBla rownania
~pierwszego”:

OMxE=-0B=0

zeruje s¢ dzieki rownaniu ,drugiemu”. W przypadku Prawa Amperawyginalnym
brzmieniu:

OMxH=00

dywergencja gstaici pradu na ogét nie zerujeesiKorzystajc z catkowicie teoretycznych
rozwazan (symetria rowna) Maxwell uogolnit rownanie Ampera dodajdo jego prawej
strony czasowpochodi pola elektrycznego. Uzyskat gki temu zerowanie giprawej
strony réwnania przy wykorzystaniu trzeciego praaxwella i rownania agtosci.

DDDXH:DE]+D5:D]+%p=O

Poprawka ta potwierdzitagsw eksperymentach wykracaaych poza megnetostatyk

W historycznej kolejngci najpierw pojawity s¢ prawa elektrodynamiki sformutowane na
bazie eksperymentu, ngghie prawa teoretyczne Maxwella a na&wo fizyka
relatywistyczna. My wyszmy od relatywistyki, uzyskalmy z niej prawa Maxwellaeby
uzupeiné brakupce ogniwo, uzyskamy z praw Maxwella eksperymentphasva
elektrodynamiki.

Zastosowanie rowna Maxwella w postaci catkowe;.

Rozwigzywanie uktadow réwnardzniczkowych castkowych jakimi g rownania Maxwella
jest na ogot dosyzmudne i ktopotliwe. W wielu przypadkach a w szcAagéci do opisu
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uktaddéw o wysokiej symetrii znacznie tatwiej jeastsowa ich catkovy postéd. Rozwamy
kilka takich przyktadow.

Prawo Coulomba.

Jako pierwszy przykiad zastosowania rowiaxwella znajdziemy rozktad pola wokot
punktowego tadunku. Uméémy w pocatku uktadu tadunek g. Poniewavyrdznia on tylko
jeden punkt w przestrzeni rozktad pdl powinien érégmetre sferyczm. Oczekujemy pola

D skierowanego zgodnie z promieniem waoizm punktu w ktérym mierzymy pole
D=D_

r
Wybieramy powierzchgisferyczm o promieniu r i korzystamy z réwnania

ffomc=q
pa
Wektor da jest prostopadty do powierzchni . Y\
sferyz i skierowany na zewgtrz, jest wec D||d0
réwnolegty do wektoreD . Catka powierzchniowa
po lewej stronie réwnania jest tatwa do wyliczenia
i przyjmuje wartéé¢ 41r’D . Po prawej stronie r
rownania wysipuje catkowity tadunek zawarty w
objetosci objetej powierzchrg .
q
41r?
a w zapisie wektorowym:

~ _q T - _ q T
D(r) = — lub E(r) = —
() 410 r ub E(r) ATE I T

4m’D=q = D=

Potencjat skalarny pochodzacy od tadunku punktowego.
Znajac rozkiad pola elektrostatycznego zemy wyliczy¢ jego potencjat. Pargtiamy zwhzek
pomiedzy wektorem natzenia pola elektrostatycznego a czteropotencjatem:

- 0A
E=-06-—
¢ ot
Jezeli zatlazymy brak czasowej zataosci pol, pozostaje
E=-0¢

Mozemy wic wyliczy¢ potencjat skalarny pola we wszystkich przypadkackiorych
wyliczylismy rozktad pola elektrycznego. Zauimay, ze przez zatzenie niezalenosci
czasowej potencjatu wektorowego, z niejednoznasmzteropotencjatu pozostata tylko
mozliwosé dodania dowolnej statej, czyli pragia poziomu odniesienia dla potencjatu
skalarnego.

Of

A=A+

Ol

10
=¢p-——f
p=¢ c ot
Jezeli pole magnetyczne ma nie za#é od czasu, to

ﬂ,-o:\ :i,& +ligf :ligf =0
ot ot cot cot
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Zatem funkcja f nie za#y od czasu albo zmiennych przestrzennych. W pignmsz
przypadku potencjat skalarny nie ulega zmianieyaypadku drugim do potencjatu
skalarnego dodajemy siat
Zazwyczaj jako zerowy przyjmujemy potencjat w nigstzondgci. Policzmy rozktad
potencjatu pochodizego od tadunku punktowego. Ze wgdil na symets sferyczra,
scatkujemy potencjat porusaajsk wzdtuz promienia od nieskezondci (gdzie potencjat
sig zeruje) do punktu, w ktérym potencjat wyznaczamy.
d¢ = df [ = -dF [E = —Edr
_ _a [ _ g

¢(r do =—| E(r')dr’ =- =

o(r) = j b= J ) ~[4T|£ r' 4T|£0r'Lo ATeE o f
Uzyskalgmy zatem prawo, ktére Coulomb wyznaczyt
eksperymentalnie.

Uktad kilku tadunkéw punktowych.

W przypadku kilku fadunkoéw punktowyclediacych

zrédtami pola uktad nie posiada wysokiej symetsiasowanie w takim przypadku prawa
Gaussa nie utatwia rozgzania. Stosujemy wtedy zagagliperpozycji pol. Liniows?
rownar Maxwella wzgédemzrodet pola pozwala liczyoddzielnie rozkiady pol
pochodacych od r@nychzrodet i dodawanie ich. Zaréwno wektory pola jalotgncjaty g
wielkosciami addytywnymi. ( )

¢(I’) Z4TIEO|I' FI E(r)+z4m0|r_r|

gdzieT jest wektorem wodgym punktu, w ktérym liczymy pole, & potazeniem tadunku
g -

Ciagty rozktad gestosci tadunku.

W przypadku gdy mamy zadanyagly rozkiad tadunku w przestrzeni, orazzgdamy
znikania potencjalu w nieskozondci mazemy skorzystd z wyrazenia na potencjat
pochodacy od uktadu tadunkow punktowych dokoguprzegcia:

G - p(F)dV =p(F")d’r'

Sune po potaeniach fadunkéw zagiujemy catlg po rozktadzie gstaici i rozwiazanie
przyjmuje posté

o[ P() pEY(F =) s

O(F) = [ 2 E(F) = r
'[4T120|r ol I4T[go|r | P S
T

Pole elektryczne wokot jednorodnie natadowanego
walca. L >
Przedyskutujmy teraz podobny problem, ale dla uktad
posiadagcego symetd cylindryczr. D H ¥

Rozwaymy nieskaczenie dtugi jednorodnie
natadowany gstcicia przestrzengptadunku pret, o

powierzchni przekroju S. Wyliczymy rozkfad pola
elektrycznego na zewtrz prta w odlegtdci r od jego —
osi. W tym celu otaczamy grpowierzchni ‘D‘ = const
cylindryczrg 0 promieniu podstawy r i zadanej dhdégo T

I. Pole elektryczne jest prostopadte do poboczoyyndra, i rownolegte do jego podstaw.

Wkiad do catki powierzchniowej daje pole jedyniepmdbocznicy
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2nrlD = pSl

zatem
5=PST
21T 1

gdzie promié wodzcy T jest prostopadty do osi walca.

Symetria prostokatna- jednorodnie natadowana ptaszczyzna, kondensator.

Jednorodne pole pochagz od ptaszczyzny natadowanej jednorodnym tadunkiem
powierzchniowymao . Wybieramy powierzchgriprostopadiécienrg obejmugca czesé
ptaszczyzny i zawarty na niej fadunek. Oczekujenaktara nagzenia pola w kierunku
prostopadtym do natadowanej powierzchni. Catkowgoiezterecciankach
prostopadtécianu réwnolegtych do pola daje zero a po dwimsankach prostopadtych do
pola daje
2SD=q
tadunek q z kolei wyregony przez gstas¢ powierzchniowy jest:
q=3S0
Ostatecznie:

D= 10 .

2
Na natadowanej powierzchni wektor D doznaje skoku o 4_|
0)

wartasé

do

o

tadunku powierzchniowego.
Pole wytworzone przez niesiktzorg
ptaszczyzn jest jednorodne i nie zadg -0
od odlegtdci. Zupetnie podobnie
rozwazamy problem kondensatora
ptaskiego. Wstawmy dragptaszczyza
natadowan tadunkiem
powierzchniowym- o (dla zachowania
neutralnéci tadunkowej). Co si DS=q=So
zmienito. Jeeli zbudujemy
prostopadiécian obejmujcy obie
powierzchnie tadunek w nim zawarty Si
zeruje. Na zewdtrz kondensatora pole jest zerowe. Prostogatio obejmujcy tylko jedry
powierzchn¢ obejmuje tadunek:

q=So
Pole elektrostatyczne pogdizy oktadkami

D=0
Rozwigzanie dla kondensatora gemy rownie uzyska& z zasady superpozyciji.
Oczywiscie, zeby przyblzenie nieskaczenie daych ptaszczyzn (oktadek) byto poprawne,
odlegta¢ pomigdzy oktadkami musi byduzo mniejsza od ich zewirznych rozmiarow,
zeby mogty by zaniedbane efekty niejednorodnopola na brzegach kondensatora.

v

Zastosowania praw Maxwella w postaci catkowej do magnetostatyki.
Przedyskutowany poprzednio uktad o symetrii cylymdnej
wykorzystajmy do rozwaizania nieco odmiennego problemu. Zahy, ze

przez pet ptynie pad elektryczny o gstaici |, czyli natzeniu | = jS A
Gestdéci pradu lub zmienne pola elektryczngaodtami pola

magnetycznego. Odpowiednie rownanie Maxwella CE ;




I T
?ﬂm:agDm+l

ograniczone do magnetostatyki (zaktadamy brakzrabei czasowej pol) ma posta
fH@I =1
C

Mozemy je wykorzystado policzenia ngzenia pola magnetycznego wokot nieskpenie
dtugiego prostoliniowego przewodnika w ktérym plymiad o zadanym nateniu |.

Poniewa uktad posiada symegrcylindryczry, natzenie indukowanego pola magnetycznego
zalezy wytacznie od odlegici r od przewodnika. Otaczamy &giprzewodnik okggiem o

promieniu r poléonym w ptaszczinie prostopadtej do przewodnika. Wéwczasjest

réwnolegte doH i réwnanie Maxwella daje:
2nrH = |
Zatem
H= L
21T

Pozostaje ustalenie zwrotu wektdfa Musimy zapamitaé, ze kierunek catkowanie po
konturze dlwybieramy prawosktnie wzgkdem elementu catkowania po powierzchigi.

Jezeli wigc ptaszczyza (do) skierujemy zgodnie z kierunkiemaplu, to wektorH bedzie
miat zwrot zgodny z kierunkiedruby prawoskgtne;.

Pole magnetyczne wewgtrz nieskonczenie dtugiego solenoidu.
Wewnatrz i na zewntrz nieskaczenie dtugiego solenoidu pole magnetyczne powiryéo
réwnolegte do jego osi. Korzystamy z catkowej postdwnania

iHmI—I | =Ini

Poniewa zaden kontur
catkowania

przeprowadzony na
zewnrgtrz solenoidu nie
obejmuje pgdu, pole
magnetyczne musi by |
rowne zeru. Dla
wyznaczenia pola
wewnmgtrz solenoidu
wybieramy kontur
catkowania przebiegagy rownolegle do jego osi wybranej dhégol, nastpnie prostopadle
przecinagcy jego brzegi i zamykamy go dowalfinia na zewntrz solenoidu. Kontur
obejmuje 4cznie pad |[nli , gdzie n oznacza licelzwojéw przypadaicych na jednostk
diugasci solenoidu. Catka po konturze

§HmT=Hm=|mm

C

—>- >

ONONONONONONO.
OpOOOgOo

zatem

H=nli

i nie zaley od odlegtdci od osi solenoidu. Pole magnetyczne w jegetvan jest
jednorodne.

Przedstawione przyklady zastosawawna Maxwella w postaci catkowej nie wyczerpuj
wszystkich maliwosci, ale ilustrug sposob ich stosowania.
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Podsumowanie X.

Korzystapc z praw Gaussa i Stockesa zuahkeny catkowe odpowiedniki iniczkowych
réownar Maxwella.

Post& catkowa jest dzym udogodnieniem, jeli uktad ma wysok symetre.

Korzystapc z catkowej postaci rownadvlaxwella wyprowadziimy prawo Coulomba -
wyliczylismy rozktad potencjatu wokot tadunku punktowego. Byproblem o symetrii
sferycznej.

Wynik dzieki zasadzie superpozycji uogolsity na uktad tadunkéw punktowych a
nastgpnie na cgty rozktad tadunku.

Dla symetrii cylindrycznej wyliczyfimy rozktad pola elektrycznego wokét jednorodnie
natadowanego nieskozenie diugiego gta oraz rozklad pola magnetycznego wokot
prostoliniowego przewodnika zgatem, znany jako prawo Ampera.

Dla symetrii prostoitnej wyliczylismy pole elektryczne wokot natadowanej powierzchni
i w kondensatorze ptaskim, oraz pole magnetycznenatez niesk@czenie dtugiego
solenoidu.
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XI.
Transformacja Lorentza w magnetostatyce.
Dyskusg zastosow&a rownar Maxwella w uktadach o wysokiej symetrii zaloae dygresj z
zakresu teorii relatywistycznej.
Omowiony wczeéniej problem pola magnetycznego pochgmdjo od przewodnika z ggtem
mozemy rozwazat rowniez inng ciekawg metod,, korzystagc z transformacji Lorentza dla
pol elektrycznego i magnetycznego. Zahy, ze pad | jest spowodowany przeptywem
jednorodnego tadunku @gtasci p poruszajcego st z jednostaja predkoscia V. Mozemy
wyliczy¢ nakzenie pola elektrycznego pochadego od gstasci pw uktadzie odniesienia w
ktorym fadunek spoczywa, czyli porusgaggo st z predkoscia V. Nastpnie korzystajc z
transformacji Lorentza ni@my przeprowadzipola do ukfadu spoczynkowego. Skierujmy
uktad odniesienia osix w kierunku pedkaosci pradu, G y w kierunku promienia wodzego
(taczacego przewodnik z punktem w ktorym liczymy paleXorzystajic z rozwazanego
wczesniej problemu elektrostatyki otrzymujemy niezegoj@dynie sktadow
_PS

21r
Pozostate sktadowe pola elektrycznego, oraz pogetsiczne gzerowe.
Przegcie do uktadu spoczywgiego dokonujemy przy pomocy uzyskanych viozs
wzoréw. Uzyskujemy niezerowe

E, =VE, ~yBcB, =yE, |

8, =8, -y E, =y E,
C C

y

Jezeli problem nie jest relatywistyczny=1
E, =E,
[
B _ Vi _ _ _y vy PS_ IS _ Kl
B, _EEV —?Ey =o€ VE, =HVD, =V T Ho P 2;} lub
|
2 2m

Jezeli przewodnik jest tadunkowo neutralny, porugzaejmu s¢ tadunkowi musi towarzyszy
spoczywajcy tadunek przeciwny. Korzystgj z zasady superpozycji, pole pochgmzod
niego liczymy w jego uktadzie spoczynkowym, czybcglowym. Jest oarodiem pola
elektrostatycznego, ktore neutralizuje sktaddw .

Wynik jest identyczny z uzyskanym z drugiego pravaxwella. Swiadczy to o wewetrznej
spéjndci omawianej teorii.

Zastosowania rowna Maxwella w postaci r&niczkowe;.

Nie zawsze ukladrodet pola elektromagnetycznego jest na tyle syyoefry, by catkowa
post& praw Maxwella mogta kiywykorzystana. Musimy wtedy odwdtagie do ich
rézniczkowej postaci.

Réwnanie Poissona i Laplace’a.

Powr&my do problemu statycznego pola elektrycznego pdzioego od cigtego rozktadu
tadunku. Poszukajmy metody pozwalagj na wyliczenie rozktadu pola w uktadach, w
ktérych symetria jest zbyt niska by moghhyykorzystane catkowe réwnania Maxwella.
Wykorzystamy ich postarozniczkowa. Przypomnijmy sobie zwzki:

0D = p(F)
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oraz
E = -06(7)
taczac je otrzymujemy rownanie zdiczkowe drugiego stopnia na potencjat skalarny:

% (F) = —eip(r)

Jest to rébwnanid’oissonapojawiajce se rowniez w innych dziatach fizyki. W obszarach
przestrzeni pozbawionych tadunku rownanie to pradzhw rownanie Laplace’a:

O0%¢(7) =0.

Jestémy zmuszeni szukarozwigzah rOwnania Poissona lub Laplace’a we wszystkich
przypadkach w ktorych nie udagsham skorzysia z calkowej postaci odpowiedniego
réwnania Maxwella.

Poniewa rownania te g rownaniami raniczkowymi drugiego rgdu na pochodne ggtkowe,

ich rozwigzanie wymaga zainwestowania warunkow brzegowydrekinog by¢ zadane w
postaci wartéci pola -warunki brzegowe Dirichleta, lub jego podnej normalnej -warunki
brzegowe Neumanna na powierzchni zarelajiotaczajcej obszar przestrzeni, w ktérym
liczymy rozktad pola.

W przypadku numerycznego rozywania rownania Poissona lub Laplace’a prawidiowe
wyznaczenie warunkow brzegowych jest kluczem davrgzania postawionego problemu.

>

o(rOY)
G AT OY)

Zauwamy, ze znamy rozktad potencjatu pochadego od cigtego rozktadu tadunku przy
zalazeniu zerowania gipotencjatu w nieskiczondci:

o() = | 4“ 7
0
Wynik ten uzyskalmy uogolniajc prawo Coulomba. Sprawmahy, czy uzyskany wynik

spetnia réwnanie Poissona. Wykorzystamy przy tym telt Diraca. Jest to funkcja, ktérej
wiasndgci definiujemy poprzez cadk

3 -7) jdgk gk(r-1)
oraz
[d*ra(r) =

druga wiasn& wynika z pierwszej. Gsto wywane przedstawienie catkowe funkcji delta
Diraca ma pos’(a

§(F - )= [k e )
Napiszmy rownie potencjat kulombowski w postaci transformaty Ferai

1 AN K-
= (k22 e|k(r 7)
r I k?
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Wstawmy zatem wytgenie na potencjat do rownania Poissona:
DZ(I)(I,) DZ‘[ (r) dS " 41 Drz-[dSrr ( )J-dsk Ik (F-7) —

- = d3l d3 _DZ ik (7-¥ - _ = d3r d3k iR(f—f):
on r'p(f )j j r'p(r)[ d% €
1 ! ' 7 -1 —
-2 [Prp(r)3(F - F) = -—p(P)
80 80

Twierdzenie o jednoznacznfci rozwigzan rownania Laplace’a i Poissona.

Dos¢ wazna dla p&niejszych zastosowiavtiasnagé rownania Laplace’a nima sformutowé
jako twierdzenie o jednoznaczdo

1. Rozwgzanie rownania Laplace’a w pewnej ebgci V jest okrglone jednoznacznie teli
spetnia warunek brzegowy na powierzchni zargepiotaczajcej & objetos¢.

W celu udowodnienia tego twierdzenia musimy najpietykaza inng wlkasnag¢ rownania
Laplace’a:

2. Wartasé potencjatu elektrostatycznego w wybranym punkcigrzestrzeni jesiredni
potencjatu liczon po sferze grodku w punkcier i dowolnym promieniu.

Aby to pokazé zbadamy potencjat elektrostatyczny w pgka uktadu wytworzony przez
tadunek punktowy q umieszczony w punkcie (0,0,2zac02amy pocgek uktadu sfex o
srodku pot@onym w pocztku uktadu i promieniu R<z. Odledgiétadunku od punktu na
sferze, ktérego wektor woglay tworzy z osi ,z” kat & oznaczmy przez d.

A

W tym punkcie potencjat wytworzony przez tadunekyljest wyraeniem:
_ 11
4Tl£0 d
Wyliczmy warta¢ sredni potencjatu catkaic ja po powierzchni sfery:

- 1 1 1 a1 R?sind
0=y fds=—— 1 [dp[do
4TR? 41€, 7 d 4ATR? 4 J72 +R? - 2ZRcosd

77



1 _
JzZ2 +R? - &Rcosﬁ

1 2
SHE R\/z +R ZZRCOSS
g (2+R)-(z-R)_ 1 g
8T, zR 4T, Z
Jest to doktadnie waré potencjatu wérodku sfery pochodcego od tadunku g. Pokazan
wiasna¢ tatwo uogolniamy na bardziej skomplikowane uktéabjunkow. Potencjat w
punkcie p pochodgy od dowolnego rozktadu tadunku jéstdni potencjatu liczoa na
dowolnej ( o dowolnym promieniu) sferze scentrowyan@unkcie p. Zauwany, ze z
wiasndci 2. natychmiast wynika nagmna wtasnéc:
3. Wewmntrz obszaru pozbawionego tadunku potencjat eletdtpszny nie mge mie
ekstremow. Mog one wys¢gpowa jedynie na jego brzegu. Wynika tadtze jezeli by
istniato minimum (maximum) w pewnym punkcie p weiiva obszaru catkowania réwnania
Poissona, wowczas istniataby sfera otagzapunkt p na ktdrej wszystkie wastdopotencjatu
bytyby wigksze (mniejsze) - a zatem rowhieh srednia - od warti potencjatu w punkcie
p.
Ta z kolei wlasn& pozwala nam udowodhiwierdzenie 1.
Zaltzmy, ze istnief dwa rozwazania rownania Laplace’a:
Q1) =0 i [P (n=0
spetniace te same warunki brzegowe na powierzchni otacepjozwaany obszar. Ich
roznica: @= @ — @, spetnia rownig rownanie Laplace’a, a na brzegu obszaru jest ydente
réwna zero. Poniewaq(T) nie maze miet ekstremow wewstrz obszaru, musi siw catym
obszarze zerowazatem oba rozwrania g identyczne.
Podobnie dowodzimy jednoznaczteozwiazah rownania Poissona:
T =-Tp i DeM=-p
80 80
poniewa ich r&nica spetnia réwnanie Laplace’a i zerujesa brzegu obszaru.
Roéwnanie Poissona (Laplace’a) wykorzystujemy rgjej w elektrostatyce. W
magnetostatyce, w przypadku uktadow o niskiej syimabzemy wykorzysté rowniez
réwnania Poissona lub przetwoézg do postaci dagej prawo Biota- Savarta.

¢= qu).rf dcosd

-q
161,

Prawo Biota-Savarta.
Dwa rownania zawierage pole magnetyczne

OxH=D+]

OmB=0

przy zal@eniu niezalénosci czasowej pol, oraz jednorodiwd osrodka przyjmug posta:
OxH=]

O0H=0

Pole magnetyczne zapisujemy przy pomocy potengyakiorowego pola

H,H =B =rotA = OxA

Wstawiapc ten zwizek do réwnania Maxwella otrzymujemy:

OxOxA =]

Korzystamy ze zwizku
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OxOxA =0(0MRA) - (0 M)A =graddivA) - 02A

Uzyskujemy

O2A = -1, j + graddivA)

Niejednoznaczni wyboru czteropotencjatu pozwala dédi niego czterogradient

dowolnej funkcji skalarnej:
A, =A, £ 9
ox*
co oznacza dodanie do potencjatu wektorowego gnadieinkcji f
A=A +0f
Mozna wic zazadad by
divA =0,
poniewa sprowadzi si to do znalezienia funkcji f spetnigiej rownanie
0=0A =DA + 0%,
czyli rbwnania Poissona
0% =-DA
Nie musimy go rozwzywac, wystarczy nam jego rozgzywalna¢. Mozemy wic narzuot
na potencjat wektorowy warunek
divA =0
co pozwala odrzuéiostatni wyraz w réwnaniu okilajacym zrodta pola magnetycznego.
Przyjmuje ono posta
O°A =,
Jest to uktad trzech niezatg/ch rowna Poissona na kaa skladowg potencjatu
wektorowego i pgdu. Analogia z rownaniem Poissona dla potencjaslieskego jest
oczywista. Jeeli zatazymy podobne warunki brzegowe, czyli znikanie pojaiuicw
nieskaczondci, mazemy natychmiast napiéggo rozwazanie:

A(F) = qu' J(r) :|3*'
Dla pola magnetycznego otrzymujemy:
B(F) = rotA(F) = Fo O x j J(—)d:*”'
4Tt i

Poniewa rozniczkujemy po innym wektorze hcatkujemy, maemy wefé pod znak caiki i
otrzymujemy:
57y = Ho J( ) spr = _ (r—r)XJ(r)sﬂ
B(r) =—| U, x = r

® 4T[J‘ ' |r J‘
Jest to prawo Biota- Savarta dl@gm prqdu. Przy zaleeniu pgdu ptyracego w cienkim

przewodniku ména wykong catkowanie po jego przekroju poprzecznym i wgrae na
wektor indukcji pola magnetycznego redukuged catki jednokrotnej:

B(F) =12 j| _{f =)
Prawo Biota Savarta Zazwyczaj zapiSugeveiuproszczone]
postaci: -
_ [V | - dl
dB =2 —dl xT T
amnr
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Prawo Biota-Savarta jest prawem catkowym, ale véadeniu od praw Maxwella w postaci
catkowej wygenerowadimy je korzystac z postaci reniczkowej rowna Maxwella a
nasgpnie z zasady superpozycji.

Podsumowanie XI.

Dla ilustracji zwazku elektrodynamiki z teagirelatywistyczia, korzystagc z
transformacji Lorentza wyliczydimy rozktad pola magnetycznego wokot przewodnika z
pradem korzystajc ze znajomgci potencjatu elektrostatycznego pochgrzigo od
jednorodnie natadowanegogfa.

W uktadach o niskiej symetrii, w ktorych nie jesbatiwe wykorzystanie praw Maxwella
w postaci catkowej, stosujemy ichzréczkowg post#.

Rozktadu potencjatu elektrostatycznego szukamy rgavjac rownanie Poissona lub
Laplace’a.

Dla uzyskania rozwizania szczegélnego musimy zéadearunki brzegowe (Dirichleta lub
von Neumanna) na powierzchni zamgtaj otaczajcej interesujcy nas obszar.
Przedyskutowadimy jednoznaczni¢ rozwiagzan rownania Poissona i

Laplace’a.

W przypadku magnetostatyki z rownilaxwella w r@niczkowej postaci uzyskujemy
réwnania Poissona dla pola magnetycznego, lubzgpia na pole magnetyczne w
postaci prawa Biota Savarta.
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XIl.

Przewodniki i warunki brzegowe na ich powierzchniach.

Powr@&my do dyskusji warunkéw brzegowych niedbych do rozwjzania réwnania
Poissona lub Laplace’a. Z warunkiem brzegowym sd@tky sk przy omawianiu potencjatu
pochodzacego od tadunku punktowego. Wyznaczyt on poziomexiaenia wzgidem ktérego
mierzylismy energt potencjalg. Zatazylismy, ze w nieskéczonej odlegtéci od tadunku
bedacym zrédtem pola potencjat jest rowny zero. Zerowy pojghw nieskéczondci
zawsze mgemy przya¢ jako warunek brzegowy w przypadku gdy tadunéddee zrodiem
pola zawartessw skaiczonym obszarze przestrzeni.

Innym obszarem przestrzeni, w ktérym zaomy zadéa warunki brzegowe aspowierzchnie
przewodnikow. Wynika to z ich podstawowej wiagtip ktora mazemy sformutowé
nasgpujaco:

Idealnym przewodnikiem jest substancja zawierajca nieskaiczony zapas swobodnych
elektronow.

Jej konsekwengjsa dalsze wiasrkei:

1. W catej ohjtosci przewodnikaE = 0 Gdyby tak nie byto, swobodne tadunki (a jest ich
nieskaiczony zapas) poruszatybyesiw polu elektrycznym a do jego catkowitej
kompensaciji.

2. Na zewstrznej powierzchni przewodnika pole elektrycznet jd® niej prostopadie.
Skiadowa pola elektrycznego rownolegta do powiemzchrzewodnika wywotuje ruch
elektronow i jej kompensacije.

3. p(t) =0 w calej obgtosci przewodnika. Jest to konsekwencja zerowaripaia

elektrycznego i (trzeciego) prawa Maxwelfa= €, O.E

4. Nie skompensowany tadunek reowystpi¢ jedynie na powierzchni przewodnika. Tam
wystepuje skok (niecigtos¢) skiadowej pola elektrycznego prostopadiej do porghni
przewodnika.

5. Potencjat wewdtrz jednolitego obszaru przewodnika i na jego poxdgkni jest staty,
poniewa dla dwoch punktow; i T, dowolnie wybranych w takim obszarze:

V(F) =V(h) +]%E [eir =V (1)

Wymienione wiasnéri przewodnikow pozwalajna ustalenie warunkow brzegowych na ich
powierzchniach.

tadunki indukowane.

Jezeli kawatek przewodnika umieimy w zewrtrznym polu elektrycznym, np.
wytworzonym przez tadunek znajday sk w pewnej od niego odlegdoi, wéwczas
wewnatrz przewodnika nagpuje taka redystrybucja tadunku, aby wyzerowaa®ivnolegta
do powierzchni przewodnika sktadowa pola elektrggm Taka kompensacija jest wynikiem
pojawienia s dodatkowego pola elektrycznego, ktérégadiem jest wytworzony na skutek
tejze redystrybucji tadunek powierzchniowy nazywanyuakiem indukowanym.

Zjawisko to ma czasem interescg konsekwencje. Rozway wiasndé stanowaca
ciekawostk, ktora po przeanalizowaniu jestsddmczywista, ale na pierwszy rzut oka
nieoczekiwana.

We wretrzu kuli zbudowanej z przewodnika znajduje rsie przewodzca wreka o
nieregularnym ksztaicie, w ktorej znajduje dodatni tadunek g a sam przewodnik nie jest
natadowany. Rysunek pamj ilustruje przekréj przez keli wneke.
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Przewodnik

— Powierzchnia Gaussa

Wewnmatrz wreki pojawia sg¢ niezerowe pole elektryczne. Wywotuje ono redysiojbe
tadunku wewntrz przewodnika. Na wewgtrznej powierzchni (granica przewodnik - gka)
indukuje s¢ fadunek przeciwnego znaku do q, ekranwgo catkowicie, to znaczy tak, by
wewnatrz przewodnika pole elektryczne byto réwne zesaell teraz otoczymy wgke
powierzchnag zamkngta, zaznaczomna rysunku lirg przerywan, to zgodnie z prawem
Gaussa catkowity tadunek @by ta powierzchma musi s¢ zerowa. Wielkosé tadunku
indukowanego musi lgywiec rowna doktadnie —q. Poniewaatazylismy neutralné¢
przewodnika, obsadzeniu powierzchni wewnnej tadunkiem —q musi towarzyszy
obsadzenie powierzchni zegtrenej tadunkiem g. Tym razem rozktad tadunku na
powierzchni przewodnika jest rownomierny a inforjaae ksztatcie jamy zostaje catkowicie
ukryta przez przewodnik.

Pole elektrostatyczne w obecrioi przewodnikow. Metoda obrazow.

Jednoznaczrié rozwigzan rownania Poissona dla zadanych warunkéw brzegopwgeiwvala
w utatwiony sposob liczypole elektrostatyczne w obedeoprzewodnikow. Metoda
rachunkowa nosi nazwmetody obrazéw.

-

Zatdzmy, ze pojedynczy punktowy tadunek q umieszczony jestiiegitaci d od uziemione;
ptaszczyzny przewodzej. Znajamy rozktad potencjatu elektrostatycznegaelie
wybierzemy ukfad wspétezinych z osiami x,y potmnymi na przewodgej ptaszczinie,
tadunek potaony jest w punkcie (0,0,d). Musimy rozge¢ rownanie Poissona w gornej
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poétprzestrzeni z warunkiem brzegoqu(?) =0 we wszystkich punktach przewege)
ptaszczyzny, oraz w nieskozonej odlegtéci od fadunku g. Zauwany, ze taki sam warunek
bedzie spetniony w problemie, w ktérym nie mamy proeaicej potptaszczyzny, ale za to
mamy drugi tadunek —g umieszczony w punkcie (0)Qadvic jak gdyby zwierciadlane
odbicie w ptaszczynie przewodnika.

W rezultacie w punkcie (X,y,z) potencjat dany j@gtazeniem:

o) = — . - 9

| x?+y?+(z=df  x*+y?+(z+df
Oczywiicie potencjat ten spetnia w gornej poiptaszrug wiaciwe rownanie Poissona, a
jego wartd¢ na ptaszczinie ,xy” (podstawiamy z=0) jest stata i rowna 0zigki
twierdzeniu o jednoznaczé@ sposob ddia do rozwazania rownania Poissona nie jest
istotny. Trick pozwalajcy na uwzgtdnienie obecngi przewodnikOw w przestrzeni przez
dodanie do problemu dodatkowych tadunkow padoygch wigciwych warunkow
brzegowych nosi nazwmetody obrazow. Przedstawiona metoda po prostygolo@niu
pozwala na wyliczenie rozktadu pola pochgugo od dowolnego uktadu tadunkéw w
obecndci przewodzcych ptaszczyzn. Metedbbrazéw maemy rownie zastosowaprzy
liczeniu rozktadu potencjatu w obeddprzewodnikow w ksztatcie kuli lub walca.

Obraz a tadunek indukowany.

Obraz tadunku pierwotnego nie jest ocz§eie zadnym realnym tadunkiem, jego obeéfio
jest jedynie konstrukgjmatematyczs pozwalagca na uwzgtdnienie warunkow
brzegowych. Jednak na powierzchni przewodnika pojawia sealny tadunek indukowany,
stanowicy wraz z tadunkiem pierwotnyarodto pola. Znajc (np. uzyskany metad
obrazéw) rozktad potencjatu w przestrzenizemy korzystajc z rownania Poissona
wyliczy¢ faktyczny rozktad tadunkow:

p(T) = —&,0°%(T).

Nalezy jednak pamgtac, ze rownanie Poissona nie odnia tadunkow indukowanych od
pierwotnych. Sam indukowany tadunek pojawiara powierzchni przewodnika w postaci
tadunku powierzchniowego, a g posiada nieskmzenie dua gestas¢ w kierunku
prostopadtym do powierzchni. Nie gemy go wyliczy rézniczkujac potencjat lub pole
elektryczne. Maemy go jednak wyliczykorzystajc z uzyskanych poprzednio wiasno

przewodnika.
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Wewnatrz przewodnika pole elektryczne sieruje. Jeeli na zewntrz przewodnika znajduje
si¢ niezerowe pole elektryczne, jest ono prostopadiggdo powierzchni. Wybierzmy
niewielki obszar powierzchni przewodnika i otoczgoy/prostopadigcienm zamkngta
powierzchma. Zgodnie z prawem Maxwella (3):

§Dd§:q.

z

Poniewa catka po powierzchni dolnej i bocznyck geruje dla elementarnie matej
powierzchni , mgemy napisé

DdsS =dq=ods,

gdzie przeo oznaczylimy ggstasé powierzchniow tadunku. Oznaczag przezD,,
prostopadi do powierzchni przewodnika sktadgwola elektrycznego otrzymujemy:
D ds=aods

skad

D,=o0.

Poniewa wyliczylismy rozktad potencjatu elektrostatycznego wywotargeg tadunek
umieszczony ponad przewegdz ptaszczyzn, sprawdmy jaki tadunek zostanie
wyindukowany na tej powierzchni. Skorzystamy zeazku:

D = -¢,0o,
do ktérego wstawiamy wyganie na potencjat:
o) = : 1
4T'5 X2 +y2 +(z-df? \/x +y? +(z+df

5-0| (xyz-d) _  (xyz+d)

am (x2 +y?+ (z—d)z)g (x2 +y?+ (z+d)2)g

Na powierzchni przewodnika (z=0):

5-a| (xy-d) _  (xyd
3 3
4m (x2+y2+d2F (x2+y2+d2F
__qd  (001)
— .
2T[(X2+y2+d2)§
Poniewa
D,=D,,
na przewodniku indukujegtadunek o gstasci powierzchniowej:
_p.=-d 1
O 21 (X2 +y? +d2)g

Wyliczylismy rozktad gstcéci tadunku indukowanego. Memy sprawdd jak dwy jest
catkowity tadunek indukowany'

" = [o(x,y)dxdy= j d¢j drr o(r) = j d¢j drr — 1 _
r +d2
1% 1 1 1
=-qd- [d(r*)-——5 = ~qd Jax—— = qd =
2I (r +d2) Jf: (x+d2F (x+d2)
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Okazuje s, ze catkowity indukowany tadunek jest rowny tadunkadpowiedniego obrazu.
Mozna sg tego byto spodziewamapc przed oczami trzecie prawo Maxwella w postaci
catkowej.

Jest oczywisteze tadunek indukowany wytwarza pole elektrostatycki@re dziata na
tadunek wywotujcy zjawisko. Zastanbwmygsteraz jaka sitadnlzie dziaté na tadunek ze
strony obrazu i jakadolzie energia potencjalna tadunku w zadanej odéegtud
przewodnika. Wynik okege st mata niespodziank

dZIq

=
'd

d
o {

Potencjat indukowany w punkcie, w ktorym znajdujetadunek g liczymy korzystag z
metody obrazéw:
v (d) = B = -q

@) 41'|£Oz|z‘2d 8re ,d
Energg potencjalg fadunku w polu liczymy zazwyczaj mie tadunek przez wargé
potencjatu. Jest to stuszne zawsze zWigm przypadku potencjatu indukowanego, w
ktorym posgpujemy inaczej.
Sita dziatagca na tadunek jest rownolegta do kierunku ,z”, janartos¢:

0 in 0 - -q°
F=-gE=-q—V d(ZX: =—q— 9 | = g 2|
0z z=2d 0z 4T|£02L:2 g ATz

__ 9 1 __ 9 1

4te, 4d°  16rE, d?
Praca potrzebna do przeniesienia tadunku z punitumeskéczondgci stanowi jego energi
potencjala:

o 2 2 o N2

E = ___El___%f(jz:: g !: = g EE
+ 16TE,, Z l6re, z|; 16, d
Energia potencjalna tadunku jest dwa razy mniejszavynikatoby to z wielkéci potencjatu
indukowanego. Oddziatywanie z tadunkiem obrazu haakter samooddziatywania.
Podczas przesuwania tadunku odsuwadivnoczénie obraz.
Wiemy zatem jak radgisobie w przypadku obecfm przewodnikow.
Przejdziemy teraz do omoéwienia zjawisk pojaadgich s¢ w osrodkach i na ich granicach.
Zanim jednak przejdziemy do tego tematu, przedstaeiry metod rachunkow,
wykorzystywan w elektrostatyce, do ktorej elementéow odwotaendsiskutuac pola
elektryczne w érodkach.

z=2d

p
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Rozwinigcie multipolowe

Czasem si zdarzaze zrodtem pola jest uktad tadunkéw znajaltych sg daleko od obszaru,
w ktorym liczymy potencjat pola.

Wdéwczas w pierwszym przylkniu mana zsumowatadunki, $rednic odlegiaci i uzyska

01

— I
>
% o— j

O3

potencjat wypadkowy:

, 2

e, T
Przyblizenie takie jest sensowne w zasadzie tylko wtedytadiynek sumaryczny jestardy
od zera. Jednak potencjat uktadu tadunkow nie musi serowa rowniez w przypadku gdy
tadunek catkowity jest zerowy. Rozwray dwa tadunki jednakowej wielkoi ale
przeciwnego znaku ¢ i —q, umieszczone w odkaid od siebie Uktad taki nosi nagw
dipola. Policzmy potencjat wytworzony w odleggor odsrodka odcinka d.

V() =

9 r
_>
d
-q

V(F): 1 q_’ + _qﬁ -

e, | |0 d| L d

Fr—— [F+—

2 2
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1 q q

=4T|g _ 32 B _ a2
° \/?Z—dDHd \/F2+dﬁ+d
4 4

Przy zalaeniu r>>d, maemy dokoné rozwinigcia w szereg wzgtlem d/r i ograniczysig
do wyrazéw pierwszego ¢du. Otrzymujemy:

— — -
’ r\/l—rgj r\/1+r(2:i
r r

1 af,, Td _1+T_a _ 1 gid_ 1 qdcosd
4T, r° 4mE, 1P

Potencjat nie jest zerowy, ale spada z odkaoszybciej nk potencjat kulombowski, jest
proporcjonalny do odwrotrioi kwadratu odlegici.

Uktad ztazony z czterech tadunkow utonych tak, by znikat rowniepotencijat dipolowy,
kwadrupol daje potencjat spadey z 3 po¢ga promienia. Oczyvécie mazna skonstruowa
multipole wyzszych rzddéw, a potencjaty pochogee od nich spadajg kolejnymi wyszymi
potegami odwrotnéci promienia.

Wykorzystajmy te zaleosci w trocke ogolniejszej dyskusji. Rozvieny potencjat
pochodzcy od cagtego rozktadu tadunkéw zadangsycscia p(r) . Zgodnie z poprzednio
uzyskanymi z zasady superpozycji wzorami poterazjahiego pochodcy

V(T) =

( 4ns |
Jezeli badamy potenCJa’f w dej odlegtéci odzrédet, maemy oczekiwg, ze potencjat ten
uda nam sirozwimé w szereg multipolowy, w ktérym kolejne wyrazgda zanik& zgodnie
z kolejnymi poggami odwrotnéci odlegtaci. W tym celu postzymy sk rozwinigciem na
wielomiany Legandre’a:

le[r_] P[w’j_ Ei(r?']npn(cosﬁ)

=N ) s

gdzied jest katem pom¢dzy oboma wektorami. Rozwitie to wstawiamy pod cagh
otrzymujemy'

V(F) - z n+lJ-r'np —*r ( jds '
o n= O
Pierwszy wyraz, po podstawieniy(x) = 1
daje potencjat monopolowy:
Q
men ATE, T

gdzieQ = f p(F' ) jest tadunkiem catkowitym.

Drugi Wyraz rozwina';cia jest potencjatem dipolowym, uzyskujemy go padsajc Pl(x) =X

1 1 (PP
Vl—'___ —'1_31:__ A U
dlp(r) J‘ d 4T|EO rz p(r) r d r
— 1 1 —r\.r []
e FIp(r )Y cos9d’r
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Mozna go zapisanieco inaczej wyagajac I przed catk:

- 1 7 e 1 pr

V, (F) = — | pl(F)d%" = =

d|p( ) 4T|E0 r3 _[p( ) 4.'_'!_:0 r2 r
gdzie

p> = Ip(?')f'dal"
nazywamy momentem dipolowym rozktadu tadunku. Wypazlku tadunkow punktowych
catka przechodzi w sugn

E)=Zqiﬁ '

co dla dwoch przeciwnych tadunkéw imych w odlegtéci d dajep =od.

Podobnie mgemy pos¢powa dalej i uzyské kolejno potencjat kwadrupolowy i potencjaty
wyzszych radéw.

Podsumowanie XII.

* Naturalne warunki brzegowe rremy zadé w dwoch przypadkach.

¢ W nieskaiczondci - jezeli fadunek ldacy zrodiem pola roztgony jest w ograniczonym
obszarze przestrzennymafamy zerowania sipotencjatu w nieskizondgci).

¢ Na powierzchni przewodnika gdzie potencjat jestysta

¢ Na powierzchni przewodnika pojawdggie tadunki indukowane, ktore korygujozktady
potencjatu.

* Spelnienie warunku brzegowego #na zasymulowastosugc tzw. metod
obrazow.

* Obrazy tadunku symulgjdziatanie tadunku indukowanego, wietkotadunku obrazu i
tadunku indukowanegagednakowe, réne jest ich potgenie. Obraz umieszczamy
wewntrz przewodnika, a fadunek indukowany pojawigare jego powierzchni.

* Przedyskutowasmy rozwinicie multipolowe potencjatu pochagtzgo od cigtego
rozktadu tadunku.
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XIII.

Pola elektryczne i magnetyczne wsoodkach, zaleznosci pomigdzy E i D oraz H i B.

W prowadzonych rozwaniach pojawiaty siw réznych wyraeniach zamiennie wektory:
nakzenia pola elektrycznegh i indukcji elektrycznejD oraz nagzenia pola magnetycznego
H i indukcji magnetyczneB . Nie wprowadzatem rozedienia pomgdzy nimi, zaktadajc,

ze jest ono znane z wykiadu fizyki ogolnej. Jedmeal celu uporgdkowania pagc,

chciatbym zwroa uwag: na zwazki i réznice pomedzy odpowiednimi parami wektoréw. W
osrodkach izotropowych (peii) tacza je proste zwgzki, ktore wykorzystywatem:

D =¢gE

B

= UUOH

s(u) s bezwymiarowymi statymi nazywanymi przenikadom, dielektryczrm (magnetyczg)
osrodka. W préni i osrodkach izotropowych wektor i D (I:| i B) s3 odpowiednio
rownolegte. W érodkach anizotropowych zaaki te pozostajliniowe, ale bardziej ztmne:

D' =g,) &FE
i

B'= UoZUinj
]

Przenikalnéci dielektryczna i magnetyczna siajg wielkosciami tensorowymi. Wektory
E iD (F| i B) przestaj byé rownolegte.

Istota wektorow pol.
Pozostamy jednak przy érodkach izotropowych (pei). WektoryE i D (F| i B)
wyrazane § w innych jednostkach. Wielkoi so(uo) nosace nazwy przenikalrioi

elektrycznej (magnetycznej) prdi s w uktadzie S| mianowane i odpowiedzialne za zrian
jednostek.

By zauway¢ roznice pomedzy parami wektorow musimy przyji&sie wyrazeniom w

ktérych wysgpuja. Pierwszym z nich jest wzor naesliorentza:

F=eE+eVxB

PolaE i B zwigzane § z sitami dziataicymi na tadunek w polu elektrycznym i
magnetycznym. Pozostate dwa wektory pojaavidg w rownaniach:

OD=p i OxH=D+]j

w ktorych wysgpuja zrodta pol gstos¢ tadunku lub pgd. Rownania te decydup

jednostkach, w ktérych wytane g odpowiednie wektory i ostatecznie determanuj
przenikalndci dielektryczne (magnetyczne) aro.

Polaryzacja dielektryka.

ZastanOwmy siteraz co & dzieje w dielektrykach umieszczonych w polu elgétnym.
Naturalnie poniewadielektryki nie zawierajtadunkoéw swobodnych, nie nagt w nich
przeptyw tadunku i catkowita kompensacja pola jaktiomiejsce w przewodnikach. Pole
bedzie wnik& do wretrza dielektryka i oddziatywéaz atomami czy asteczkami z ktérych
zbudowany jest materiat. @zteczki mog wykazywa& spontaniczag polaryzacg, posiada
moment dipolowy bez pola elektrycznego, przykiadekmej czasteczki jest HO, posiadajca
asymetrycza budove. Atom tlenu i dwa atomy wodoru twerirojkat a chmura elektronowa
jest przesunrta bardziej w kierunku atomu tlenu.
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p=qd >
Inne casteczki albo atomy magie wykazywa F
momentu dipolowego bez pola elektrycznego ale

pod jego wptywem chmury elektronowe a’
przesuwg sic wzgledem pder, atomy ulegaj

polaryzacji. Indukowany moment dipolowy jest > >
proporcjonalny do natenia pola elektrycznego 5 E
p=aE.
Wypadkowa sita dziata¢a na dipol w -q
jednorodnym polu elektrycznym zeruje.si

F= +qE

Nie zeruje si natomiast moment sity

N=dxF=pxE.

Dipole keda ustawid& sie zgodnie z polem elektrycznym. Magstopnia uporgdkowania
dipoli jest tzw. polaryzacja elektryczna P definava jako moment dipolowy jednostki
objetosci dielektryka.

Polaryzacja dielektryka jestédiem dodatkowego pola elektrycznego. Sprobujmicpgd
jego wielka¢. Potencjat pochodey od pojedynczego dipola umieszczonego w pilice
uktadu dany jest wytaeniem:

v()=-1 P
4T, T
Potencjat pochodizy od cagtego rozktadu gstdsci dipoli zebranych w okjosci V
uzyskamy zagpujac pojedynczy moment dipolowy rozktademgtym:
p - P(F)dv
i wykonujc catkowanie po catej oldpsci:
V(—r'): 1 J‘ (r_r) ()d3r

4TE, |, | |

Przeksztatcamy ten wzoér korzysgage zwazku:
[ 1

ey
Otrzymujemy:

V(F)= 2 T][-E | ﬁ(f')mr.éd%'

oV |I’—I"|

Ten wzor przeksztatcamy korzysfajze wzoru na pochodrloczynu

1 P(F) o, 1 = e
v(r)_4mou Dr,|F_F,|dr i |F_F,|Dr,P(r)er.

Tutaj przekszta’;camy pierwszy sktadnik korzystag prawa Gaussa:

V)= s @ |r o] o)
o f 2l P

Pierwszy wyraz ma sens rozktadgstpsci tadunku powierzchniowego
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o,, =P

a drugi rozktadu gstasci tadunku przestrzennego

P..,(F) = -0P(F)

Oba typy gstcsci tadunku lrdziemy nazywéatadunkiem zwazanym,zeby podkréli¢, ze nie
nasgpit tutaj przeptyw tadunku lecz jedynie reorientadjpoli.

Wypadkowe pole elektryczne.
Zatézmy, ze w dielektryku mamy zadany rozkfad +adur1bg*,(?). Dla odr&nienia od

tadunku zwiazanego nazwiemy go tadunkiem swobodnym. Jegt@tem pola
elektrycznego, ono z kolei powoduje polaryzatiglektryka i pojawia gi dodatkowy tadunek
zwigzany. W rezultacie catkowity rozktad tadunku w pbjest:

P(F) = e (7) + P2 ()

Korzystapc z prawa Maxwella dla p#6i mamy:
&0E =P =Py +Pay =Py ~ P

zatem

D(SOE + I5) =p.,

a poniewa

0D =p,,

otrzymujemy:

D=gE+P

Wektor indukcji elektrycznej D jest pogkiszany w stosunku do odpowiedniej wadiov
prozni o polaryzagj osrodka.

Dielektryki liniowe.

Dla wielu materiatow polaryzacja dielektryka jesbjporcjonalna do netenia pola
elektrycznego (w rezultacie momentow sit dzigdgch na dipole). Takie materiaty
nazywamy dielektrykami liniowymi.

_p = XeEOE

gdzie bezwymiarowy wspoétczynnik proporcjonaloioy . nazywamy podatricia elektryczm,
osrodka. Wtedy

D=¢,E+P=¢gE +x.£,E=(1+x.)e,E =¢e¢,E

Wspdiczynnik proporcjonaldei nazywamy przenikalrigia dielektryczm osrodka, a
bezwymiarowee = (1+.)

przenikalndcia wzgledna.

Granice osrodkow.
ZastanOwmy siteraz jak 1 = N1
zachowuy si¢ wektory pol ? dG’ D 0
elektrycznego i magnetycznego | ‘

na granicy dwaéchgodkow > d‘l’ =
jednorodnych. W tym celu ™

skorzystamy z odpowiednich >

rownah Maxwella w postaci

catkoweyj: — <




Pierwsze z nich przy zateniu braku swobodnego tadunku powierzchniowegoranigy
osrodka daje egtos¢ prostopadtej do powierzchni sktadowej pola induktgktrycznejD,, :
Dido-D?do =0.

Drugie w przypadku pdl statycznych zapewniggts¢ rownolegtej do granicysodkow
skladowej nagzenia pola eIektrycznegEH :
EﬁdI—EHZdI:O.

Zatem:

Eﬁ = EH2 i DL =D?

drugi zwhzek mana przepisaw postaci
g,El, =¢,E2, skad

€
EL=22E.
sl
Dzieki temu:
EL & EZ ¢
tg l__D:_Z_D__Ztguz
Eﬁ €, EH2 L

lub g tga, =¢,tga,
Podobnie dla pola magnetycznego z réfvna

fjBdo=0 i fAmi=2[[Dds+!

s < dt

uzyskujemy cigtos¢ sktadowychB,, i HH na granicy érodkéw i podoba zaleznosé:
H tga, =|, tga,

Zmienne pole elektromagnetyczne.

W dotychczasowych rozvzaniach dyskutowalmy pola elektryczne i magnetyczne, ktérych
zrodtami byly pady i rozkiady tadunkow. Wystarczy jednakspojrzé na rownanie
Maxwella, aby przekorissie, ze zrédtami pol mog by¢ one same.

1.0xE=-B

2.0B=0

3.0D=p

4. 0xHA=D+]

Przypomnijmy ponadto zwzek pol elektrycznego i magnetycznego z potencjaeaarnym

i wektorowym:

~ J -

E=-00-—-A

B=0OxA

Liczymy rotacje obu stron ostatniego rownania

O X(D XA): rotB = p,JxH = uo(ﬁ +]): HeEoE +Ho
prawg strorg rownania przeksztatcamy dalej zgmijac pole E potencjatami:
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-_10 ¢+ Al+pj=-= ¢-i02 +Ho]
c? ot T ot c? ot? °
Natomiast do Iewej strony stosujemy wzér znanyaiayn wektorowej :
O x (D XA): graddivA - 0%A
Po pohczeniu uzyskujemy
I ~ 1_0 10° - =
raddiA —-0°A=-—0—¢-=—A+
J c® ot ¢ Zor Mol
CO po przegrupowaniu daje:
-~ 10° - .~ 1 _0 = .~ 10 =
O°A-=—5A=graddiA + S0 —Hoj =0/ divA + = —¢ |-
Cz atz g 02 6'[ q) HOJ ( CZ 0'[ q)j HOJ

Wyraz po prawej stronie rbwnania stanowi czterodjeacg czteropotencjatu. Korzystgj z
jego niejednoznaczioi mazna zatayé
.~ 10
divA+=—¢ =0
c® ot ¢

Jest to tzw. cechowanie Lorentza. Dostajemy nanpakewektorowy réwnanie:

-~ 10% - =
0%A _?WA =~Ho)
Podobnie uzyskujemy réwnanie dla potencjatu skalgon
B:D[E:—qu:—%mu&

80
ktére korzystajc z cechowania Lorentza przeksztatcamy w:
p _ 2 a e _ 2 1 02
—=-0%-—divA =-0%%+=5—
£, ¢ ot c’ at? ¢
czyli
1 0°

0% -=—d¢=—"

¢ c? ot® ¢ g,

Rownania, ktére uzyskainy 3 odpowiednikami rownaPoissona dla pol statych i nasz
nazwe rownax d’Alamberta. Zapisujemy je zwykle w uproszczorwjfie wprowadzagc
nowy operator réniczkowy, nazywany dalambercjanem:

D:Dz—ia_z
c? ot?

Korzystanc Z jego definicji zapisujemy rownania d’Alambewaostaci:
A= _uoj

H¢ = -P

80
Zauwamy, ze w przypadku statyki (pola nie zatee od czasu) rownania te przechpdz
dyskutowane wczmiej rownania Poissona. Tym razem jednak skoncgmryuwag na

rozwigzaniach dynamicznych (nie statycznych) czyli zajeh od czasu.

Rownanie fali elektromagnetycznej w prani.

Pole elektromagnetyczne g®istni€ i rozprzestrzeniasie rowniez w przypadku gdy w
uktadzie nie wysipuja tadunki i pady. Wtedy rownania na potencjaty elektromagnetyczne
redukup sie do:
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10°% -

PA-=—-5A =0
c® ot
19°
p-——50=
¢ czatzq)

Korzystaac ze zwazkow pomedzy wektorami E i B a potencjatlem wektorowym i sikalym
uzyskujemy dla nich rownieréwnania d’Alamberta:

2
DZB—ia B=0
c? ot?

-~ 10°
DZE_—Z?E O
Fala ptaska.

Jednym z mgiwych rozwiagzah rownania d’Alamberta jest “fala ptaska”.
A(7,t) = A, sink [F -t

jest rozwazaniem rownania D’Alambertazeli
2

w :
k? :?czyll w=kc
Zauwamy, ze punkty w przestrzeni odpowiadeg¢ statej fazie tego rozwzaania
KF — wt = const
poruszaj sie z predkoscia, ktora spetnia zvgzek
kdf = dt czyli R% =w=kc

czyli predkos¢ rozprzestrzenianiaegsfazy (pedkos¢ fazowa jest rowna c, a kierunek jest

zgodny z kierunkiem wektor®, ktory nazywamy wektorem falowym.
Korzystajc z wyraenia na potencjat wektorowy raemy wyliczyé odpowiadajcy
cechowaniu Lorentza potencjat skalarny:

& = —c’divA = ¢’k [A , cosk [F — wt)

——kD\ sm(k[f wt) = —kD\ sm(kD‘ wt)

Korzystanc Z wyraen na potencja’fy meemy wyliczy¢ wektory pola magnetycznego i
elektrycznego:

B=0xA =kxA,cosk F - wt)

E=-0d —%A = —E(R Dio)Rcos& [F — wt) + WA, cosk [F — wt) =

0k +ckA jcos(( [F - wt)

Widzimy, ze wektoryk i B sa do siebie prostopadte. Memy przekon&sie, ze réwnie
wektor E jest prostopadty dd:

k- K Popy oha |=-KPope 4 k. k=0
k k

Podobnie pokazujemy prostopagitavektorow B i E.
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Wektory k, Bi E stanowd trojke wzajemnie prostopadtych wektoréw. Zatem pole

elektryczne i magnetyczne do siebie prostopadte i prostopadte do kierunkdlsci
rozchodzenia gifazy. Fala elektromagnetyczna jestfpbprzecza.

Podsumowanie XIII.

* Przeanalizowadmy zalenosci pomidzy E i D oraz H i B.

* Przedyskutowadmy zjawisko polaryzacji dielektryka.

» Przedyskutowadmy pola elektryczne i magnetyczne na granirpdkow.

* Rozwaylismy zmienne w czasie pola pochade od zmiennych w czasteddet.

» Potencjaty p6l musgspetnid rownania d’Alamberta.

» Przedyskutowadmy rozwihzanie réwnania d’Alamberta w pndi odpowiadajce fali
ptaskie;.

» Faza fali elektromagnetycznej rozchodzirgiwnolegle do kierunku wektora falowego z
predkoscia rowng predkosci swiatta.

» Fala elektromagnetyczna jestaf@oprzeczn, trzy wektory k, B, Egdo siebie
wzajemnie prostopadte.

XIV.
Elektrodynamika klasyczna w nanostrukturach pohvaoikowych.

Podsumowanie elektrodynamiki.

Z zasady najmniejszego dziatania dla pdl elektrggpn magnetycznego w obeénd

rozktadu tadunkow i mdow wyprowadzilimy rownania Maxwella. Réwnania te uzupetnione
o wzér na s Lorentza (wynikajcy z tego samego formalizmu), oraz rownanigicsci
stanowi kompletny uktad rownaelektrodynamiki, z ktorych mima uzyska wszystkie inne
prawa. JednocZgie ich rozwazania § spojne z mechanikrelatywistycza.
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